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Die  Frannhofer'schen  BengungserBchemimgen 
in  elementarer  Darstellnng« 

Von 

Dr.  E.  LoMMEL. 

Professor  der  Phjsik  an  der  Universität  Erlangen. 


(Taf.I,  Fig.  1—40). 

Vorwort.  Die  Frannho fernsehen  BengnagBorBcheinnDgen ,  welche 
durch  ihr  theoretisches  luteresse ,  darch  die  Leichtigkeit  ihrer  Beobachtung 
und  durch  die  Mannichfaltigkeit  ihrer  Formen  gleich  anziehend  sind,  haben 
bisher  in  den  Lehrbüchern  der  Physik  nur  eine  lückenhafte  Darstellung 
gefunden  und  finden  können.  Gewöhnlich  wird  nur  der  einfachste  Fall 
eines  schmalen  Spaltes  ausführlicher  behandelt;  für  die  immer  noch  ein- 
fachen Fälle  der  parallelogrammförmigen  und  dreieckigen  OefiPnung  aber, 
selbst  wenn  die  Construction  des  Bildes  angegeben  wird,  muss  auf 
Schwerd's  classisches  Original  werk  *)  oder  auf  Littrow's  Darstel- 
lung**) verwiesen  werden,  und  zwar  mit  gutem  Rechte.  Denn  zur  Her- 
stellung des  Intensitätsausdruckes  sind  entweder  weitläufige  Summationen, 
oder  die  Anwendung  der  Integralrechnung  nöthig,  wozu  einerseits  der 
Raum,  andererseits  die  Hilfsmittel  eines  elementaren  Compendiums  nicht 
ausreichen.  Eine  elementare  Darstellung,  wie  sie  sich  für  die  Bedürfnisse 
eines  Lehrbuches  eignet,  das  auf  ausgedehntere  analytische  Entwickelun- 
gen  yerzichten  muss,  ist  mir  bisher  nicht  bekannt  geworden. 

Die  folgenden  Blätter  sind  dazu  bestimmt,  eine  solche  mit  den  elemen- 
tarsten Hilfsmitteln  durchgeführte  Darstellung  zu  geben ;  und  wir  werden 
sehen,  dass  sich  auf  diesem  Wege  nicht  nur  die  Construction  des  Bildes 
für  Parallelogramm,  Dreieck  etc.,  sondern  sogar  die  Intensitätsverhält- 
nisse für  die  wichtigsten  Bildpunkte  in  genügender  Weise  ableiten  lassen. 
Der  allgemeine  Intensitätsansdruck  freilich  kann  und  soll  durch  diese  syn- 
thetische Methode  nicht  hergestellt  werden;  das  ist  und  bleibt  die  Aufgabe 
der  Analyse.  Dagegen  hat  unsere  Betrachtungsweise  wieder  andere  Vor- 
theile  vor  der  analytischen  voraus;  sie  gewährt  nämlich  besser  als  diese 
einen  Einblick  in  die  Genesis  der  Erscheinungen ,  wir  sehen  die  dunkeln 
Linien  und  Punkte  gleichsam  unter  unseren  Augen  entstehen  und  erkennen 

*)  Schwerd,  die  Beugnngserscheinnngen.    Mannheim  1835. 
•^  Littrow,  im  Artikel  „Undnlation"  in  Gehler's  physikal.  Wörterbuch.  Bd  IX. 
ZeiUchrifl  r.  Mathematik  a.  Physik  XIV.  1.  | 
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die  geometrischen  Gründe  für  das  Gesetz  der  Intensitätsvertheilung.  Von 
dieser  Seite  aufgefasst,  bildet  die  synthetische  Darstellung  eine  erwünschte, 
wenn  nicht  nothwendige  Ergänzung  der  analytischen,  und  bietet  selbst 
Demjenigen  noch  neue  Gesichtspunkte;  welcher  mit  der  analytischen  Be- 
trachtungsweise bereits  vertraut  ist. 

Nebst  dem  wesentlichen  Inhalt  des  Seh  wer  d' sehen  Werkes  war  ich 
bestrebt,  auch  einige  allgemeinere  Sätze,  welche  ich  in  einer  früheren  Ab- 
handlung veröffentlichte*),  in  das  elementare  Gewand  zu  kleiden.  Ausser- 
dem glaube  ich  in  dem  letzten  Paragraphen  dieses  Schriftchens  auf  einen 
wichtigen  neuen  Satz  (vom  Minimum  des  Beugnngswinkels)  aufmerksam 
gemacht  zu  haben.  Auf  ihn  lässt  sich  nämlich  eine  neue  Methode  zur 
Messung  der  Wellenlängen  gründen,  welche  wirklich  in  Ausführung  zu 
bringen  mir  leider  bisher  nicht  vergönnt  war. 

1.  Einleitung.  Auf  einen  undurchsichtigen ,  mit  einer  oder  mehreren 
Oeffnungen  versehenen  Schirm  treffe ,  von  einem  sehr  weit  entfernten  leuch- 
tenden Punkt  herkommend,'  ein  Bündel  paralleler,  homogener  Lichtstrah- 
len, oder,  was  dasselbe  ist,  eine  ebene  Lichtwelle.  Die  in  der  Ebene  des 
Schirmes  und  innerhalb  einer  Oeffnung  gelegenen  Aethertheilchen  werden, 
durch  die  einfallende  Welle  erregt,  dem  Principe  des  Huyghens  zufolge, 
ihrerseits  zu  Bewegungsmittelpunkten,  und  senden  demgemäss  nach  allen 
Kichtungcn  Elementarstrahlen  hinter  den  Schirm,  welche  sich  in  unendlich 
viele  Bündel  paralleler  Strahlen  gruppiren  lassen.  Dasjenige  unter  ihnen, 
welches  die  einfallenden  Strahlen  fortsetzt,  nennen  wir  direct,  die  übri- 
gen gebeugt  Der  Winkel,  welchen  ein  gebeugtes  Bündel  mit  der  Rich- 
tung der  directen  Strahlen  bildet,  heisst  sein  Beugungswinkel. 

Befindet  sich  nun  hinter  dem  Schirm  eine  Linse  (das  Objectiv  eines 
Fernrohres  oder  die  ErystalUinse  des  Auges),  so  werden  durch  dieselbe 
alle  Strahlen  einer  solchen  Gruppe  in  einem  einzigen  Punkte  vereinigt. 
Man  findet  diesen  Punkt,  indem  man  durch  den  optischen  Mittelpunkt  0 
der  Linse  mit  der  Richtung  des  betrachteten  Strahlenbündels  eine  Parallele 
zieht  und  auf  dieser  von  0  aus  gegen  den  Beobachter  hin  die  Brennweite 
der  Linse  abträgt. 

Da  eine  Linse  bekanntlich  an  den  Gangunterschieden  der  durch  sie  ge* 
brochenen  Strahlen  nichts  ändert,  so  kommen  diese  im  Vereinigungspunkt 
vermöge  der  Gangunterschiede ,  mit  welchen  sie  von  der  beugenden  Oeff- 
nung ausgegangen  sind,  zur  Interferenz.  Da  der  Grad  der  Uebereinstim- 
mung  oder  des  Gegensatzes  der  einem  Bündel  angehörigen  Elementarstrah- 
len je  nach  dessen  Richtung  ein  verschiedener  ist ,  so  werden  die  Vereini- 
gungspunkte  in  gesetzmässiger  Abstufung  verschieden  starke  Erleuchtung 
zeigen,  und  so  in  ihrer  Gesammtheit  eine  Zeichnung  bilden,  welche  wir 
das  Beugungsbild  nennen.    Das  Beugungsbild  entsteht  demnach 


*)  Beiträge  zur  Theorie  der  Beugang  des  Lichtes.    Grün.  Arch.  Th.  XXXVI. 
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auf  einer  vom  optischen  Mittelpunkt  0  des  Objectivs  aus  mit 
dessen  Brennweite  als  Radius  beschriebenen  Halbkugel, 
welche  von  einer  durch  0  zur  Schirmebene  parallel  gelegten  Ebene  anderer- 
seits begrenzt  ist. 

Aus  dieser  Betrachtung  gebt  sofort  zweierlei  hervor.  Verschiebt  man 
die  Oeffnung  in  der  Ebene  des  Schirmes  parallel  mit  sich  selbst,  jedoch  so, 
dass  sie  stetfi  im  Bereiche  des  Objectivs  bleibt,  so  wird  dadurch  das  Ben- 
gungsbild  weder  verschoben,  noch  erleidet  es  sonst  eine  Aenderung.  Eben 
so  wenig  wird  dasseltfe  geändert,  wenn  man  der  Fernrohraxe  verschiedene 
Neigungen  zur  Schirmebene  ertheilt.  Bei  jeder  Neigung  wird  immer  der- 
jenige Theil  desselben  gesehen,  welcher  dem  Gesichtsfelde  des  Fernrohres 
entspricht. 

Bei  Beobachtung  mit  blossem  Auge  fällt  das  Bild,  falls  das  Auge  für 
den  als  Lichtquelle  benutzten  Punkt  accommodirt  ist,  auf  die  Netzhaut  und 
kommt  so  unmittelbar  zur  Wahrnehmung.  Die  Anwendung  eines  Fernroh- 
res gewährt  den  Vortheil,  dass  alle  Dimensionen  des  Beugungsbildes,  im 
Verhältniss  der  Brennweiten  des  Objectives  und  des  Oculars,  vergrössert 
erscheinen. 

Statt  nun  das  wirkliche  halbkugelige  Bild  zu  untersuchen  und  zu  con- 
struiren ,  denken  wir  uns  jeden  seiner  Punkte  senkrecht  auf  die  Grundfläche 
der  Halbkugel  projicirt,  und  leg6n  jedem  Punkte  der  Projection  diejenige 
Lichtstärke  bei,  welche  seinem  entsprechenden  Punkte  auf  der  Kugelfläche 
zukommt.  Wir  erhalten  so  ein  in  der  Ebene  ausgeführtes  Gemälde,  den 
Grün driss  des  Beugungsbildes;  von  ihm  aus  kann  man  augenblicklich 
durch  Errichten  von  Senkrechten  wieder  zum  halbkugeligen  Bilde  zurück- 
kehren. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  vorerst  an,  dass  die  directen  Strahlen 
sowohl,  als  die  Axe  des  Fernrohres  zur  Scbirmebene  senkrecht  stehen. 
Der  Vereinigungspunkt  der  directen  Strahlen,  d.  h.  das  Bild  des  leuchten- 
den Punktes,  liegt  alsdann  in  der  Fernrohraxe  selbst  (am  Kreuzungspunkte 
der  Fäden)  und  projicirt  sich  in  die  Mitte  des  Grundrisses. 

2.  Die  Elementarstreifen.  Sei  nun  ^^^(Fig.  l)  ein  unendlich  schma- 
ler Streifen  einer  beugenden  Oeffnung,  AD  und  BE  die  Bandstrahlen 
des  von  ihm  ausgehenden  elementaren  Strahlenbündels,  sei  ferner  ^  (7  senk- 
recht zu  ADy  so  ist  AC^  d.  h.  die  Projection  der  Streifenlänge  AB  auf  die 
Strahlenrichtung,  der  Gangunterschied  der  Bandstrahlen  für  dieses 
Elementarbündel. 

Beträgt  dieser  Unterschied  eine  ganze  Wellenlänge,  so  vernichten 
sich  sämmtliphe  Strahlen  bei  ihrer  Vereinigung;  denn  zu  jed'em  Strahle 
lässt  sich  ein  anderer  angeben ,  der  um  eine  -halbe  Wellenlänge  gegen  ihn 
verschoben  ist. 

Dasselbe  findet  statt,  wenn  der  Gangunterschied  der  Bandstrahlen  eine 
beliebige  Anzahl  ganzer   Wellenlängen   ausmacht;  denn  theilt  man  das 

1* 
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Streifchen  in  so  viele  gleiche  Theile,  als  diese  Anzahl  beträgt,  so  differiren 
die  Endstrahlen  jeder  Abtheilang  am  eine  ganze  Wellenlänge  und  es  tritt 
wie  vorhin  Vernichtung  ein. 

Beträgt  dagegen  der  Unterschied  der  Randstrahlen  eine  halbe  Wellen- 
länge, so  können  sich  nur  die  beiden  Endstrahlen  vernichten;  die  übrigen, 
welche  unter  sich  um  weniger  als  eine  halbe  Wellenlänge  differiren ;  wer- 
den sich  zu  einem  resultirenden  Strahle  zusammensetzen ,  ddfisen  Schwin- 
gungsweite (Amplitude)  unter  sonst  gleichen  Umständen  der  Länge  des 
Streifchens  proportional  ist.  (Wir  vergleichen  übefhaupt  nur  Streifchen 
von  gleicher,  aber  unendlich  kleiner  Breite  mit  einander.) 

Differiren  die  Randstrahlen  in  ihrem  Gange  um  drei  halbe  Wellen- 
längen, so  kann  man  die  Strahlen  des  Bündels  in  zwei  Gruppen  zerlegen, 
80  dass  die  Endstrahlen  der  einen  Gruppe  um  eine  ganze ,  die  der  anderen 
um  eine  halbe  Wellenlänge  gegen  einander  verschoben  sind.  Die  der  er- 
sten Gruppe  werden  sich  nach  dem  Vorhergehenden  gegenseitig  aufheben, 
die  der  letzteren  aber,  welclfe  dem  dritten  Theile  des  Streifchens  entspre- 
chen, zu  einem  resultirenden  Strahle  vereinigen,  dessen  Amplitude  --,  dessen 

3 

Lichtstärke  folglich  —  von  derjenigen  ist,  welche  bei  dem  Gangunterschied 
3 

von  einer  halben  Wellenlänge  für  dasselbe  Streifchen  stattfand. 

Wenn  ferner  die  Gangunterschiede  der  Randstrahlen  5,  7,  9,  ...  über- 
haupt 2m-|-l  halbe  Wellenlängen  betragen,  so  erhält,  man  in  derselben 

Weise  resultirende  Strahlen,  deren  Amplituden  der  Reihe  nach  ~j  —  >  -^> 

D       7       W 

. . . ; —  und  deren  Intensitäten  demnach  -r ,  — = ,  -r:, . . . .  7 : — ^^  von  der- 

2m  +  l  5*'   7»'  9*'         {2m  +  \y 

jenigen  sind,  welche  dem  Gangunterschied  von  einer  halben  Wellenlänge 

zugehört. 

Wäre  überhaupt  der  Gangunterschied  der  Randstrahlen  m+^  Wellen- 
längen, wo  m  eine  ganze  Zahl,  —  einen  echten  Bruch  bedeutet,  so  kann 

man,  indem  man  das  Streifchen  im  Verhältniss  von  m  :  —  abtheilt,  aus  dem 

Strahlenbündel  m  Gruppen  bilden,  deren  Endstrahlen  je  um  eine  ganze 
Wellenlänge  differiren  und  welche  daher  jede  für  sich  verschwinden;  als 
wirksam  bleibt  noch  eine  Gruppe  zurück ,  welche  einen  Endstrahlenunter* 

schied  von  —  k  (unter  A  die  Wellenlänge  verstanden)  besitzt  und  dem  Bruch- 

theil  — ^T —  des  Streifchens  entspricht:  dieselbe  liefert  einen  resultirenden 
mq+p 

Strahl,  dessen  Amplitude ; —  und  dessen  Intensität  ( ; — )  von  der- 

mq+p  \mg+P/ 
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jenigen  ist,  welche  das  ganze  Streifchen  bei  dem  Gangunterschied  —  A  ge- 
ben würde.  Bezeichnen  wir  die  bei  dem  Handstrablenunterschied  xk  re- 
snltirende  Amplitade  mit  ^(ctA),  so  können  wir  diesen  Satz  durch  die 
Gleichung 

ausdrücken. 

Man  erkennt  hieraus ,  dass  jedes  elementare  Bündel  auf  ein  anderes 
zurückgeführt  werden  kann,  dessen  Bandstrahlenunterschied  weniger  als 
eine  ganze  Welleulänge  beträgt.  Sollte  der  Gangunterschied  des  letzteren 
grösser  sein  als  ein  halbe  Wellenlänge ,  so  lässt  es  sich  wiederum  auf  ein 
anderes  reduciren ,  dessen  Gangunterschied  um  eben  so  viel  kleiner  als  ^  l 

\+^\l,  wo^<^,  und  macht  man  ^Ä=:^/^ 

so  gross,  dass  Pp=^A  und  demnach  /?r:=-7A  wird,  so  vernichten  sich  die 

Bündel  ADPQ  und  RSBE,  weil  zu  jedem  Strahle  im  ersten  ein  Strahl  im 
zweiten  vorhanden  ist,  der  gegen  ihn  um  ^A  zurückbleibt.  Die  Wirkung 
reducirt  sich  also  auf  diejenige  des  Streifchens  PRy  dessen  Randstrahlen- 
unterschied (  ^ 7  JA  ist  und  das  sich  zum  ganzen  Streifen  ^^ ^  verhält  wie 

I 7  ZU  4+-/.    Die  resultirende  Amplitude  für  AC=il^'\ — rjk  ist  daher 

,  von 

man  hat 


der  für  das  ganze  Streifchen  bei  AC^  (i""^)^  geltenden,  oder 


Zwei  elementare  Strahlenbändel,  welche  von  verschieden  langen  Streif- 
chen ausgehen,  aber  denselben  Bandstrahlenunterschied  haben,  wollen  wir 
ähnlich  nennen.  Es  ist  klar,  dass  wir  auf  dem  eingeschlagenen  Wege 
nur  ähnliche  Strahlenbündel  hinsichtlich  ihrer  Wirkung  mit  einander  ver- 
gleichen können ,  was  auch  für  unsere  Zwecke  vollkommen  genügt.  Nen- 
nen wir  die  resultirende  Amplitude,  welche  ein  Streif  eben  von  der  Länge  1, 
dessen  Elementarstrahlen  die  Einheit  der  Amplitude  besitzen,  bei  irgend 
einem  Bandstrahlenunterschied  liefert,  die  für  diesen  Gangunterschied 
charakteristische  Amplitude,  so  erhalten  wir  für  ein  mit  diesem 
ähnliches  Strahlenbündq!  die  resultirende  Schwingungsweite,  wenn  wir  die 
charakteristische  Amplitude  mit  der  Länge  des  neuen  Streifchens  und  mit 
der  Amplitude  seiner  Elementarstrahlen  multipliciren. 

3.  Oangunterschied  des  resnltirenden  Strahles.     Zwei  Lichtstrahlen 
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von  gleicher  Amplitude  und  gleicher  Wellenlänge ,  welche  sich  nach  der- 
selben KichtUDg  fortpflanzen,  setzen  sich  zu  einem  resnltirenden  Strahle 
Ton  derselben  Wellenlänge  zusammen,  welcher  dem  einen  componirenden 
Strahle  um  dieselbe  Weglänge  vorauseilt ,  um  welche  er  gegen  den  anderen 
zurück  ist,  oder  der  Gangunterschied  des  resnltirenden  Strahles  ist  das 
arithmetische  Mittel  aus  den  Oangunterschieden  der  beiden  componirenden 
Strahlen,  wenn  man  alle  Gangunterschiede  auf  einen  und  denselben  nach 
der  nämlichen  Bichtung  sich  fortpflanzenden  Strahl  bezieht.  Auf  diesen 
evidenten  Satz  gestützt,  kann  man  leicht  den  Gangunterschied  angeben, 
welcher  der  Resultante  aus  allen  Elementar  strahlen  eines  Streifchens  zu- 
kommt. Vereinigt  man  nämlich  je  zwei  gleichweit  von  der  Mitte  M  des 
Streifchens  abstehende  Strahlen  PQ  und  RS  (Fig.  1),  so  ist  der  Gangunter- 
schied des  resnltirenden  Strahles  in  Beziehung  auf  den  einen  Bandstrahl 
AD  gleich  dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  Gangunterschieden  Pp  und 
Rr  der  componirenden,  also  gleich  Mm,  Die  einzelnen  Resultanten,  welche 
man  so  erhält,  haben  nun  zwar  verschiedene  Amplituden,  jedoch  gegenüber 
dem  Randstrahl  AD  alle  den  gleichen  Unterschied  Mm,  Durch  ihre  Verei- 
nigung wird  man  daher  einen  Strahl  erhalten ,  dessen  Amplitude  gleich  ist 
der  Summe  der  Amplituden  der  Einzelresultanten,  welcher  aber  denselben 
Gangunterschied  Mm  besitzt,  d.  h.  der  resultirende  Strahl  eines 
schmalen  Streifchens  befindet  sich  in  demselben  Schwin- 
gungszustand, wieder  von  dessen  Mitte  ausgehende  Elemen- 
tarstrahl. 

Es  ist  wohl  zu  bemerken,  dass  Alles  in  §§.  2  und  3  von  den  Elementar- 
streifen Gesagte  unverändert  gilt,  mag  nun  die  Ebene  BAD  des 
Strahlenbündels  zur  Ebene  des  Streifchens  senkrecht  stehen 
oder  nicht. 

4  ParallelogrammfSrmige  Oeffiiung.  Ist  die  beugende  Oeffnung  ein 
Parallelogramm  ABCD  (Fig.  2),  so  legen  wir  durch  denjenigen  Eckpunkt  A^ 
welcher  von  irgend  einer  zu  dem  betrachteten  Strahlenbündel  senkrechten 
Ebene  ab  cd  die  kleinste  Entfernung  hat,  eine  Ebene  AßyS  zu  den  gebeng- 
ten Strahlen  senkrecht,  also  parallel  zur  beliebigen  Wellenebene  abcd,  und 
bemerken,  dass  die  Entfernungen  Bß  und  Cy  der  mit  A  benachbarten  Eck- 
punkte B  und  C  von  der  Ebene  Aßyöy  welche  nichts  anderes  als  die  Pro- 
jectionen  der  Seiten  AB=a  und  ACz=b  auf  die  Strahlenrichtung  sind,  zu- 
sammen der  Entfernung  Dd  der  dritten  Ecke  D  von  derselben  Ebene  gleich- 
kommen. Diese  Strecken  Bß^  Cy^  Bö  sind  alsdann  die  Gangunterschiede 
der  Eckstrahlen  Bb,  Cc  und  Dd  gegenüber  dem  Eckstrahl  Aa, 

Ist  nun  Bß  einer  ganzen  Wellenlänge  gleich,  so  denken  wir  uns  das 
Parallelogramm  durch  gerade  Linien  parallel  mit  ^^  in  schmale  Streifchen 
zerlegt;  der  Gangunterschied  der  Endstrahlen  eines  jeden  Streifchens  be- 
trägt alsdann  eine  ganze  Wellenlänge;  die  Strahlen  eines  jeden  Streifchens 
vernichten  sich  daher ,  und  demnach  auch  die  der  ganzen  Oeffnung. 
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Dasselbe  findet  statt,  wenn  Bß  eine  beliebige  Anzahl  ganzer 
Wellenlängen  aasmacht. 

Ebenso  werden  sich  die  Strahlen  eines  jeden  Bündels  vernichten,  für 
welches  die  Projection  Cy  der  Seite  A  C  auf  die  Strahlenrichtnng  gleich  einer 
Anzahl  ganzer  Wellenlängen  ist;  man  würde  das  wie  vorhin  erkennen^ 
wenn  man  die  Oeffnnng  parallel  mit  AC  in  schmale^treifcben  zerlegte. 

Das  gebengte  Strahlenbündel  wird  also  vernichtet,  so  oft 
die  Projection  einer  Parallelogrammseite  auf  dessen  Kich- 
tnng  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen  gleich  ist. 

5.  ConBtmction  des  Orundrisses.  Um  daher  einen  dunkeln  Punkt  des 
Beagangsbildes  zn  finden,  denken  wir  uns  zunächst  in  der  Grnndrissebene 
durch  den  Punkt  0,  in  welchem  sich  der  Sammelpunkt  der  directen  Strah- 
len projicirt,  zwei  Gerade  OA  und  OB  resp.  parallel  mit  den  Seiten  a  und 
b  des  Parallelogramms  gezogen.  Jede  Gerade  nun,  welche  durch  0  so  ge- 
zogen ist,  dass  die  Projection  einer  Parallelogrammseite  auf  sie  eine  oder 
mehrere  ganze  Wellenlängen  beträgt,  wird  auf  der  Halbkugel  einen  dun- 
keln Punkt  angeben.  Damit  nun  die  Projection  der  Seite  a  auf  diese  Ge- 
rade m  Wellenlängen  ausmache,  muss  letztere  mit  der  Richtung  OA  der 
Seite  a  einen  gewissen  Winkel  bilden,  und  alle  Geraden ;  welche  mit  OA 
diesen  Winkel  machen,  werden  eben  so  gut  auf  der  halbkugeligen  Bild  fläche 
dunkle  Punkte  bezeichnen.  Alle  diese  Linien  bilden  aber  in  ihrer  Ge- 
sammtheit  die  Mantelfläche  eines  geraden  Kegels ,  dessen  Spitze  in  0  und 
dessen'Axe  0  A  ist.  Dieser  Kegel  schneidet  die  Kugelfläche  längs  eines  Krei- 
ses, dessen  Ebene  senkrecht  zu  OA  steht;  die  Durchschnittslinie  der  letzte- 
ren Ebene  mit  der  Grundrissebene  steht  alsdann  ebenfalls  senkrecht  zuOA  und 
ist  dieProjectionjenes,  aus  lauter  dunkeln  Punkten  gebildeten  Kugelkreises. 

Es  wird  sonach  eine  Reihe  dunkler  Parallelkreise  auf  der  Kugelfläche 
angegeben  durch  eine  Reihe  von  geraden  Kegeln,  welche  ihre  Spitze  in  0 
und  die  Gerade  OA  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben;  diese  dunkeln 
Kreise  erscheine»  im  Grundriss  als  eine  Reihe  dunkler  Geraden,  welche 
senkrecht  stehen  zn  OA.- 

Ebenso  wird  eine  zweite  Reihe  dunkler  Parallelkreise  durch  eine  Reihe 
von  Kegeln  bestimmt,  welche  ihre  Spitze  ebenfalls  in  0  und  die  Gerade 
OB  zur  gemeinschaftlichen  Axe  haben;  sie  projiciren  sich  als  dunkle  Ge- 
rade senkrecht  zu  OB, 

Nun  werde  durch  OA  eine  Ebene  (die  Zeichnungsebene  der  Fig.  3) 
senkrecht  zur  Grundrissebene  gelegt ;  sie  schneidet  einen  beliebigen  Kegel 
der  ersten  Reihe  längs  seiner- Erzeugenden  OF  (wo  OF^=f  gleich  der 
Brennweite  des  Objectives  ist).  Alsdann  trage  man  Oa=:a  auf  OA  auf 
und  fälle  ^J? senkrecht  auf  OA  und  aa  senkrecht  auf  0^,  so  muss  Oa=^mk 
sein,  und  man  hat  die  Lage  des  Punktes  j?,  wo  im  Grundriss  eine  dunkle 
Linie  die  Gerade  OA  kreuzt,  zn  bestimmen.  Aus  der  Aehnlichkeit  der 
Dreiecke  0£F  nni  Oa  a  erhält  man  aber 
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OEif=ml\ay 
0E  =  ( 


daher 

a 


Durch  dieselbe  auf  OB  und  einen  zugehörigen  Kegel  angewandte 
Constrnction  findet  man 

als  Abstand  des  Punktes  Ey^  in  welchem  OB  von  einer  dunkeln  Linie  der 

zweiten  Reihe  geschnitten  wird. 

Die  dunkeln  Linien  einer  jeden  Reihe  folgen  demnach  im  Grund riss 

in  gleichen  Abständen  auf  einander,  und  zwar  gilt  für  die  erste  Reihe  der 

fX  fk 

Abstand  —  ,  für  die  zweite  der  Abstand  -7-.  Diese  Grössen  verhalten  sich 
a  b 

aber  wie  die  zu  a  und  h  als  Grundlinien  gehörigen  Hohen  h  und  h^  des  ge- 
gebenen Parallelogramms.  Um  daher  im  Grundriss  das  Netz  der  dunkeln 
Linien  zu  entwerfen,  ziehe  man  zuerst  durch  0  die  Geraden  OA  und  OB 
resp.  parallel  zu  den  Seiten  a  und  h  der  Oeffnung,  trage  auf  OA  von  0  aus 
beiderseits  gleiche  Stücke  ab,  welche  proportional  (oder  gleich)  der  zuge- 
hörigen Höhe  h  sind,  und  ebenso  auf  0  B  gleiche  Stücke  proportional  (oder 
gleich)  der  zweiten  Höhe  /<, ;  in  den  Theilpunkten  errichte  man  Senkrechte 
resp.  auf  OA  und  OB^  so  sind  diese  die  gesuchten  dunkeln  Linien. 

Zieht  man  ausserdem  noch  XOX'  (Fig.  4)  senkrecht  zu  OA  und  YOY' 
senkrecht  zu  OBy  so  wird  durch  diese  beiden  Linienschaaren  der  Grund- 
riss in  lauter  unter  sich  congruente  Parallelogramme  zerschnitten,  welche 
der  gegebenen  Oeffnung  ähnlich,  aber  um  90°  gegen  dieselbe  gedreht  sind. 
Aus  dieser  Bemerkung  ergiebt  sich  folgende  bequemere  Constrnction  für 
das  Liniennetz. 

Man  ziehe  durch  die  Bildmitte  0  zwei  Gerade  XX'  und  YY'  resp. 
senkrecht  zu  den  Seiten  a  und  h  des  Parallelogramms  f  trage  auf  ihnen 
beiderseits  von  0  gleiche  Stücke  auf,  welche  resp.  a  und  6  proportional  (oder 
gleich)  sind.  Durch  die  Theilpunkte  ziehe  man  Parallele  mit  YY*  und 
XX'y  so  sind  diese  die  verlangten  dunkeln  Linien. 

Die  beiden  Geraden  XX'  und  YY\  welche  durch  0  gehen  und  nicht 
zu  den  dunkeln  Linien  gehören,  sollen  die  Hauptaxen  des  Grundrisses, 
die  dunkel  umrahmten  Felder,  aus  denen  er  zusjammengesetzt  ist,  Spectra 
genannt  werden.  Das  mittlere  Spectrum,  welches  in  seiner  Mitte  den 
Vereinigungspnnkt  0  der  directen  Strahlen  enthält,  besteht  aus  vier  der 
vorhin  erwähnten  Parallelogramme;  die  beiderseits  von  ihm  längs  der 
Hauptaxen  aufgereihten  Hauptspectra  enthalten  deren  zwei  und  bilden 
mit  dem  Mittelspectrum  ein  Kreuz,  dessen  Arme  zu  den  Seiten  der  Oeff- 
nung senkrecht  stehen.  In  denWinkeln  dieses  Kreuzes  stehen  dieWinkel- 
spectra,  von  denen  j  edes  nur  aus  einem  der  obigen  Parallelogramme  besteht. 
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6.  Die  Intensität  anf  den  Hanptazen.  Die  Linie  XX'  ist  die  Pro- 
jection  des  zur  ersten  Schaar  dunkler  Parailelkreise  gehörigen  Aequa- 
tors.  Die  in  den  Punkten  des  letzteren  sich  vereinigenden  Strahlenbündel 
stehen  sämmtlich  senkrecht  zur  Axe  ÄO^  d.  h.  zur  Seite  a  des  Parallelo- 
gramms, oder,  was  dasselbe  ist,  die  Projection  B^  (Pig*  2)  v(>n  ^  ^^^  die 
Strahlenrichtung  ist  Null.  Die  Normalebene  der  gebeugten  Strahlen  (^^  yd, 
Fig.  5)  geht  alsdann  darch  AB  und  es  wird  Cyz=iD6.  Ist  nun  Cy  gleich 
einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen,  so  wird  das  ganze  Bündel  ausgelöscht, 
wie  man  leicht  erkennt,  wenn  man  die  Oeffnung  parallel  AC  in  Streif  eben 
zerlegt;  es  entspricht  dieser  Fall  den  bereits  bekannten  Punkten,  in  welchen 
diö  mit  yy'  parallelen  dunkeln  Streifen  die  Hauptaxe^TZ^  durchschneiden. 

Ist  dagegen  Cy  =  Dö  =  ^X^  so  kann  keine  vollständige  Vernichtung 
eintreten ,  sondern  die  Strahlen,  werden  sich  zu  einem  resultirenden  ver- 
einigen, dessen  Amplitude  und  Intensität  wir  zum  Ausgangspunkt  der  Ver- 
ebung  wählen  wollen.  Bei  Cy  =  D8==^X  wird  von  jedem  Streifchen  nur 
das  letzte  Drittheil  wirksam  bleiben,  dessen  Endstrahlen  um  eine  halbe 
Wellenlänge  differiren;  die  resultirende  Amplitude  wird  daher  für  jedes 

Streifchen  nur —   von    der  vorigen    sein,  und  da  alle  Streifchen   unter 

sich  in  vollkommener  Uebereinstimmung  sind,  so  beträgt  auch  für  das 

ganze  Parallelogramm  die  Amplitude  — ,  die  Intensität  sonach  — ^  von  der 

3  o 

vorigen.  Enthält  ferner*Cy  5,  7^,  ...  (Sni  +  O  halbe  Wellenlängen ,  so 
werden,  wie  man  durch  dieselbe  Betrachtungsweise  leicht  findet,  die  resul- 
tirenden Amplituden  der  Reihe  nach  — ,  — ,  — , ,  und  die  zu- 

gehörigen  Intensitäten— ,   -^,  ■::;,••.  7 : — r^  betragen.  Wir  können  diese 

5'     7'     9*  (2ffi  +  l)' 

Intensitäten  mit  Schwerd  „Maximaauf  der  Hauptaxe^*  nennen*}. 
Die  entsprechenden  Punkte  des  Grundrisses,  welche  offenbar  die  Strecken 
zwischen  den  dunkeln  Punkten  der  Hauptaxe  halbiren,  sind  inTaf.I,  Fig.  4  a 
mit  3\  5',  Y  . . ,  bezeichnet.  Der  zwischen  0  und  dem  erste  Minimum  in  der 
Mitte  liegende  Punkt  l'  kann  nicht  einmal  genähert  als  ein  Maximum  be- 
trachtet werden;  das  ihm  entsprechende  Maximum  liegt  in  0  selbst. 


Sei  endlich  allgemein  Cy=2>d=fm+  — J;L  (Fig.  5),  wo  m  eine  ganze, 

—  eine  echt  gebrochene  Zahl  bezeichnet,  so  ziehe  man,  nachdem  auf  Cy 
m  Wellenlängen  bis  e  abgetragen  sind,  sii  parallel  Ay  und  i^f  parallel  AB^ 


*)  Diese  sogenannten  Maxima  sind  nicht  die  wirklichen;  diese  liegen  etwas 
▼or  jenen  gegen  die  Mitte  des  Bildes  zu,  nähern  sich  ihnen  aber  um  so  mehr,  je 
weiter  man  anf  der  Hauptaxe  hinausgeht. 
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so  vernichten  sich  d^e  vom  Parallelogramm  CDrji  ausgehenden  Strahlen 
und  es  bleibt  nur  die  Wirkung  des  schmalen  Parallelogramms  ABri^  übrig, 
für  welches  der  Gangunterschied  der  von  A  und   ff  ausgehenden  Eck- 

strahlen  —  l  beträgt   Es  verhält  sich  aber 

Afi :  AC=ye  :  Cy 
oder 


Also  ist 


Afi:b  =  ^X:(m+^\x. 


^12=—^  .b 
mg+p 


und  der  Flächeninhalt  des  wirksamen  Theiles  AB^il  verhält  sich  zu  dem 

des  ganzen  Parallelogramms  AB  CD  wie  — - —  zu  1.     Das  von  ABvt 

mq+p  '** 

ausgehende  Strahlenbündel  ist  aber  ähnlich  mit  dem  Strahlenbündel,  das 

mit  dem  Gangunterschiede  Cy=DS==  —  X  von  dem  ganzen  Parallelogramm 

ausgeht;  denn  würde  die  Oeffnung  parallel  AC  in  Streifchen  zerlegt^  so 
wären  die  Strahlenbündel  der  einzelnen  Streifchen  von  ABri^  unter  dieser 
Voraussetzung  ähnlich  denjenigen  von  AB  CD,    Die  bei  dem  Gangunter* 

schied  Cy=i?i=(mH \x  resultirendQ  Amplitude  beträgt  daher  — - — , 

die  Intensität  i — ÄTj    ^^^  derjenigen,  welche  bei  dem  Gangunterschied 

Cy  =  D5  =  —  iL  statthaben  würde,  oder  es  ist,  wenn  wir  die  oben  einge- 
führte Bezeichnung  auch  hier  gebrauchen ,  vom  Vorzeichen  abgesehen : 

4(»+f)']=^-(f  0- 

Wären  sonach  die  Intensitäten  aller  zwischen  0  und  dem  ersten  Mini- 
mum gelegenen  Putikte  bekannt^  so  könnte  man  auch  die  Intensitäten  für 
alle  übrigen  Punkte  der  Hauptaxe  sofort  angeben.  Ja,  durch  eine  Be- 
trachtung, welche  sich  von  der  in  §.  2  für  ein  Streifchen  durchgeführten  in 
nichts  unterscheidet,  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  hierzu  nur  die  Keuntniss 
der  zwischen  0  und  T  enthaltenen  Intensitäten  nöthig  ist. 

Für  die  zweite  Hauptaxe  FV  würde  man  durch  dieselbe  Betrach- 
tungsweise offenbar  ganz  die  nämliche  Reihe  von  Intensitäten  finden. 

7.     Intensität   in  einem   beliebigen   Funkte    des  Bildes.      Es  sei 

ganz  allgemein  (Fig.  6)  Cy  =:ltn+  —\k  und  Bß=^(n+—\Xi  wo  wie- 
der  m  und  n  ganze  Zahlen,  —  und  —  echte  Brüche  bedeuten,  so  trage  man 
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auf  Cy  m,  auf  Bß  aber  n  ganze  Wellenlängen  von  C  und  B  aus  ab,  und 
ziehe  durch  die  letzten  Theilpunkte  «  und  0  resp.  Bri  und  %i  parallel  mit  ^y 
and  Aßj  sodann  lyf  parallel  AB  und  ix  parallel  AC,  so  vernichten  sich  die 
Strahlen  des  Parallelogramms  CDvit  und  ebenso  diejenigen  des  Parallelo- 
gramms BiY.^  aus  bekannten  Gründen,  und  es  bleibt  nur  übrig  die  Wir- 
kang  des  kleinen  Parallelogramms  ^i?*x,   dessen  Eckstrahlen  in  iy  und  i 

resp.  um  —k  und  —  A  gegen  den  Eckstrabi  in  A  zurück  sind.     Das  von 

^  q  8 

Ariix.  ausgehende  Strahlenbündel  kann  als  mit  dem  von  dem  ganzen  Paral- 
lelogramm ausgehenden,  für  welches  Cy  =  — X  und  Bß=-X  wäre,  ähnlich 

bezeichnet  werden;  denn  man  kann  beide  Bündel  in  eine  gleiche  Zahl  der 

p         , 
Reihe  nach  ähnlicher  Elementarbündel  zerlegen.     Da  nun  Ari=^  .  o 

und  ^1= — - a  ist,   so  verhält  sich   der  Flächeninhalt  des  Parallelo- 

ns  +  r 

gramms  Atiin  zu  dem  des  ganzen  wie  — — -  •  — -j—  zu  1,  die  von  jenem 

erzeugte  Amplitude  ist  aUo  — ^— ; —  von  derjenigen,  welche  statt- 

*  ^  mq+p    ns  +  r 

finden  würde,  wenn  — k  und  —X  die  Verzögerungen  der  Eckstrahlen  in  C 

und  B  für  das  ganze  Parallelogramm  wären. 

Sei  daher  (Taf.  I,  Fig.  2)  Cy^  —  X^  Bß=zLx^  so  zerlege  man  das 

q  s 

Parallelogramm  AB  CD  in  Streifchen  parallel  AC\  für  jedes  derselben  ist 
der  Gangunterschied  der  Endstrahlen  —  A,  also  die  resultirende  Amplitude 

6.^[  — Jl),  wenn  die  charakteristische  Amplitude  für  den  Gangunterschied 

—  X  gleich  V4  \  —  k\   und  die  Amplitude  jedes  Elementarstrahls  gleich  1 

gesetzt  wird.  Jeder  resultirende  Strahl  hat  gegenüber  dem  Eckstrahl  in  A 
denselben  Gangunterschied,  wie  der  von  der  Mitte  de's  entsprechenden 
Streifchens  ausgehende  Elementarstrahl;  die  resultirenden  Strahlen  in 
ihrer  Gesammtheit  bilden  daher  wieder  ein  Streifchen,  dessen  Lage  hin- 
sichtlich seiner  Gangunterschiede  durch  die  Mittellinie  EF  des  Parallelo- 
gramms angegeben  wird.    Der  Gangunterschied  seiner  Endstrahlen  Eb  und 

*  f 
Fq>  beträgt  offenbar  —  ;L;  die  Amplitude  des  resultirenden  Strahles  (welcher 

den  nämlichen  Gangunterschied  gegenüber  A  hat,  wie  der  von  der  Mitte  M 

ausgehende  Elementarstrahl),  wäre  daher  a,Al  —  X\  wenn  die  Amplitude 
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jedes  einzelnen  Strahles  im  Streifchen  EF  gleich  1  wäre;  da  dieselbe  aber 
h,  aI — 1\  ist,  so  hat  man  als  Amplitude  der  Gesammtresultante 

Vernachlässigt  man  den  für  alle  Bildpunkte  constanten  Factor  a&,  so 
ist  also  die  für  Cy=f»i-| j  X  und  Bß  =  {n  +  ^\x  resultirende  Am- 
plitude 

Nun  haben  wir  oben  gezeigt ,  dass 

™-iV.-^(F0-4("+f)']. 

also  auch 

ist.    Wir  erhalten  demnach  als  resultirende  Amplitude 


und  als  resultirende  Intensität 


Alle  Strahlenbündel,  für  welche  (7y  =  f  m  +  — j  l  ist,  haben  ihre  Ver- 
einigungspunkte in  einem  Parallelkreise,  welcher  sich  in  einer  Geraden 
parallel  YY'  projicirt;  ebenso  entspricht  den  Strahlenbündeln,  für  welche 

5^=(w-| — \  l  ist,  im  Grundriss  eine  zu  XX'  parallele  Gerade.  Der 
Durchschnittspunkt  P  dieser  beiden  Geraden  ist  die  Projection  des  Bild- 
punktes,  für  welchen  Cy  =  (m-| \x  und  5j5  =  [« +— |  iL  *zu  gleicher 

Zeit  gilt.  In  den  Punkten ,  in  welchen  die  beiden  Geraden  den  Hauptaxen 
XX*  und  JTJ^' begegnen  (wir  nennen  sie  die  zuPcoordinirten  Punkte), 
finden  aber  nach  §.  6  die  Intensitäten 

{4K  ?)']!' «-K("+7)']i' 

Statt.  Wir  sehen  also,  dass  die  Intensität  in  irgend  einem  Punkte 
des  Bildes  gleich  ist  dem  Producte  der  Intensitäten,  welche 
in  denihmcoordinirten  Punkten  aufden  Hauptaxen  herrschen. 
So  ist  namentlich  die  Intensität  in  den  Punkten,  welche  den  Gang- 
unterschieden Cy  =  — ~—  l  und  J5j3=:  — ^ k  entsprechen,  ausgedrückt 
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durch  7 ; — r^  •  -p. ; — --,  wcDn  die  Intensität  der  in  Fig.  4  a  mit  l'  und  l" 

(2m  +  l)*    (2;t  +  l)«'  ^ 

bezeichneten  Stellen  gleich  t  angenommen  wird.  Diese  Punkte  liegen  in 
der  Mitte  der  Winkelspectra  und  sind  iu  der  Figur  mit  den  Nennern  ihrer 
Intensitätsaufidrttcke  bezeichnet.  Wir  können  diese  Intensitäten  in  dem 
nämlichen  Sinne,  wie  oben^  Maxima  nennen.  —  Aus  den  obigen  Betrach- 
tungen ergiebt  sich  noch  wie  von  selbst  der  Satz,  dass  der  resulti- 
rende  Strahl  sich  stets  in  demselben  Schwingungszustande 
befindet,  wie  der  vom  Kreuzungspunkte  der  Diagonalen 
ausgehende  Elementarstrahl.    (Vergl.  §.11.) 

8.  Ber  schmale  Spalt.  Lässt  man  die  eine  Seite  a  des  Parallelogramms 
immer  grösser  werden,  während  die  andere  b  unverändert  bleibt,  so  rücken 
die  zu  a  senkrechten,  mit  XX'  parallelen  dunkeln  Linien  immer  näher  zu- 
sammen, während  die  zu  YY'  parallelen  ihre  Lage  unverändert  beibehal- 
ten. Ist  a  endlich  im  Verhältniss  ^ur  Wellenlänge  so  ausserordentlich  gross 
geworden,  dass  seine  Projection  auf  eine  beliebige  Strahlenrichtung,  selbst 
wenn  diese  mit  a  einen  Winkel  von  nahe  90°  bilden  sollte ,  eine  sehr  grosse 
Anzahl  ganzer  Wellenlängen  enthält,  so  wird  für  jede  solche  Strahlenrich- 
tung von  der  ganzen  Oeffnung  nur  ein  sehr  kleiner  Theil  wirksam  bleiben. 
Die  Intensität  wird  daher  in  allen  Punkten  des  Bildes  verschwindend  klein 
ausfallen,  mit  Ausnahme  von  denjenigen,  deren  Strahlenbündel  zur  Seite 
a  senkrecht  stehen,  welche  also  in  der  Hauptaxe  XX'  projicirt  sind.  Die 
durch  einen  schmalen  Spalt  hervorgebrachte  Beugungserscheinung  wird 
daher  ans  einer  einzigen,  durch  0  gehenden  und  zu  den  Spalträndern  sdik- 
rechten  hellen  Linie  bestehen,  welche  in  gleichen  Abständen  von  dunkeln 
Stellen  unterbrochen  ist  und  im  Uebrigen  die  nämlichen  Intensitätsverhält- 
nisse  aufweist,  wie  die  Hauptaxe  bei  einem  gleichbreiten  Parallelogramm. 

Bei  dem  Versuch  mit  der  Spaltöffnung  wählt  man  als  Lichtquelle  in 
der  Regel  nicht  einen  Lichtpunkt ,  sondern  eine  zu  den  Spalträndem  pa- 
rallele Lichtlinie.  Die  Lichtstrahlen,  welche  von  den  einzelnen  Punkten 
der  Liehtlinie  ausgehen ,  interferiren  unter  sich  nicht  (sie  sind  „  incohä- 
rent'*);  jeder  dieser  Lichtpunkte  liefert  alsdann  eine  solche  durch  sein  Bild 
0  gehende,  zu  den  Spalträndern  senkrechte  helle  Linie;  alle  diese  Licht- 
linien fügen  sich  mit  ihren  Punkten  gleicher  Intensität  stetig  zu  dem  Beu- 
gungsbilde zusammen;  die  dunkeln  Punkte  geben  dunkle  zu  den  Spalträn- 
dern parallele  Streifen,  welche  das  Beugungsbild  in  einzelne  Spectra  zer- 
fallen, von  denen  das  mittlere  doppelt  so  breit  ist,  als  die  Seitenspectra, 
und  deren  Höhe  der  scheinbaren  Höhe  der  Lichtlinie  gleichkommt. 

Die  erwähnten  dunkeln  Streifen  werden  offenbar  von  jenen  Strahlen- 
bündeln hervorgebracht^  deren  Randstrahlenunterschied  eine  ganze  Anzahl 
von  Wellenlängen  beträgt^  für  welche  also  b  sin^ip^mX  ist,  wenn  mit  t^  der 
Beugungswinkel  und  mit  b  die  senkreeht  zu  den  Rändern  gemessene  Breite 
des  Spaltes  bezeichnet  wird.  ^ 
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9.  Von  Parallelcnrven  begrenzte  Spalte.  Ist  die  beugende  Oeffnnng 
ein  Spalt  mit  geradlinigen  parallelen  Rändern,  dessen  obere  Begrenzungs- 
curve  mit  der  nntern  congruent  und  parallel  ist  (Fig.  7),  so  dass,  wenn  EF 
parallel  zum  Rande  A  B  gezogen  wird,  die  Tangente  in  E  parallel  läuft  zur 
Tangente  in  F,  so  lässt  sich  der  Spalt  parallel  AB  m  schmale  oder  gleich- 
lange Parallelogramme  zerlegen.  Die  Wirkung  eines  jeden  dieser  Streif- 
chen yerschwindet,  sobald  die  Projection  der  Randlänge  AB  (welche  hier 
nicht  als  unendlich  gross  im  Vergleich  zur  Wellenlänge  angenommen  wird) 
auf  die  Richtung  der  gebeugten  Strahlen  eine  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
beträgt;  man  sieht  hieraus  sogleich,  dass  der  Grundriss  des  Beu- 
gungsbildes, von  welcher  Natur  übrigens  die  Begrenzungs- 
curven  sein  mögen,  von  dunkeln  Streifen  senkrecht  zum 
Spaltrande  durchschnitten  wird,  welche  um  so  enger  zusammen- 
rücken, je  grösser  die  Randlänge  wird.  Es  sind  dies  genau  dieselben  Strei- 
fen, welche  ein  Parallelogramm  von  gleicher  Randlänge  senkrecht  zu  dieser 
hervorbringen  würde. 

Ferner  findet  auf  der  durch  0  senkrecht  zum  Rande  gezogenen  Haupt- 
axe  dieselbe  Intensitätsvertheilung  statt,  welche  ein  Parallelogramm  von 
gleicher  Breite  und  Randlänge  daselbst  erzeugen  würde;  denn  die  Streif- 
chen, in  welche  man  die  Oeffnung  parallel  AB  zerlegen  kann,  sind  der 
Reile  nach  identisch  mit  denen  des  Parallelogramms,  und  ihre  resultirenden 
Strahlen  haben  unter  sich  die  nämlichen  Gangunterschiede  wie  dort. 

Ehe  wir  zur  Untersuchung  des  Beugnngsbildes  einer  dreieckigen  Oeff- 
nnng übergehen,  sei  es  gestattet,  in  den  beiden  folgenden  Paragraphen 
noch  einige  allgemeinere  Betrachtungen  hier  anzuschliessen. 

10.  Oeffanngen,  deren  Ordinaten  sich  ftLr  dieselben  Abscissen  nur 
durch  einen  oonstanten  Factor  unterscheiden.  Denken  wir  uns  eine  ganz 
beliebig  begrenzte  Oeffnnng  und  den  Grundriss  ihres  Beugungsbildes  auf 
ein  und  dasselbe  durch  0  gelegte  rechtwinklige  Coordinatensystem  be- 
zogen, und  zerlegen  wir  dieselbe  parallel  der  (willkürlich  zu  wählenden) 
Ordinatenaxe  in  Streifchen  von  gleicher  Breite,  so  können  wir  jedes  der- 
selben als  ein  schmales  Rechteck  betrachten.  Eine  ganz  beliebige  Rich- 
tung der  gebeugten  Strahlen  denken  wir  uns  angegeben  durch  die  gemein- 
schaftliche Erzeugende  zweier  gerader  Kegel,  deren  gemeinsame  Spitze  in 
0  liegt,  und  von  denen  der  eine  die  Abscissen-,  der  andere  die  Ordinaten- 
axe  zur  Axe  hat.  Die  Projectionen  der  beiden  Kreise,  welche  von  diesen 
Kegeln  auf  der  halbkugeligen  Bildfläche  angegeben  werden,  sind  Gerade, 
welche  resp.  senkrecht  zur  Abscissen  und  Ordinatenaxe  stehen  und  deren 
Durchschnitt  der  dem  betrachteten  Strahlenbändel  entsprechende  Punkt  des 
Grundrisses  ist.  Jetzt  werde  die  Länge  eines  der  obigen  Rechteckchen 
dadurch  geändert,  dass  man  sie  mit  der  Zahl  k  multiplicirt,  während  die 
Breite  ungeändert  bleibt.  Damit  das  Strahlenbündel,  welches  von  dem 
neuen  Rechteckchen  ausgeht,  mit  dem  früheren  ähnlich  bleibe,  muss  sich 
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dieOeffnung  des  zweiten  Kegels  ändern  (und  zwar  kleiner  oder  grösser  wer- 
den, je  nachdem  k  grösser  oder  kleiner  als  1  ist),  während  de.r  erste  Kegel 
derselbe  bleibt.  In  Fig.  3  sei  OA  die  Ordinatenaxe,  FOA  die  durch  sie 
senkrecht  zur  Grundrissebene  gelegte  Ebene,  und  FO=if  die  in  letzterer 
enthaltene  Erzeugende  des  zweiten  Kegels;  ist  nun  für  das  ursprüngliche 
Rechteckchen  Oa  =  y  dessen  Länge  und  0E=^  T  die  Ordinate  des  Bild- 
pnnktes,  sind  ferner  Oa=sky  nnd  OE^=T'  die  entsprechenden- Grössen  für 
das  veränderte  Hechteckchen ,  so  .muss,  wenn  die  Strahlenbündel  einander 
ähnlich  sein  sollen,  in  beiden  Fällen  Oa  den  nämlichen  Werth  fti  haben, 
and  es  ergiebt  sich 

y 

und 


Folglich  ist 


ky' 


^=f 


Verfährt  man  somit  allen  Rechteckchen ,  d.  h.  multiplicirt  man 
sämmtliche  Ordinaten  der  Oeffnung  mit  dem  nämlichen  Fac- 
tor Ar,  so  sieht  man,  dass  die  einzelnen  elementa^ren  Strahlenbündel  den 
früheren  der  Reihe  nach  ähnlich  bleiben ,  wenn  man  nur  den  Abstand  der 
ZOT  Abscissenaxe  parallelen  Geraden,  welche  die  Projection  der  Grund- 
fläche des  zweiten  Kegels  ist,  in  demselben  Verhältniss  kleiner  oder  grös- 
ser macht,  in  welchem  man  die  Ordinaten  der  Begrenzungscurve  vergrös- 
sert  oder  verkleinert  hat.  Der  neue  Bildpunkt,  den  man  so  erhält,  hat  die 
nämliche  Intensität  wie  der  frühere,  abgesehen  von  einem  constanten  Fac- 
tor iEr*,  welcher  durch  die  Aendernng  des  Flächeninhalts  der  Oeffnung  (der- 
selbe ist  das  Ar- fache  des  vorigen)  bedingt  ist.  Aendert  man  also  eine 
Oeffnnng  derart,  dass  man  ihre  Ordinaten  alle  mit  der  näm- 
lichen Zahl  k  multiplicirt,  so  erhält  man  das  neue  Beugungs- 
bild, indem  man  die  Ordinaten  des  früheren  durch  dieselbe 
Constante/rdividirt.  Die  Linien  gleicher  Intensität  des  ursprünglichen 
Bildes  verwandeln  sich  also  durch  diese  Behandlung  in  die  Linien  gleicher 
Intensität  im  Bilde  der  geänderten  Oeffnung. 

Für  eine  kreisförmige  Oeffnung  istklar,  dass  die  Punkte  gleicher 
Intensität,  also  namentlich  auch  die  völlig  dunkeln,  sich  in  Kreislinien  um 
0  als  Mittelpunkt  gruppiren  werden.  Lässt  man  nun  die  kreisförmige 
Oeffnung  in  eine  elliptische  übergehen,  deren  grosse  Axe  in  die  Ordi- 
natenaxe  fällt,  indem  man  jede  Ordinate  mit  ki^  l)  multiplicirt,  so  wird 
jeder  Kreis  im  Beugungsbilde,  indem  man  seine  Ordinaten  durch  k  djvi- 
dirt,  in  eine  Ellipse  verwandelt,  deren  grosse  Axe  in  die  Abscissenaxe  zu 
liegen  kommt.  EineEUipse  liefert  demnach,  als  beugende  Oeff- 
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nung  gebraucht,  elliptische  Binge,  welche   mit  ihr  ähnlich, 
aber  um  90®  gegen  sie  gedreht  sind. 

Multiplicirt  man  sowohl  die  Abscissen  als  die  Ordinaten  einer  Oeff- 
nnng  mit  einem  und  demselben  Factor  Ar,  so  muss  man  gleichzeitig  die 
Abscissen  und  Ordinaten  des  Beugungsbildes  durch  k  dividiren.  Die  neue 
OeffnuDg  ebenso  wie  ihr  Beugungsbild  bleiben  alsdann  den  ursprünglichen 
ähnlich ,  nur  sind  die  Dimensionen  des  letzteren  in  demselben  Verhältniss 
kleiner  geworden,  in  dem  man  die  der  ersteren  vergrössert  hat,  und  umge- 
kehrt. Wollte  man  daher ,  um  an  Lichtstärke  zu  gewinnen,  immer  grössere 
und  grössere  Oeffnungen  anwenden,  so  würde  man  bald  eine  Grenze  errei- 
chen ,  für  welche  das  Beugungsbild  nicht  mehr  deutlich  gesehen  wird ,  weil 
seine  hellen  und  dunkeln  Linien  sich  zu  enge  zusammendrängen.  Der 
Hauptvortheil  der  Fernrohrbeobachtung  vor  der  mit  blossem  Auge  beruht 
gerade  darauf,  dass  man  bei  gleicher  Deutlichkeit  des  Bildes  grössere  Oeff- 
nungen anwenden  und  dadurch  eine  (im  Verhältniss  der  Quadrate  der 
Flächeninhalte)  grössere  Lichtstärke  erzielen  kann. 

U.  Oeffhnngen  mit  Mittelpunkt  nnd  (mindestens)  einem  Paar  conju- 
girter  DnrohmeMer.  Betrachten  wir  jetzt  eine  Oeffnung,  deren  Contur 
einen  Mittelpunkt  besitzt,  d.  h.  einen  Punkt,  in  welchem  alle  durch  ihn 
gezogenen  Sehnen  halbirt  werden.  Legen  wir  durch  diesen  zwei  conju- 
girte  Durchmesser  (deren  jeder  die  mit  dem  anderen  parallelen  Sehnen 
halbirt)  und  zerlegen  wir  die  Oeffnung  parallel  mit  dem  einen  in  lauter 
gleichbreite  Streifchen,  welche  wir  als  schmale  Parallelogramme  betrachten 
können.'  Zwei  dieser  Streifchen,  welche  beiderseits  gleichweit  vom  Mittel- 
punkt abstehen ,  sind  von  gleicher  Länge  und  senden ,  welches  auch  die 
Richtung  der  gebeugten  Strahlen  sein  mag,  ähnliche  Strahlenbündel  aus; 
sie  geben  daher,  jedes  für  sich,  Kesultanten  von  gleicher  Amplitude,  welche 
den  nämlichen  Gangunterschied  gegenüber  einem  beliebig  gewählten  Strahle 
besitzen,  wie  die  von  den  Mitten  der  Streifchen  ausgehenden  Elementar- 
strahlen. Diese  beiden  Resultanten,  wiederum  mit  einander  vereinigt,  lie- 
fern einen  Strahl,  welcher  denselben  Gangunterschied  hat,  wie  der  durch 
den  Mittelpunkt  der  Oeffnung  gehende  Elementarstrahl.  So  lassen  sich 
die  Wirkungen  aller  Streifchen,  indem  man  sie  je  zwei  und  zwei  zusammen- 
fasst,  ersetzen  durch  die  Wirkung  von  durch  den  Mittelpunkt  der  Oeffnung 
gehenden  Strahlen ,  welche  zwar  unter  sich  verschiedene  Amplituden,  aber 
alle  denselben  Gangunterschied  haben.  Der  resultirende  Strahl 
einer  mit  einem  Mittelpunkt  begabten  Oeffnung  befindet  sich 
also  stets  in  demselben  Schwingungszustand,  wie  der  durch 
den  Mittelpunkt  gehende  Elementarstrahl. 

Dieser  Satz  findet  Anwendung  auf  das  Parallelogramm  (s.  §.  7) ,  in- 
dem man  dessen  Diagonalen  oder  dessen  Mittellinien  als  conjugirte  Durch- 
messer betrachten  kann ;  ebenso  auf  jedes  regelmässige  Vieleck  von  gera- 
der Seitenzahl;  ferner  auf  den  Kreis,  die  Ellipse  etc. 
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13.  Dreieckige  Oeffiinng.  Wir  legen  darch  den  Eckpunkt  Ä  (Fig.  8) 
des  Dreiecks,  welcher  einer  beliebigen  Normalebene  der  gebeugten  Strah- 
len am  nächsten  liegt,  zu  diesen  eine  Ebene  senkrecht;  Bß  und  Cy^  die 
Entfernungen  der  beiden  anderen  Eckpunkte  von  dieser  Ebene,  oder,  was 
dasselbe  ist,  die  Projectionen  der  Dreiecksseiten  AC=^c  und  AB=sb  auf 
die  Richtung  der  gebeugten  Strahlen ,  sind  alsdann  die  Gangunterschiede 
der  Eckstrahlen  in  B  und  C  gegenüber  dem  Eckstrahl  in  A,  , 

Sei  nun  beispielsweise  ^j9  gleich  einer,  Cy  gleich  £wei  ganzen  Wellen- 
längen, und  man  zieht  von  B  aus  die  Gerade  BI>  nach  dem  Hai birungsp unkt 
der  Gegenseite,  so  werden  alle  von  dem  Streifen  ^  Dausgehende  Strahlen  un- 
ter sich  in  gleichem  Schwingungszustand ,  und  zwar  hinter  dem  Strahl  A  Ä 
um  eine  Wellenlänge  zurück,  dagegen  dem  Strahl  Cy  um  eben  so  viel  voraus 
sein.  Ueberhaupt  wird  jeder  mit  BD  parallele  Streifen  Strahlen  aussen- 
den, welche  unter  sich  in  gleichen  Schwiugungszuständen  sind.  Zwei 
solche  Streifen,  welche  die  Grundlinie  AC  in  zwei  um  AI)^=^\AC  entfern- 
ten Punkten  treffen,  sind  um  eine  ganze  Wellenlänge  in  ihrem  Gange  ver- 
schieden; zwei  Streifen  aber,  welche  wm  \AC  von  einander  abstehen, 
differiren  unter  sich  um  eine  halbe  Wellenlänge.  Zieht  man  daher  durch 
einen  beliebigen  Punkt  (a  Fig.  9)  der  Seite  AC^  der  um  weniger  9X%\AC 
von  ^absteht,  eine  Parallele  zu  BD^  ebenso  durch  die  Punkte  (6,  c,  rf), 
welche  resp.  um  \aC,  \AC^  \AC  von  a  abstehen,  so  sind  die  Streifen  ad 
und  cc,  ebenso  hb'  und  da  unter  sich  in  vollkommener  Uebereinstim- 
mnng,  da  ihr  Gangunterscbied  eine  ganze  Wellenlänge  beträgt;  hingegen 
stehen  ad  und  cc  mit  hV  und  dd'  in  directem  Gegensatz,  da  zwischen 
ihnen  ein  Gangunterschied  von  einer  halben  Wellenlänge  herrscht.  Da 
nan,  wie  sich  aus  dem  blosen  Anblick  der  Figur  ergiebt,  die  Summe  der 
Streifen  ad  und  cc  gleich  ist  der  Summe  der  Streifen  hh'  und  dd\  so  ver- 
nichten sich  ihre  Strahlen  gegenseitig.  Da  sich  aber  zu  jedem  beliebigen 
Streifen  auf  diese  Weise  noch  drei  hinzufinden  lassen ,  welche  mit  ihm  die 
Lichtstärke  Null  geben,  so  vernichten  sich  alle  von  der  dreieckigen  Oeff- 
nnng  kommenden  Strahlen ,  sobald  die  Projection  der  einen  Seite  auf  die 
Strahlenrichtung  eine,  die  der  zweiten  Seite  zwei^^ie  der  dritten  demnach 
ebenfalls  eine  ganze  Wollenlänge  beträgt. 

Allgemein  lässt  sich  behaupten,  dass  die  Wirkung  des  gebeugten 
Bündels  Null  ist,  sobald  die  Projectionen  zweier  Dreiecksseiten  auf  die 
Strahlenrichtung  zwei  verschiedenen  Zahlen  ganzer  Wellenlängen 
gleich  sind  (nothwendig  ist  dann  auch  die  Projection  der  dritten  Seite  auf 
dieselbe  Richtung  gleich  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen).  Sei,  um 
diese  Behauptung  zu  erhärten,  Bß=:mX^  Cy  =  (tn+n)l,  so  theile  man  AC 
in  m  +  n  gleiche  Theile,  ziehe  durch  den  m*«"  Theilpunkt  (^,  von  A  aus  - 
gerechnet,  BM^  so  wird  jeder  mit  BM  parallele  Streifen  Strahlen  liefern, 
welche  unter  sich  in  gleichem  Schwingungszustande  sind ;  je  zwei  Streifen, 
welche  durch  zwei  benachbarte  Theilpunkte  gehen ,  werden  unter  sich  um 

Zciuchrift  f  Mallieiualik  u.  Physik,  XlV,  1.  j£S^^    '-  "NT^^  . 
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eine  ganze  Wellenlänge  im  Gange  verschieden  sein,  und  dasselbe  wird 

AC 
überbaupt  gelten  für  je  zwei  solche/ welche  um      r~>   auf  AC  gemessen, 

von  einander  abstehen.    Zwei  Streifen  dagegen,  welche  auf  AC  das  Stück 

AC 
— ; — : — r  zwischen  sich  fassen,  differiren  unter  sich  um  eine  halbe  Wellen- 
2  (w  +  «)  ' 

AC 
länee.  Zieht  man  nun  durch  einen  Punkt  a,  welcher  um  weniger  als  -7 — :— < 
^  '  ^  2(m+w) 

AC 
von  A  absteht,  und  durch  alle  Punkte  6,  c,  d, . . .,  die  von  a  um  —z — - — ^, 

2(m  +  7i) 

AC  AC 

2  .  — ? — : — r  ,   3  •  —7 — : — r  u.  s.  f.  entfernt  sind,  Streifen  parallel  BM^  so 
2(m  +  n)  2(m.+  «)  *^ 

treffen  auf  AM2my  auf  MC2n  solcher  Streifen.  Unter  diesen  sind  die 
Streifen  aa\  cc\  . . .  unter  sich,  ebenso  bb\  dd'y  ..  .  unter  sich  in  Ueber- 
einstimmung,  die  erste  Gruppe  befindet  sich  aber  zur  zweiten  in  vollem 
Gegensatz.  Bezeichnet  man  die  Länge  des  ersten  Streifens  mit  o:,  die 
des  letzten  oder  2(m+«)^®"  mit  y,  und  die  Linie  BM  mit  d,  so  ist  im  Drei- 
eck-4P  üf  jeder  folgende   Streifen  um  —  länger,  im  Dreieck  BMC  aber 

jeder  folgende  um  —  kürzer  als  der  vorhergehende.  Die  verschiedenen 
Streifenlängen  sind  demnach : 

1)  «:.  2)  ^  +  «, 


2m 
3d 

2m  '  "'  ~'  2m 


^     {2m  —  2)d  ,  ^     (2m— l)d  , 


2m  '2m 

^—  +  y,  2m +  2)     ^^ 

2n        ^^'  ^    ^  2« 


2*^  +  0      — WT^  +  y^  2m  +  2)  J     +y, 


2m  +  2«-3)         ^  +  yi  2m  +  2fi-2)         ^  +  ^1 

2m  +  2n— 1)         r-  +  y»  2m  +  2n)  y. 

Addirt  man  jede  dieser  beiden  Gruppen,  so  erhält  man  als  Summe  der 
Streifen  von  ungerader  Ordnungszahl 

/2  +  4  +  ...+  (2m-2)      1+3+...(2.-1)N 

\  2m  ^  2w  J     -r         -r    y 
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und  als  Summe  der  Streifen  von  gerader  Ordnungszahl 

I — ■ = ^ '+     '  -  -  —     '— ^i ^  id  +  mx  +  ny. 

Nun  ist  aber  die  Sumtne  aller  ungeraden  Zahlen  von  1  bi6  2m>-i 
gleich  m*,  und  die  der  geraden  von  2  bis  2m  —  2  gleich  m  (m  —  1);  man  hat 
sonach  als  Summe  der  ungeraden  Streifen 

»1  + w—  1 


2 
und  als  Summe  der  geraden  ebenfalls 

m  +  w  —  1 


d  +  mx  +  ny 


2 

Da  diese  beiden  Summen  einander  gleich,  ihre  Wirkungen  aber  gerade 
•utgegengesetzt  sind,  so  heben  sie  sich  gegenseitig  auf.  Dasselbe  würde  von 
jeder  anderen  derartigen  Streifenreihe  gelten .  Das  gebeugte  Bündel 
wird  also  zerstört,  wenn  jede  der  Proj  ectionen  zweier  Drei- 
eck sseiten  gleich  einer  anderen  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
ist.  Im  Bilde  erscheint  also  überall  da,  wo  ein  solches  Bündel  vereinigt 
wird,  ein  dunkler  Punkt. 

13.  Construction  des  OmndriMes.  Um  im  Grundrisse  die  dunkeln 
Punkte  zu  bestimmen,  ziehe  man  (Fig.  10)  OB  parallel  der  Dreiecksseite 
AC{b)   und  06^  parallel  AB(c)  und  trage  auf  diesen  Linien  von  0  aus 

beiderseits  Stücke  auf,  welche  resp.  gleich  ---  und  —  ,  welche  sich   also 

0  c^  • 

umgekehrt  wie  die  Dreiecksseiten  b  und  c,  oder  direct  wie  die  zugehörigen 
Hohen  h'  und  h''  verhalten.  In  den  Theilpunkten  errichte  man  Senkrechte 
resp. zu  OB  und  OC;  da,  wo  sich  zwei  dieser  Senkrechten,  die  Theilpunkten 
von  ungleicher  Ordnungszahl  entsprechen ,  durchschneiden,  treten  im  Bilde 
dunkle  Punkte  auf.  Diese  Construction  ergiebt  sich  durch  dieselbe  Schluss- 
reihe, welche  oben  beim  Parallelogramm  angewendet  wurde.  Es  wird  da- 
her nicht  nöthig  sein,  dieselbe  hier  zu  wiederholen. 

Eine  andere  bequemere  Construction  ergiebt  sich  durch  folgende  Be- 
trachtung. 

Ist  wie  vorhin  OB  (Fig.  10)  parallel  AC^  00  parallel  AB  gezogen, 
femer  Oß  proportional  (oder  =)  A",  Oy  proportional  (oder  =)  7/  gemacht 
worden,  so  ist  Dreieck  Oßy  ähnlich  dem  gegebenen  Dreiecke  CB,  weil 
Winkel  ßOy=aLA  und  Oß:Oy=ih":h'  =  b:c.  Errichtet  man  nun,  um 
die  beiden  ersten  Geraden  der  obigen  zwei  Liniensysteme  zu  erhalten,  ßö 
senkrecht  zu  OC  und  yi  senkrecht  zu  05,  zieht  ferner  durch  0  XX'  pa- 
rallel/S j  und  7Y'  parallel  yh^  und  verbindet  0  mit  5,  so  ist  Dreieck  sAO 
ahnlich  dem  Dreieck  Oßy  (e  ist  der  Durchschnittspunkt  von  yb  mit  XX')"^ 
denn  Winkel  Oth  ist  gleich  L  ßOy^LA,  weil  ihre  Schenkel  aufeinander 
senkrecht  stehen;  femer  würde  ein  über  Oi  als  Durchmesser  beschriebener 
Kreis  durch  ß  und  y  gehen;  es  ist  daher  L  09y^L0ßy=^LC  «Is  Peri- 

2* 
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pherie Winkel  über  dem  gleichen  Bogen;  Dreieck  böO  ist  daher  ähnlich 
mit  Dreieck  Oßy  und  folglich  aach  mit  dem  gegebenen  ACB^  und  zwar 
verhält  sich  Oö:de:Oe^=a:b:c,  Aus  dieser  Aehnlichkeit  folgt  weiter 
noch,  dass  die  Gerade  Od  oder  ZZ\  welche  die  Durchschnittspunkte  je 
zweier  zu  Theilpunkten  von  gleicher  Ordnungszahl  gehörigen  Senkrechten 
enthält,  senkrecht  steht  zu  der  dritten  Dreiecksseite  a. 

Um  daher  das  Liniennetz,  dessen  Knoten  dunkle  Punkte  sind ,  zu  ent- 
werfen, ziehe  man  -rTA'' senkrecht  zur  Seite  c  der  dreieckigen  Oeffnung, 
rV  senkrecht  zu  ft,  trage  auf  ersterer  Linie  gleiche  Stücke  proportional 
<?,  auf  letzterer  Stücke  proportional  b  auf,  und  ziehe  durch  die  Theilpnnkte 
Parallele  resp.  zu  FF'  und  XX'\  die  dritte  zur  Seite  a  durch  0  gelegte 
Senkrechte  ZZ'  geht  dann  durch  alle  jene  Schnittpunkte,  welche  keine 
Nullpunkte  sind  (ebenso  wenig  wie  die  auf  XX'  und  YY'  selbst  gelegenen 
Theilpunkte)  und  wird  durch  sie  in  Stücke  abgetheilt,  die  proportional  a 
sind.  Man  hätte  statt  XX'  oder  FF'  ebenso  gut  ZZ'  der  Construction  zu 
Orunde  legen  können;  die  durch  die  Theilpunkte  von  XX'  oder  YY'  mit 
ihr  parallel  gelegten  Geraden  gehen  nothwendig  durch  die  nämlichen  vor- 
hin schon  erhaltenen  Knotenpunkte,  lieber  den  Grundriss  ist  also  ein  aus 
dreiSchaaren  paralleler  Geraden  gebildetes  Netz  ausgebreitet,  welche  resp. 
zu  den  Seiten  der  dreieckigen  Oeffnung  senkrecht  stehen  und  sich  je  drei 
in  den  nämlichen  Punkten  durchkreuzen;  sie  zerschneiden  den  Grundriss 
in  congruente  Drßiecke,  welche  mit  der  Oeffnung  ähnlich,  aber  nach  der 
einfin  oder  andern  Seite  hin  um  00^  gegen  sie  gedreht  sind.  Alle  Knoten- 
punkte sind  Nullpunkte,  mit  Ausnahme  derjenigen,  welche  auf  den  drei 
durch  die  Bildmitte  gehenden  Geraden  XX\  FF',  ZZ  liegen.  Wir  wollen 
diese  drei  Geraden  die  Hanptaxen  des  Bildes  nennen  (Fig.  11). 

14.  Die  Intensität  auf  den  Hanptaxen.  In  einer  Hauptaxe  (z.  B.  ZZ') 
erscheinen  diejenigen  Bildpunkte  projicirt ,  deren  erzeugende  Strahlenbün- 
del senkrecht  zur  entsprechenden  Dreiecksseite  (a)  stehen,  so  dass  die  Pro- 
jectionen  der  beiden  anderen  Seiten  auf  die  Strahlenrichtung  einander 
gleich  werden. 

Sei  demnach  Bß==Cy  (Fig.  8),  so  sendet  jeder  mit  BC  parallele  Strei- 
fen Strahlen  von  gleichem  Schwingungszustande  aus;  ist  nun  zunächst 
Bß=iCy  =  X  und  man  zieht  (Taf.  I,  Fig.  12)  DE  durch  die  Mitte  D  von 
AB  parallel  mit  BC^  ebenso  D F  parallel  AC,  so  vernichten  sich  die  Wir- 
kungen der  Dreieckchen  ADE  und  DBF,  denn  zu  jedem  Streifen  des 
ersten  lässt  sich  ein  anderer  gleichgrosser  im  zweiten  angeben^  der  gegen 
ihn  einen  Gangunterschied  von  \l  hat;  es  bleibt  also  nur  die  Wirkung  dos 
Parallelo^amms  ED  FC  übrig,  dessen  Endstrahlen  längs  CF  gegen  die- 
jenigen längs £/>  um  JA  zurück  sind,  und  welches  dem  Flächeninhalte  nach 
die  Hälfte  des  Dreiecks  ABC  ist. 

Ist  weiter   Bß^sCy^mly   so   theile  man  AC  (Fig.  13)  in  m  gleiche 
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Theile,  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallele  zu  AB  und  BC]  die  Wirkung 
eines  jeden  der  so  entstandenen  Parallelogramme  ist  aus  bekannten  Grün- 
den Null.    Die  noch  übrig  gebliebenen  kleinen  Dreiecke^  deren  jedes   -^ 

tit 

vom  ganzen  ist,  kann  man  ebenso  behandeln  wie  vorher;  es  bleibt  alsdann 
von  jedem  noch  die  Wirkung  eines  kleinen  Parallelogramms  übrig,  weiches 

die  Hälfte  des  entsprechenden  Dreieckchens,  also  — ^  vom  ganzen  Dreieck 

ist  (die  wirksamen  Parallelogramme  sind  in  der  Figur  schraffirt).  Die 
Strahlenbttndel ,  welche  diesen  Parallelogrammchen  zugehören  ^  sind  aber 
ähnlich  mit  dem  Strahlenbündel  des  Parallelogramms  ED  FC  im  vorigen 
Falle  (Fig.  12),  da  ihr  Kandstrahlenunterschied  wie  dort  ^^l  beträgt;  ausser- 
dem ist  jedes  derselben  gegen  das  benachbarte  um  eine  ganze  Wellenlänge 
verschoben,  so  dass  alle  unter  sich  in  vollem  Einklänge  stehen.  Die  aus 
der  Wirkung  aller  resultirende  Amplitude  beträgt  daher,  weil  m  solcher 

Parallelogramme  .vorhanden  sind,  -— -=  oder  — ,  und  die  Intensität  mithin 

2  m  2  tn 

—— :-j,  vorausgesetzt,  dass  Amplitude  und  Intensität  im  vorigen  Falle,  d.h. 
{2  m) 

fSr  m  =>  1 ,  resp.  gleich  ^  und  |  angenommen  werden. 

In  den  Punkten  der  Hauptaxe  also,  welche  den  Gangunterschieden 
^j}  =  Cy  =  il,  2il,  3)1, . . .  mA, . . .  entsprechen,  d.  h.  in  den  bei  der  Con- 
struction  des  Grundrisses  auf  der  Axe  aufgetragenen  Theilpunkten,  ver- 
halten sich  die  Intensitäten  umgekehrt  wie  die  Quadrate  der 
geraden  Zahlen,  also  wie 

I      l      ^  1 

2"    4»'    Q*~''"(2my"" 

In  Fig.  IIa  sind  diese  Punkte  mit  2',  4',  6', . . . ;  2"  4",  6", . . . ;  2'",  4'", 
ö'", . . .  beziffert. 

Sei  nun  weiter  Bß^Cy  =  ^ly  so  behaupte  ich,  dass  die  Wirkung  des 
Dreiecks  ABC  grösser  sei,  als  diejenige  des  gleichgrossen  Parallelogramms 
ÄBFG  (Fig.  14),  dessen  Randstrahlen  m  BF  gegen  die  in  ^G  um  ^A  diffe- 
riren.  Zieht  man  nämlich  durch  die  Mitte  D  von  AB  DE  parallel  BC  und 
DF  parallelere,  sodass  die  Strahlen  des  Streifens  BCum  eine  halbe,  die  von 
DE\xm  eine  Viertel- Wellenlänge  gegen  den  von  A  oder  die  von  ^&  aus- 
gehenden Strahlen  zurück  sind ,  so  erscheint  dio  Resultante  des  Dreiecks 
ABC  zusammengesetzt  ans  den  Resultanten  des  Parallelogramms  AD  FE 
and  der  beiden  kleineren  Dreiecke  DBF  und  BFCy  diejenige  des  Paralle- 
logramms ABFG  aber  aus  der  Resultante  des  nämlichen  kleineren  Paral- 
lelogramms AD  FE  und  den  Resultanten  der  Dreieckchen  DBF  und  EGA, 
Während  aber  die  Wirkung  des  Dreieckchens  DBF  im  ersten  Falle  von 
der  des  Dreieckchens  EFC  durchweg  unterstützt  wird,  wird  dieselbe  im 
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zweiten  Falle  durch  die  Wirkung  des  Dreieckchens  EGÄ  theil weise  auf- 
gehoben, woraus  das  oben  Behauptete  unmittelbar  folgt. 

Hat  man  nun  allgemein  j?j3=  C/  =  (2m  + 1)  — >  &o  theile  man  AC 

JL 

(Fig.  15)  in  2m  +  1  gleiche  Theile,  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallele 
mit  ^i^und  BC^  so  wird  dadurch  das  Dreieck  ^^C  zerlegt:  1)  in  Drei- 
eckchen, deren  jedes  ^ -—-r^  vom  ganzen  Dreieck  ist;  die  Wirkungen  von 

je  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgenden  heben  sich  auf,  weil  zu  jedem 
Streifchen  im  einen  Dreieckchen  ein  gleichgrosses  im  andern  existirt ,  des- 
sen Strahlen  gegen  jene  um  eine  halbe  Wellenlänge  verschoben  sind;  wirk- 
sam bleibt  also  nur  das  letzte  unpaare  Dreieckchen  ahC\  2)  in  Parallelo- 
gramme, deren  Endstrahlenunterschied  abwechselnd  eine  gerade  oder  eine 
ungerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  beträgt;  die  Wirkung  der  ersteren 
ist  Null,  von  jedem  der  letzteren  aber  bleibt  ein  kleines  Parallelogramm 
übrig,  dessen  Endstrahlenunterschied  \k  und  welches  doppelt  so  gross  als 

2 

eines  iener  Dreieckchen,  also  ^ -, — rr  von  ABC  ist.     Solcher  Parallelo- 

(2m +  0* 

grammchen,  deren  Strahlenbündel  übrigens  unter  sich  in  völligem  Einklänge 

sind ,  sind  m  vorhanden.     Also  setzt  sich  die  Gesammtwirkung  zusammen 

aus  der  Wirkung  der  m  Parallelogrammchen,  deren  Oberfläche  t; —       ■,  von 

ABC  beträgt,  uud   aus  der  des   Dreieckchens  ahC  von  der  Oberfläche 

; \ — TT.     Die  Wirkung  des  letzteren  ist  aber  nach  dem  Vorausgehenden 

(2m +  1)* 

grösser,  als  die  des  gleichgrossen  Parallelogramms  o.bfg\  also  ist  die  ge- 
suchte Resultante  grösser  als  die  Wirkung  der  Parallelogrammchen,  deren 
Gesammtoberfläche 

2m  1        __  ^^»  +  1    _       ^ 

(2m  +  l)*"^  (2m  +  1)*"'  (2m  +  l)*"'2m  +  1 

ist.     Die  resultirende  Amplitude  beträgt  aber  für  diese,  wenn  man  wegen 

der  Aehullchkeit  der  Strahlenbündel  dieselbe  Einheit  zu  Grunde  legt,  wie 

— ; — ,  die  Intensität  sonach  7 — r^, 

2m +  1*  (2m +  1)* 

Die  Intensitätsverhältnisse    in  den   Punkten  der   Uauptaxe,   welche  den 

2  m  -|~  1 

Gangunterschieden  J ;i,  |A,  |A, . . . A,  ...  entsprechen  (sie  liegen  mit- 

if 

ten  zwischen  den  Punkten  0,  2',  4',  6',  . . .  etc.  und  sind  in  der  Fig.  \\a  mit 
1',  3';  5', . . .  etc.  beziffert),'  werden  also  durch  Zahlenwerthe  ausgedrückt, 
welche  resp.  grösser  sind  als  die  umgekehrten  Quadrate  der  ungeraden  Zah- 
len, aläo  resp.  grösser  als 

J_      j_       1  1^ 

1*'     3*'     5"  "  •  (27;7+lj»  •  "  • 


oben  für  den  Fall  5/3==  Cy=tnk,  - — — — ,  die  Intensität  sonach  ^ — "TiVf 
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Die  Grösse,  welche  diesen  Zahlen  jedesmal  noch  hinzuzufügen  wäre, 
um  die  genauen  Verhältnisse  zu  erhalten ,  rührt  offenbar  von  der  Wirkung 
des  kleinen  Dreiecks  abC  her,  dessen  Oberfläche  sich  zur  ganzen  wirk- 
samen Fläche  wie  1  zu  2m  +  1  verhält.  Je  grösser  daher  die  Zahl  m  wird, 
desto  mehr  verschwindet  die  Wirkung  des  Dreieckchens  gegenüber  der 
Gesammtwirkung  und  desto  mehr  nähern  sich  die  vorstehenden  Werthe 
den  wahren  Intensitätsverhältnissen*). 

Ueberhaupt  kann  auf  einer  Hauptaxe,  d.h.  wenn  Bß^^Cy  ist,  die  Wir- 
kung der  Strahlen  nie  Null  sein;  denn  sei  allgemein  5j3  =  Cy=|m+~  j  A, 

so  theile  man  CA  (Fig.  16)  in  c  im  Verhältniss  von  m  :  — ,  zerlege  Cc  wie- 

der  in  m  gleiche  Theile  und  ziehe  durch  die  Theilpunkte  Parallele  mit  AB 
und  BC^so  bleibt  l)  die  Wirkung  des  Dreieckchens  Ahc^  dessen  Strahlen 

längs  hc  gegen  den  in  A  um  —X  zurück  sind;  2)  die  Wirkung  vonm  Paralle- 
logrammchen, welche  \X  zum  Randstrahlenunterschied  haben  und  deren 
Strahlenbündel  je  gegen  das  folgende  um  eine  ganze  Wellenlänge  ver- 
schoben sind. 

Angenommen,  die  Normalebene  der  gebeugten  Strahlen  gehe  durch 
eine  Dreiecksseite,  z.  B.  durch  BC  (Fig.  17) ^  so  sind  die  Projectionen  der 
Seiten  AB  und  AC  auf  die  Strahlenrichtung  beide  gleich  Aa^  und  dieser 
Fall  unterscheidet  sich  im  Wesen  nicht  von  dem  eben  behandelten  Bß^=Cy. 
Wenn  das  bisher  Gesagte  zunächst  nur  für  die  Hälfte  OX  der  Hauptaxe 
galt,  so  bezieht  sich  der  gegenwärtige  Fall  auf  die  andere  Hälfte  OAT';  man 
findet  für  sie  durch  dieselben  Betrachtungen  die  nämliche  Reihe  von  In- 
tensitäten. 

16.  Intensität  in  anderen  Bildpnnkten.  Der  Eckstrahl  in  B  (Fig.  18) 
sei  um  eine  halbe,  derjenige  in  C  aber  um  eine  ganze  Wellenlänge  gegen 
den  Eckstrf^hl  in  A  zurück,  so  ziehe  man  durch  die  Mitte  I)  von  AC  die 
Linien  DE  und  BF  resp.  parallel  mit  BC  und  AB-^  alsdann  werden  sich 
die  Wirkungen  der  beiden  Dreieckchen  ABE  und  BCF  gegenseitig  auf- 
heben, weil  ihre  homologen  zu  Bi>  parallelen  Streifchen  einen  Gangunter- 
schied  von  je  einer  halben  Wellenlänge  besitzen;  übrig  bleibt  nur  die  Wir- 
kung des  Parallelogramms  DEBF^  welches  die  Hälfte  des  Dreiecks  ABC 
ausmacht  und  dessen  Eckstrahlen  in  D  und  B  beide  um  ^^  g^gen  den  in 
E  zurück  sind. 

Ist  allgemein  der  Eckstrahl  in  B  (Fig.  19)  um  eine  ungerade,  der  in  C 
um  eine  gerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  gegen  den  Eckstrahl  in  A 
zurück,  d.  h.  beträgt  die  Projection  der  Dreiecksseite  AB  auf  die  Strahlen- 


*)   Der   genaue    Aasdruck    für    das  Intensitätsverhältniss    in    den    fraglichen 
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richtuDg — — A,  diejenige  von  AC(m  +  n+  l)k  und  demnach  die  Pro- 

jection  der  dritten  Seite  A,  so  tbeile  man  AC  in  2m +  2n-\- 2  gleiche 

Theile,  verbinde  den  (2  m  +  l)*«"  Theilpunkt  M  (von  A  aus  gerechnet)  mit 
By  und  ziehe  durch  die  übrigen  Theilpunkte  Parallele  mit  MB]  dadurch 
vfiri  AB  in  2m  +  }  ^  BC  in  2n '\'l  unter  sich  gleiche  Theile  getheilt  (in 
Fig.  19  ist  m  =  l  und  n  =:  2).  Den  auf  B  C  zunächst  B  gelegenen  Theil- 
punkt D  verbinde  man  mit  A,  so  verschwindet  die  Wirkung  des  Dreiecks 
ACB  vollständig;  denn  die  Projectionen  der  Seiten  AC  und  AB  auf  die 
Strablenrichtung  sind  verschiedenen  Zahlen  ganzer  Wellenlängen  gleich, 
nämlich  erstere  =  (iw  +  n  + 1)  ^»  letztere  =  (m  +  l)  A.  Verbindet  man  jetzt 
noch  D  mit  Ej  dem  auf  AB  zunächst  B  befindlichen  Theilpunkt,  so  ver- 
schwindet ebenso  die  Wirkung  des  Dreiecks  ADE^  denn  die  Projectionen 
von  ^j9und^J^  betragen  resp.  (m -f- 1)  X  und  mh  Wirksam  bleibt  also 
nur  noch  das  Dreieckchen  EBB,  dessen  Eckstrahlen  in  B  und  D  resp.  um 
\l  und  X  gegen  den  in  E  verzögert  sind;  behandelt  man  dasselbe  wie  oben, 
so  reducirt  sich  seine  Wirkung  auf  die  des  kleinen  Parallelogramms  deBf^ 
dessen  Eckstrahlen  in  d  und  B  wie  vorhin  um  ^k  gegen  den  in  e  zurück- 
bleiben, dessen  Strahlenbündel  also  mit  jenem  des  vorigen  speciellen  Fal- 
les (Fig.  18)  ähnlich  ist. 

Nun  ist  Dreieck  ABD — von  ABC.  und  Dreieck  BDE von 

2n+l  '  2m  +  l 

ABD.  also  Dreieck  BDE ; —  • von  ABC.  Demnach  ist  die  resul- 

2m+l    2«  +  l 

11  ^  ■■ 

tirende  Amplitude  — -  • und  die  Intensität 


2m +  1    2n+l  (2  m  +  !)•    (2n  +  l)« 

von  derjenigen  im  obigen  besonderen  Fall. 

Betrachten  wir  weiter  den  speciellen  Fall,  wenn  (Fig.  20)  die  Eck- 
strahlen in  B  und  C  resp.  um  ^A  und  \X  gegen  den  in  A  zurückbleiben. 
Zieht  man  durch  die  Mitte  D  von  ^C  die  Geraden/)  iL' und  2>  F  resp.  parallel 
mit  ACviiiAABy  so  heben  sich  die  Wirkungen  der  Dreiecke  EBB  und  FD  C 
gegenseitig  auf,  weil  ihre  entsprechenclen  zu  Bf{Af=\AC)  parallelen 
Streifen  einen  Gangunterschied  von  je  ^A  haben;  wirksam  bleibt  nur  noch 
das  Parallelogramm  AEDF  Q=z  ^ABC),  dessen  Eckstrahlen  in  E  und  F 
gegen  den  in  A  resp.  um  ^;i  und  }l  zurück  sind.  Theilt  man  dasselbe 
durch  die  zu  ^^  parallelen  Geraden  ae  und  fd  in  drei  gleiche  Theile,  so 
vernichten  sich  wiederum  die  Wirkungen  von  AEea  und  fdDF,  weil  ihre 
gleichen  Besultanten  einen  Gangunterschied  von  ^  k  besitzen ,  und  nur  die 
Wirkung  des  (schraffirten)  Parallelogramms  aedf  bleibt  übrig.  Da  seine 
Eckstrahlen  in  e  und  f  je  um  ^X  gegen  den  in  a  zurück  sind,  so  ist  sein 
Strahlenbündel  ähnlich  mit  dem  des  vorigen  speciellen  Falles  (Fig.  18) ;  die 
jetzige  Amplitude  verhält  sich  also  zu  jener  wie  j^  zu  ^,  oder  wie  ^  zu  1, 
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»i^rfi^i^^^^v^^^r'*»^^««-. 


Sei  nun  allgemein  (Fig.  21)  der  Eckstrahl  in  B  um  — ^^Ä,  der  in  C 


demnach  ist  die  resultirende  Intensität  -j  von  der  überhaupt  in  diesem 
Paragraph  zur  Einheit  gewählten 
Sei  nun  all 

uin  X  gegen  den  Eckstrahl  in  A  zurtlck ,  so  theile  man  il  C  in 

2m  +  2/i  +  l  gleiche  Theile ,  verbinde  den  (2m  +  l)**'*  Theilpunkt  M  (von 
A  aus  gerechnet)  mit  B  und  ziehe  durch  die  übrigen  Theilpunkte  Parallele 
zu  BM^  so  wird  dadurch  AB  in  2m  +  l,  BC  in  2w  unter  sich  gleiche  Theile 
zerlegt.  Verbindet  man  jetzt  den  auf  AB  zunächst  an  A  gelegenen  Theil- 
punkt D  mit  C^  so  verschwindet  die  Wirkung  des  Dreiecks  DBC^  weil  die 
Projection  von  DB  auf  die  Strablenrichtung  offenbar  mk^  die  von  DC  aber 
{m  +  n)l  beträgt;  verbindet  man  ferner  D  mit  dem  dritten  Theilpunkt  E 
huf  AC  (von  A  aus  gerechnet),  so  ist  die  Wirkung  des  Dreiecks  BEC  eben- 
falls Null;  denn  die  Projectionen  der  Seiten  DE  und  DC  betragen  resp.  X 
und  (m  +  n)k.  Die  ganze  Wirkung  ist  also  zurückgeführt  auf  die  des  Drei- 
eckchens >^/>£,  welches  in  D  und  E  die  Gangunterschiede  ^l  und  JA  be- 
sitzt und  daher  ganz  wie  vorher  behandelt  werden  kann. 

Das  Dreieck  ACD  ist  aber r—  vom  ganzen  Dreieck  AB €•  ferner 

2m+l  ° 

Dreieck  ADE= ,^     ,  ,  von  ACD,  folglich: 

2m+2n+l  ® 

Dreieck  ADE=:^—^.- — -^  —  .ABC. 
2m  +  l   2m+2n+l 

War  also  die  Amplitude  im  Specialfall  (Fig.  20)  j^ ,  so  ist  sie  jetzt 

1 1 

2m  +  l*2m  +  2n  +  r 

und  die  Intensität  sonach  r- — tt^*  7:; — »i: — rr^»  imnaer  «u^  die  oben  ge- 

QZm  +  iy   (2m+2w+l)*  ^ 

wählte  Einheit  bezogen. 

Wir  können  jetzt  das  Ergebniss  des  gegenwärtigen  Paragraphen  zu- 
sammenfassen in  dem  Satze:  Betragen  die  Projectionen  zweier 
Dreiecksseiten  auf  die  Strahlenrichtung  jede  eine  ungerade 
Anzahl  halber  Wellenlängen,  so  ist  die  Intensität  in  dem  ent- 
sprechenden Bildpunkt  ausgedrückt  durch  das  Product  der 
reciproken  Quadrate  jener  beiden  ungeraden  Zahlen,  wenn  die 
Lichtstärke  der  Punkte,  für  welche  die  Projectionen  der  drei  Seiten  resp. 
^i,  ^A,  A  sind,  zar  Einheit  genommen  wird.  Dabei  dürfen  die  beiden  un- 
geraden Zahlen  auch  einander  gleich  sein,  wenn  nur  die  Projection  der 
dritten  Seite  nicht  gleichzeitig  Null  ist,  in  welchem  Falle  man  es  mit  einem 
Punkte  der  bereits  abgehandelten  Hauptaxen  zu  thun  hätte;  die  Projection 
der  dritten  Seite  muss  vielmehr  stets  einer  Anzahl  ganzer  Wellenlängen 
gleich  sein. 
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Die  hier  in  Bede  stehenden  Bildpunkte  projiciren  sich  im  Grundriss 
(Fig.  11)  in  den  Mittelpunkten  und  den  Berührungspunkten  der  Ellipsen, 
welche  für  jeden  Sextanten  des  Bildes  in  diejenigen  Parallelogramme  ein- 
gezeichnet wurden,  deren  Seiten  mit  den  beiden  ihn  einschliessenden  Haupt-  ' 
axen  parallel  laufen.  In  Fig.  IIa  ist  ein  solcher  Sextant  in  grösserem 
Maassstabe  besonders  gezeichnet  und  jedem  der  erwähnten  Punkte  der 
Nenner  seines  Intensitätsausdruckes  beigeschrieben  worden.  Aus  dieser 
graphischen  Uebersichtstabelle  erkennt  man,  dass  von  den  fünf  für  jede 
Ellipse  angegebenen  Intensitäten  die  des  Mittelpunktes  die  grösste  ist;  wir 
können  daher  diese  Punkte  Maxim  alpunkte  nennen  (obgleich  die  wirk- 
lichen Maxima  etwas  mehr  gegen  die  Mitte  des  Bildes  zu  liegen).  Denken 
wir  uns  in  jedem  Punkte  des  Grundrisses  die  zugehörige  Intensität  als  Or- 
dinate errichtet,  so  stellt  sich  die  ganze  Erscheinung  als  ein  zusammen- 
hängendes Lichtgobirge  dar-,  über  jeder  Ellipse  erhebt  sich  ein  Berg,  dessen 
Gipfel  (nahezu)  über  deren  Mittelpunkt  liegt;  jeder  Lichtberg  ist  von  vier 
Kesseltbälern  (den  dunkeln  Punkten)  umgeben  und  hängt  mit  den  Nachbar- 
bergen durch  sattelförmige  Pässe  zusammen.  Entlang  den  Hauptaxen  ver- 
laufen, nach  Aussen  stetig  abfallend,  sechs  Gebirgszüge,  deren  Kämme  die 
benachbarten  isolirten  Gipfel  allenthalben  überragen  und  in  dem  mittleren 
höchsten  Gebirgsknoten  ihren  gemeinschaftlichen  Culminationspunkt  er- 
reichen. 

16.  Bengungsbild  einer  OeShnng,  welche  ans  zwei  lu  einander  symne- 
trisoh  gelegenen  Parallelogrammen  gebildet  ist  Theils  um  zu  zeigen, 
wie  die  bisher  entwickelten  Sätze  sich  auch  zur  Bestimmung  der  Beugungs- 
phänomene anderer  Oeffnungen  verwerthen  lasBe^ ,  theils  um  einer  später 
folgenden  Anwendung  willen,  soll  hier  noch  die  Erscheinung  betrachtet 
werden,  welche  durch  zwei  congruente  symmetrisch  zusammenstossende 
Parallelogramme  (Fig.  22)  hervorgebracht  wird.  Dunkle  Stellen  können 
im  Bilde  nur  da  auftreten,  wo  entweder  die  Wirkung  jedes  Parallelogramms 
für  sich  verschwindet,  oder  da,  wo  die  Wirkung  des  einen  aufgehoben  wird 
durch  die  Wirkung  des  anderen.  Jedes  Parallelogramm  giebt  aber  fUr  sich 
die  Wirkung  Null,  l)'wenn  die  Projection  der  gemeinschaftlichen  Seite  ud( /> 
auf  die  Strahlenrichtung  eine  Anzahl  ganzer  Wellenlängen  beträgt;  2)  wenn 
die  Projectionen  von  AB  und  AC  gleichzeitig  jede  eine  beliebige  Anzahl 
von  ganzen  Wellenlängen  ausmachen.  Um  die  entsprechenden  dunkeln 
Stellen  im  Grundriss  zu  finden,  hat  man  daher  dieselbe  Construction  zu  ma- 
chen, als  wollte  man  für  jedes  Parallelogramm  einzeln  das  Beugungsbild 
entwerfen.  Man  ziehe  nämlich  durch  0  die  Gerade  XX'  senkrecht  zu  ADy 
YY*  und  Z2!  resp.  senkrecht  zu  AB  und  AC^  trage  auf  A'A''  von  0  aus 
beiderseits  gleiche  Stücke  proportional  AJ>  auf  und  auf  YY'  (oder  ZZ') 
gleiche  Stücke  proportional  AB\  durch  die  letzteren  Theilpunkte  ziehe  man 
Parallele  zu  XX\  so  werden  diese  in  ihrer  ganzen  Länge  vollkommen 
schwarz  erscheinen  (vgl.  hierzu  §.  9).     Durch    die  Theilpunkte  auf  XX' 


in  elementarer  Darstellung.    Von  Dr.  E.  Lomhbl.  27 

siehe  man  Parallele  sowohl  zu  TJ^  als  ZZ^\  da,  wo  dieselben  sich  durch« 
sehneiden,  auch  uxkt XX'  selbst,  erseheinen  dunkle  Punkte. 

Die  Wirkungen  der  beiden  Parallelogramme  können  sich  nur  dort 
gegenseitig  aufheben ,  wo  ihre  resultirenden  Strahlen  mit  gleichen  Ampli- 
tuden, aber  einem  Gangunterschied  von  einer  ungeraden  Anzahl  halber 
Wellenlängen  sich  vereinigen.  Es  ist  leicht  einzusehen ,  dass  nur  iD  Punk- 
ten der  Axe  XX!  beiden  Bedingungen  gleichzeitig  genügt  werden  kann, 
und  zwar  werden  diese  neuen  dunkeln  Punkte  gerade  in  der  Mitte 
liegen  zwischen  denjenigen,  welche  auf  der  JT-Axe  bereits  gefunden  sind 
(namentlich  jederseits  auch  einer  -zwischen  der  Bildmitte  und  dem  ersten 
der  vorigen  dunkeln  Punkte).     Denn  ist  für  einen  Punkt  der  Axe  XX  der 

Eckstrahl  in  B  gegen  den  in  A  um  — ^  iL  verschoben,  so  wird  auch  der 

resultirende  Strahl ,  welcher  von  der  Mitte  ß  des  ersten  Parallelogramms 

ausgeht,  gerade  um  — - — k  gegen  den  von  y  ausgehenden  resultirenden 

Strahl  des  zweiten  Parallelogramms  verschoben  sein.     Die  angegebenen 
Bildpunkte  sind  aber  gerade  diejenigen,  für  welche  die  Verschiebung  des 

Eckstrahls  in  B  gegen  den  in  A  — ^  A  beträgt. 

Da  die  in  Rede  stehende  Oeffnung  zu  der  in  §.  0  besprochenen  Classe 
gehört,  so  hätte.man  die  Intensität  auf  der  Axe  XX  auch  vermöge  des  dort 
gegen  Ende  ausgesprochenen  Satzes  angeben  können.  Danach  herrscht 
auf  XX^  dieselbe  Reihe  von  Intensitäten ,  welche  daselbst  ein  Rechteck  von 
der  Grundlinie  BC  und  der  Höhe  AD  (Rechteck  BCEF,  Fig.  22)  hervor- 
bringen würde. 

Nach  diesen  Angaben  lässt  sich  der  Grundriss  des  Bildes  mit  allen  sei- 
nen dunkeln  Stellen  ohne  Schwierigkeit  construiren ,  wie  dies  in  Figur  23 
geschehen  ist. 

17.  Xreisfftrmige  Oeflnung.  Die  Beugungserscheinung  einer  kreisrun- 
den Oeffnung  ist  für  eine  synthetische  Behanc3hing  weuig  geeignet.  Den- 
noch wollen  wir  es  versuchen ,  wenigstens  die  Lage  der  beiden  ersten  dun- 
keln Ringe  annähernd  zu  bestimmen. 

Da  im  Beugungshilde  des  Kreises  alle  von  der  Bildmitte  gleichweit 
entfernten  Punkte  offenbar  auch  die  gleiche  Lichtstärke  besitzen ,  so  ge* 
nögt  esy  bloB  eine  durch  die  Bildmitte  gezogene  Gerade  zu  betrachten. 
Sei  OA  (Fig.  24)  eine  solche  Gerade,  so  denken  wir  uns  die  kreisförmige 
Oeffnung  senkrecht  zu  OAin  schmale  Streifen  zerlegt,  so  dass  die  Strah- 
len eines  jeden  Streifens  unter  sich  in  Uebereinstimmung  sind.  So  lange 
nun  die.  Projection  des  Durchmessers  AB  =  d  auf  die  Strahlenrichtung  we- 
niger als  eine  halbe  Wellenlänge  beträgt,  wird  keiner  dieser  Streifen  mit 
einem  andern  in  directem  Gegensatz  sein  können  \  beträgt  diese  Projection 
etwas  mehr  als  eine  halbe  Wellenlänge,  so  dass  etwa  (Fig.  24)  die  Projec- 
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tion  von  iiZXc3|A  ist,  so  mache  man  BC=  AD  und  beschreibe  von  Punk- 
ten, welche  auf  AB  um  OC  resp.  über  A  und  B  hinaus  liegen,  mit  dem 
Radius  der  OefiPnung  die  Kreisbogen  MCN  und  PDQ\  die  Wirkungen  der 
linsenförmigen  Stücke  ^^^iVC  und  jPZ> 0^9  werden  sich  alsdann,  weil  ihre 
entsprechenden  Streifen  einen  Gangunterschied  von  \X  haben,  aufheben, 
während  das  Mittelstück  iKfiV iß  P  noch  wirksam  bleibt.  Wird  die  Projec- 
tion  des  Durchmessers  bei  wachsendem  Beugungswinkel  immer  grösser,  so 
nehmen  auch  jene  linsenförmigen  Stücke  zu,  bis  sie,  wenn  jene  gleich  einer 
ganzen  Wellenlänge  geworden  ist,  im  Mittelpunkte  0  zusammenstossen, 
und  nur  noch  das  Mittelstück  MONQP  (Fig.  25)  als  wirksam  übrig  lassen. 
Eine  vollständigere  Vernichtung,  als  in  diesem  Falle,  wird  eintreten,  wenn 
die  Projectiou  des  Durchmessers  eine  ganze  Wellenlänge  etwas  übersteigt; 
dann  seien  (Fig.  26)  die  Projectionen  von  OC=OD  jede  gleich  ^il,  und  man 
beschreibt  von  C  und  D  aus  mit  dem  Kadius  der  Oeffnung  Kreisbogen, 
welche  auf  der  zu  ^^  in  0  errichteten  Senkrechten  in  ü  und  V  sich  begeg- 
nen, und  errichtet  ferner  EF  und  GH  resp.  in  den  Punkten  C  und  D  senk- 
recht zu  ABy  so  vernichten  sich  die  Wirkungen  der  Stücke  EMÜVNF  und 
ÜPGHQ  F;  was  die  noch  übrigen  Theile,  nämlich  die  zwei  Segmente  AECF 
und  DGBH  und  die  beiden  Zwickel  MPÜ  und  NQ  V  betrifft,  so  stehen  ihre 
längsten  und  darum  wirksamsten  Streifchen  mit  einander  in  directem  Gegen- 
satz ,  z.  B.  die  zur  Rechten  nächst  B,  ü  und  S  V  liegenden  mit  dem  rechts 
zunächst  EF  befindlichen.  Sorgt  man  also  dafür ,  dass  diese  wirksamsten 
Streifchen  sich  völlig  aufheben ,  so  wird  die  resultirende  Intensität  sehr 
klein  ausfallen  müssen.  Dies  tritt  nun  ein ,  wenn  Rü=i  CE  gleich  dem 
halben  Radius  (r)  geworden  ist;  dann  ist  aber*  0C=^^ 3".  r  =  0,866.  r; 
^C  =  0,134.r,  und  es  verbält  sich  ^  6^ :  0  6' =  0,134  : 0,866 ,  oder  ACiOC 
=  0,155  : 1 ,  woraus  weiter  (72) :  ^  F  =s  1 : 1,155  folgt.  Beträgt  also  die  Pro- 
jection  von  CD  eine,  so  beträgt  die  des  ganzen  Durchmessers  1,155  Wellen- 
längen oder  nahezu  1,2A.  Der  erste  dunkle  Ring  tritt  also  (beiläufig) 
ein,  wenn  die  Projection  des  Durchmessers  auf  die  Strahlen- 
richtung 1^  Wellenlänge  ausmacht*). 

Setzt  man  diese  Betrachtungen  weiter  fort,  so  findet  man,  dass  ein 
zweites  Minimum  eintreten  muss ,  wenn  die  Endstrahlen  des  Durchmessers 
^^  um  etwas  mehr  als  zwei  Wellenlängen  in  ihrem  Gange  verschieden 
sind.  Sei  alsdann  (Fig.  27)  die  Projection  von  CD  auf  die  Strahlenrich- 
tung gerade  2A,  so  theile  mau  CD  (in  0,  /und  AT)  in  vier  gleiche  Theile, 
so  dass  jeder  einem  Gaugunterschied  von  ^k  entspriclit,  errichte  in  den 
Theilpunkten  Senkrechte  auf  A  B ,  beschreibe  von  J  und  A"  ans  Kreisbogen 
mit  dem  Radius  der  Oeffnung,  die  in  U  und  V  sich  schneiden,  femer  eben* 
solche  von  zwei  Punkten  aus,  die  auf  ^^  über  A  und  B  hinaus  um  OC  resp. 


*)  Der  genaue  Werth  ist  1,21967  X.     Die  Lichtstärke  bei  1,21  beträgt  0,00018, 
diejenige  in  der  Bildmitte  =1*  gesetzt. 
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TOD  /  und  AT  entfernt  liegen ,  so  vernichten  sich,  wie  man  leicht  einsieht, 
die  Wirkungen  der  nicht  schraffirten  Flächentheile.  Was  die  schraffirten 
Theile  anlangt,  so  unterstützen  die  zunächst  (7 i?  gelegenen  Streifchen  die 
bei  Itü^  sind  aber  in  directem  Gegensatz  mit  den  kü  MN  anliegenden. 
Wird  daher  die  Lage  des  Punktes  C  so  gewählt,  dass  CE+  RU=iMN 
wird,  so  werden  die  Streifchen  nhchaiMN  durch  das  Zusammenwirken  der 
an  CE  und  BU  angrenzenden  neutralisirt  und  die  Lichtstärke  wird,  da 
diese  Vernichtung  gerade  die  längsten  nnd  darum  wirksamsten  Streifchen 
trifft,  nahezu  Null.  Man  findet,  durch  Auflösung  einer  Gleichung  zweiten 
Grades*),  dass  dies  eintritt,  wenn  AC:  OC=0,0847  : 1,  oder  wenn  CD  :  AB 
=  2:2,169.  Der  zweite  dunkle  Ring  erscheint  also,  wenn  die 
Projection  des  Durchmessers  auf  die  Strahlenrichtung  etwa 
2,2  Wellenlängen  beträgt**). 

Wollte  man  diese  Betrachtungen  weiter  fortsetzen,  so  hätte  man  für 
die  folgenden  Minima  Gleichungen  von  immer  höheren  Graden  aufzulösen. 
Wir  begnügen  uns  daher  mit  den  gefundenen  Werthen,  welche  bis  auf  ^\jl 
richtig  sind. 

18.  Anwendung  auf  das  Auge  und  das  Femrohr.  Wenn  ein  fernsich- 
tiges Auge  gegen  einen  sehr  weit  entfernten  Lichtpunkt  gerichtet  ist,  so 
wird  durch  die  beugende  Wirkung  der  Pupille  auf  der  Netzhaut  nicht  ein 
Pnnkt,  sondern  ein  kreisrundes,  von  abwechselnd  dunkeln  und  hellen 
Ringen  umgebenes  Lichtscheibchen  sich  abbilden;  da  jedoch  die  hellen 
Ringe  im  Verhältnisss  zum  mittleren  Scheibchen  äusserst  lichtschwach 
sind,  so  können  wir  unsere  Betrachtung  auf  dieses  allein  beschränken.  Be- 
zeichnen wir  den  Beugungswinkel,  bei  welchem  der  erste  dunkle  Ring  ein- 
tritt, mit  ^,  und  den  Durchmesser  der  Pupillenöffnung  mit  dy  so  ergiebt 
sich  der  Winkel  '^ ,  d.h.  der  scheinbare  Halbmesser  des  Scheibchens ,  aus 
der  Gleichung: 

oder,  weil  der  Winkel  if;  sehr  klei»  ist  und  deshalb  der  Bogen  statt  des 
Sinns  gesetzt  werden  kann,  aus 


*)  Setzt  man  nämlich  0C:=:2x  und  den  Radius  des  Kreises  =  1 ,  so  hat  rna 

Die  Gleichung  RÜ-hCE=:MN  liefert  dann  zunächst: 

oder  nach  Wegschaffung  der  Wurzeln: 

144a?<-f40x«— 15  =  0, 
woraus  als  einziger  positiver  Werth 

«=0,460d&,  demnach  0C  =  2a?  =  0,92190 
hervorgeht.     Es  verhKlt  sich  also 

ACi  OC^  0,0781 :  0,9219  =  0,0847 : 1. 
**)  Der  genaue  Werth  ist  2,23313  X.    Die  Intensität  für  2,2  X  ist  0,00008. 
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löt  nun,  für  das  Liebt  der  Kochsalzflamme,  A=0" ",0005888  und  wird  der 
Durchmesser  der  Pupille  im  Mittel  zu  4""°  angenommen ,  so  erhält  man 

,^  =  36",43. 
Von  zwei  entfernten  Lichtpunkten  liefert  jeder  für  sich  ein  solches  Licht- 
scheibchen  ,  deren  Mittelpunkte  dahin  fallen,  wo  die  durch  den  Kreuzungs- 
punkt  des  Auges  nach  jenen  Punkten  gezogenen  Sehstrahlen  die  Netzhaut 
treffen.  Beträgt  der  von  diesen  gebildete  Winkel,  d.  h.  die  scheinbare 
gegenseitige  Entfernung  der  beiden  Lichtpunkte  weniger  als  2 .  36'',43,  so 
werden  ihre  Lichtscheibchen  sich  theilweise  decken ,  ja ,  wenn  die  schein- 
bare Distanz  kleiner  als  36'',43  ist,  wird  sich  das  directe  Licht  des  einen 
Punktes  mit  dem  gebeugten  des  anderen  vermischen  und  eine  deutliche 
Unterscheidung  derselben  wird  nicht  mehr  möglich  sein.  Aus  demselben 
Grunde  wird  ein  Gegenstand,  der  unter  einem  Sehwinkel  kleiner  als  36",43 
erscheint,  nicht  mehr  deutlich  gesehen. 

Wie  die  Pupille  des  Auges,  wird  auch  die  Objectivöffnung  eines  Fern- 
rohres Beugungserscheinungen  verursachen,  nur  wird  der  Kadius  des  Licht- 
scheibchens  hier  im  Verhältniss  der  Durchmesser  der  Pupille  und  des  Ob- 
jectivs  kleiner  sein.  Sei  (Fig.  28)  0  der  optische  Mittelpunkt,  0F=  F die 
Brennweite,  FF  die  Brennebene  des  Objectivs  eines  astronomischen  Fem- 
rohres, ferner  o  der  optische  Mittelpunkt  und  oF=f  die  Brennweite  des 
Oculars  und  bilden  die  durch  0  nach  zwei  unendlich  weit  entfernten  Licht- 
punkten (z.  B.  den  Individuen  eines  Doppelsterns)  gezogenen  Geraden  OF 
und  0  V  den  Winkel  ^  (scheinbare  Distanz  der  beiden  Sterne)  mit  einan- 
der, so  werden  einem  bei  o  beobachtenden  Auge  die  Mitttelpunkte  J*  und 
V  der  beiden  durch  das  Objectiv  erzeugten  Lichtscheibchen  unter  dem  Seh- 
winkel VoF^^if/  erscheinen.  Damit  nun  die  Lichtscheibchen  Fund  V 
nicht  zusammenfliessen,  muss  mindestens 

,rr        1|2.A 

D 

(wo  D  den  Durchmesser  des  Objectivs  bezeichnet);  damit  ferner  das  Auge 
die  Punkte  F  und  V  noch  getrennt  unterscheide ,  muss  wenigstens 

1,2. A 

sein.     Aus  der  Figur  aber  ergiebt  sich 

FiangW=fiang^, 
oder  wenn  man,  was  wegen  der  Kleinheit  der  Winkel  gestattet  ist,  die  Bo- 
gen statt  der  Tangenten  setzt: 
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Führt  man  die  obigen  Werthe  von  W  nnd  if;  hier  ein ,  so  hat  man : 

F  _L^ 

d.  h.  damit  die  beiden  Sterne  noch  getrennt  gesehen  werden, 
müssen  sich  die  Brennweiten  von  Objectiv  und  Ocular  ver- 
balten wie  die  Durchmesser  von  Objectiv  und  Pupille. 

F 

Der  Quotient—  drückt  bekanntlich  die  Vergrösserung  des  Fern- 
rohres aas.  Wollte  man  daher  die  vergrössernde  Kraft  des  Fernrohres 
steigern,  ohne  an  Schärfe  des  Bildes  einzubüssen^  so  müsste  man  ih  dem- 
selben Verhältniss  den  Durchmesser  des  Objectivs  grösser  machen;  den 
jedesmal  nöthigen  Durchmesser  des  Objectivs  erhält  man,  wenn  man  den 
Durchmesser  der  Pupille  mit  der  Vergrösserungszahl  multiplicirt. 

Man  sieht  daraus,  dass  bei  der  Schwierigkeit,  grosse  und  fehlerfreie 
Objective  herzustellen,  durch  die  hier  erörterte  „Abweichung  wegen  der 
Beugung"  der  Vervollkommnung  der  dioptrischen  Fernröhre  eine  nicht 
leicht  zu  überschreitende  Grenze  gezogen  ist. 

19.  Beugungaerscfaeinungen,  durch  mehrere  unter  sich  gleiche  Oeff- 
BUngen  hervorgebracht.  Wenn  in  einem  Schirme  mehrere  unter  sich 
gleiche  und  ähnlich  liegende,  aber  ganz  beliebig  gruppirte  Oeffnungen  vor- 
handen sind,  so  liefert  jede  derselben  einen  resultirenden  Strahl,  welchem 
derselbe  Oangunterschied  eigen  ist,  wie  einem  gewissen ,  von  einem  be- 
stimmten Punkte  der  Oeffnung  (z.  B.  dem  Mittelpunkt,  wenn  ein  solcher 
existirt)  ausgehenden  Elementarstrahl.  Alle  diese  Besultanten  haben  für 
eine  und  dieselbe  Beugungsrichtung  auch  dieselbe  Amplitude ,  nämlich  die- 
jenige ,  welche  jede  einzelne  Oeffnung  für  diese  Strahlenrichtung  hervor- 
bringen würde,  jede  trägt  gleichsam  das  Beugungsbild  der  einzelnen  Oeff- 
nung in  sich ;  würden  daher  diese  Resultanten  unter  sich  nicht  interferiren, 
80  müsste  auf  der  Bildfiäche  die  Beugungserscheinung  der  einzelnen  Oeff- 
nung, nur  mit  erhöhter  Lichtstärke,  zum  Vorschein  kommen.  Da  aber, 
vermöge  der  oben  erwähnten  Gangunterschiede,  Interferenz  eintritt,  so 
wird  dieses  Bild  nur  an  solchen  Stellen  ungeändert  bleiben,  für  welche 
jene  Resultanten  in  vollem  Einklänge  stehen;  an  anderen  Stellen  wird  theil- 
weise  oder  vollständige  Vernichtung  eintreten.  Wir  sehen  also ,  dass  das 
von  der  einzelnen  Oeffnung  hervorgebrachte  Bild,  mit  proportional  dem 
Quadrate  der  Oeffnungszahl  verstärkter  Intensität,  die  Grundlage  der 
neuen  Erscheinung  bildet.  Die  Modificationen^  welche  es  erleidet,  hängen 
nur  von  den  Gangunterschieden  der  interferirenden  Resultanten ,  d.  h.  nur 
von  der  Gruppirung  der  Oeffnungen  ab,  keineswegs  aber  von  der  Ge- 
stalt derselben. 

Die  jetzige  Aufgabe  unterscheidet  sich  von  den  bisher  behandelten 
dadurch,  dass  die  zu  vereinigenden  Strahlencomplexe  nicht  wie  bisher 
aus  continuirlich  aufeinanderfolgenden  Strahlen  bestehen.    In  vielen  Fällen 
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aber,  und  gerade  den  wicbtigsten,  läsfit  sich  das  Problem  auf  die  früheren 
zarückftthren ,  indem  man  die  einzelnen  mit  discontinuirlichen  Gangunter- 
schieden  behafteten  Strahlen  in  unendlich  viele  continuirlich  aufeinander- 
folgende Componenten  aufgelöst  denkt. 

20.  OefEhongexL,  welehe  in  gleichen  Abständen  längs  einer  Geraden 
gereiht  sind.  Sind  die  gleichen  Oeffnungen  so  gruppirt,  dass  homologe 
Punkte  derselben ,  wozu  namentlich  auch  die  Ausgangspunkte  ihrer  resnl- 
tirenden  Strahlen  gehören ,  in  einer  geraden  Linie  gleichweit  von  einander 
entfernt  liegen ,  so  hat  man  eine  Reihe  von  Strahlen  gleicher  Amplitude  zu 
vereinigen,  von  denen  jeder  gegen  den  benachbarten  um  dieselbe  Weglänge 
verschoben  ist.  Giebt  man  dem  ganzen  Bündel  eine  andere  Neigung  der- 
art, dass  der  Gangunterschied  des  zweiten  Strahls  gegenüber  dem  ersten 
um  eine  ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  grösser  wird  als  vorher,  so  tritt 
dasselbe  auch  für  je  zwei  andere  unmittelbar  aufeinanderfolgende  Strah- 
len ein;  die  jetzt  resultirende  Amplitude  und  Lichtstärke  kann  sich  als- 
dann von  der  früheren  nur  insofern  unterscheiden ,  als  bei  der  neuen  Bich- 
tung  die  einzelnen  Strahlen,  vermöge  der  Wirkung  jeder  einzelnen  Oeff- 
nung,  andere  Amplituden  erhalten;  die  Modification,  welche  das  ursprüng- 
liche Bild  erleidet,  i)leibt  dieselbe,  weil  sie  nicht  von  der  Amplitude  der 
einzelnen  Strahlen ,  sondern  nur  von  der  Art  und  Weise  ihrer  Interferenz 
abhängt.  Man  brauchte  daher  die  Untersuchung  nur  auf  jene  Beugungs- 
richtungen auszudehnen,  für  welche  der  Gangunterschied  zweier  benach- 
barter Strahlen  weniger  als  eine  ganze  Wellenlänge  beträgt;  von  da  an 
werden  die  nämlichen  Modificationen  für  jedes  Intervall  einer  ganzen 
Wellenlänge  periodisch  wiederkehren. 

Ist  nun  die  Anzahl  der  Oeffnungen  n  und  ihr  gegenseitiger  Abstand  *) 
e  (Fig.  29) ,  so  vergleichen  wir  ihre  Wirkung  mit  derjenigen  eines  Elemen- 
tarstreifens (Fig.  30)  von  der  Länge  n  e ,  der  mit  der  Verbindungslinie  der 
homologen  Punkte  zusammenfällt.  Theilt  man  nämlich  diesen  in  n  gleiche 
Theile  und  denkt  man  sich  die  von  jedem  Theile  ausgehenden  Strahlen 
zn  einem  resultlrenden  vereinigt,  so  werden  diese  n  in  den  Abständen  e 
aufeinanderfolgenden  Kesultanten  (Fig.  30)  sich  von  den  gegebenen  gleich- 
gerichteten (Fig.  29)  nur  durch  den  Werth  ihrer  Amplituden,  nicht  aber 
hinsichtlich  ihrer  Gangunterschiede  unterscheiden.  (Wir  könnten  eben  so 
gut  auch  sagen ,  dass  wir  uns  die  Resultanten  der  einzelnen  Oeffnungen  in 
Elementarstrahlen  zerlegt  denken,  welche  sich  stetig  über  die  ganze  Strecke 
ne  ausbreiten.)  Für  den  Elementarstreifen  (Fig.  30)  tritt  nun  Vernichtung 
ein,  sobald  die  Projection  desselben  auf  die  Strahlenrichtung  eine  ganze 
Anzahl  von  Wellenlängen  ausmacht,  d.  h.  sobald  die  Projection  von  n  e  auf 

*)  Unter  dem  Abstand  zweier  benachbarter  Oeffnungen  verstehen  wir  immer 
denjenigen  homologer  Pankte,  so  dass  derselbe  gleich  der  Breite  der  Oeffnung 
plus  der  Breite  des  dankein  Zwischenratimes ,  längs  der  Verbindungslinie  gemessen, 
KU  denken  ist. 
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die  genannte  Richtung  mX,  oder  die  von  e  gleich  — k  ist.  Diese  Vernich- 
tung, wenn  wir  sie  hinsichtlich  ihrer  Entstehungsweise  näher  ins  Auge 
fassen,  rührt  entweder  daher,  dass  die  einzelnen  Resultanten,  obgleich  jede 
fSr  sich  einen  Lichteindruck  hervorbringen  würde,  sich  vermöge  ihrer  Gang- 
Unterschiede  gegenseitig  aufheben,  oder  sie  tritt  ein,  weil  jede  Resultante 
ftir  sich  Null  ist.  Nur  die  ersteren  Fälle  können  auf  unsere  jetzige  Aufgabe 
Anwendung  finden;  denn  im  letzteren  Falle  werden  die  Resultanten  der  ein- 
zelnen Oeffnungen  im  Allgemeinen  nicht  Null  sein ,  wenn  die  entsprechen- 
den des  Elementarstreifens  es  sind.  Die  Resultanten  des  Elementarstrei- 
fens sind  aber  jede  für  sich  Null ,  wenn  die  Projection  von  e  selbst  eine 

ganze  Anzahl  von  Wellenlängen  beträgt,  d.  h.  wenn  —  eine  ganze  Zahl 

ist,  oder  wenn  jede  Resultante  gegen  ihre  benachbarte  um  eine  Anzahl 
ganzer  Wellenlängen  verschoben  tst.  Würden  bei  diesem  Gangunterscbiede 
die  Amplituden  irgend  einen  Werth  haben ,  wie  es  bei  der  Reihe  von  OefT- 
nnngen  ^im  Allgemeinen)  wirklich  der  Fall  ist,  so  würde  im  Gegentheil 
wegen  des  vollkommenen  Einklanges  der  einzelnen  Resultanten  die  n  fache 
Amplitude  und  sonach  die  n^ fache  Intensität  der  einzelnen  Oeffnung  sich 
ergeben. 

Das  Zusammenwirken  der  n  Oeffnungen  erzeugt  also 
Dunkelheit,  so   oft  die  Projection  der  Entfernung  e  zweier 

benachbarter  Oeffnungen  — X  beträgt,  wenn  nurmkeinViel 

°         n  ° 

faches  von  n  ist. 

Ist  aber  m  ein  Vielfaches  von  n,  d.h.  beträgt  dieProjec- 
tionvoneeineganzeAnzahlvonWellenlängen,  so  istdie  In- 
tensität n'mal  so  gross,  als  die  von  einer  einzigen  Oeffnung 
bei  derselben  Strahlenrichtung  hervorgebrachte. 

Wir  nennen  diese  dunkelsten  und  hellsten  Stellen  des  modificirten  Bil- 
des Minima  und  Maxima  zweiter  Ordnung,  indem  wir  als  Minima 
nnd  Maxima  erster  Ordnung  die  von  einer  einzigen  Oeffnung  herrührenden 
bezeichnen. 

Ein  nur  unvollständiges  Znsammenwirken  der  Strahlen  wird  für  die 
Reibe  von  Oeffnungen,  ebenso  wie  für  den  Elementarstreifen  eintreten, 
wenn  die  Projection  von  ne  auf  die  Strahlenrichtnng  gleich  einer  ungera* 
den  Anzahl  von  halben  Wellenlängen,  d.  h.  wenn  die  Projection  von  e  gleich 

2fii-4-'l 

X  ist.  Von  den  entsprechenden  Stellen  des  Bildes  können  wir  die- 
jenigen, welche  zwischen  zwei  Minimis  zweiter  Ordnung  enthalten  sind, 
Maxima  dritter  Ordnung  nennen,  während  die  den  Maiimis  zweiter 
Ordnung  unmittelbar  vorhergehenden  oder  folgenden  nicht  als  Maxima  an- 
gesehen werden  dürfen ,  indem  zwischen  ihnen  und  den  grossen  Maximis 

ZciUchriA  f.  Mathematik  a.  Physik.  XI V,  1.  3 
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(zweiter  Ordnung)  keine  Minima  enthalten  sind.  Ist  n  eine  angerade  Zahl, 
so  wird  ein  solches  Maximum  dritter  Ordnung  (ein  kleines  Maximum)  ein- 
treten, wenn  die  Projection  von  e  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellen- 
längen ausmacht,  d.  h.  wenn  2m+l  ein  ungerades  Vielfaches  von  n  ist;  in 
diesem  Falle  vernichten  sich  die  Resultanten  der  einzelnen  Oeffnungen  zu 
zwei  und  zwei,  und  nur  eine  einzige  bleibt  in  ihrer  vollen  Wirkung  zurück ; 
an  der  betreffenden  Stelle  des  Bildes  erscheint  alsdann  dieselbe  Lichtstärke, 
welche  von  einer  einzigen  Oeffnung  dorthin  gesendet  würde.  Diese  Ma- 
xima  dritter  Ordnung  liegen  gerade  in  der  Mitte  zwischen  zwei  grossen 
Maximis. 

Ueberhaupt  leuchtet  ein,  dass  alle  jene  Strahlenbündel  die  gleiche  Mo- 
dification  erleiden,  für  welche  die  Projection  des  zu  Hilfe  gezogenen  Ele- 
mentarstreifens auf  ihre  Richtung  den  nämlichen  Werth  hat,  d.  h.  alle 
jene ,  welche  mit  der  Verbindungslinie  homologer  Punkte  der  Oeffnungen 
den  gleichen  Winkel  einschliessen.  Die  Gesammtheit  dieser  Strahlenrich- 
tungen bildet  aber  einen  Kegel,  der  seine  Spitze  in  0  und  eine  durch  0 
mit  jener  Verbindungslinie  parallel  gelegte  Gerade  OE  zur  Axe  hat;  die 
Linien  gleicher  Modification  sind  daher  auf  der  Kugelfläche  die  dieser  Axe 
zugeordneten  Parallelkreise  und  im  Grundriss  Gerade,  welche  zu  OE  senk- 
recht stehen.  Die  Punkte,  in  denen  z.  B.  die  den  Maximis  zweiter  Ord- 
nung entsprechenden  hellen  Linien  die  Gerade  0  E  schneiden ,  findet  man 
leicht  wie  früher  (Fig.  3)  aus  der  Gleichung : 

e 
Für  die  Construction  der  Erscheinung  ergiebt  sich  demnach  folgende  Regel. 
Nachdem  das  für  eine  Oeffnung  geltende  Bild  entworfen  ist,    siehe  man 
durch  dessen  Mitte  0  eine  Gerade  OE  (Fig.  31)  parallel  zur  Verbindungs* 
linie  homologer  Punkte  der  Oeffnungsgruppe.    Auf  diese  trage  man  beider* 

fl 
seits  von  0  aus  gleiche  Stücke  auf,  welche  einzeln  =- — sind.  Jedes  solche 

Stück  ist,  wie  dieser  Ausdruck  zeigt,  gleich  der  Höhe  eines  Parallelo- 
gramms ,  dessen  Grundlinie  gleich  e  und  dessen  Flächeninhalt  gleich  fX  ist. 
Der  willkürlichen  Grösse  fX  muss  man  natürlich  den  nämlichen  Werth  bei- 
legen, wie  bei  der  Construction  des  für  eine  Oeffnung  geltenden  Grund- 
risses ;  am  bequemsten  erscheint  es ,  hier  wie  dort  fX  gleich  dem  Flächen- 
inhalt einer  der  Oeffnungen  anzunehmen.  Den  Zwischenraum  zwischen 
zwei  solchen  Tbeilpunkten  theile  man  in  so  viele  gleiche  Theile ,  als  Oeff- 
nungen vorhanden  sind,  und  errichte  in  allen  Tbeilpunkten  Senkrechte  za 
OE.  Die  in  den  zuerst  erhaltenen  Tbeilpunkten  (und  in  0  selbst)  errich- 
teten Senkrechten  entsprechen  den  Maximis,  die  in  den  übrigen  errichte- 
ten den  Minimis  zweiter  Ordnung;  letztere  erscheinen  vollkommen  dunkel. 
Ein  Zwischenraum  zwischen  zwei  dieser  dunkeln  Linien ,  in  welchen  ein 
grosses  Maximum  fällt,  ist  gerade  doppelt  so  breit,  als  ein  solcher,  der 
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ein  kleines  Maximum  eDth&lt.  Die  Lage  der  grossen  Maxima  bleibt  unver- 
ändert,  wie  viel  Oeffnungen  auch  vorhanden  sein  mögen,  vorausgesetzt 
dass  der  Werth  von  e  der  nämliche  bleibt.  Wird  die  Anzahl  der  Öeffnnn- 
gen  vermehrt,  ohne  Aendernng  von  Cy  so  schieben  sich  zwischen  zwei 
grosse  Maxima  immer  mehr  Minima  und  kleine  Maxima  ein ;  dabei  wächst 
der  Glanz  der  grossen  Maxima  proportional  dem  Quadrate  der  Oeffnungs- 
zahl,  während  z.  ß.  jenes  oben  besprochene  kleine  Maximum,  das  bei  un- 
gerader Oeffnongszahl  zwischen  zwei  grossen  gerade  in  der  Mitte  liegt^ 
unverändert  die  Lichtstärke  beibehält,  welche  es  bereits  bei  einer  Oeff- 
nang  hatte. 

In  Fig.  31  ist  die  hier  gelehrte  Constrnction  an  einem  Beispiel ,  näm- 
lich für  eine  Gruppe  von  drei  Parallelogrammen,  durchgeführt. 

21.  Oitter.  Sind  die  Oeffnungen  schmale  Spalten,  welche  senkrecht 
stehen  zur  Verbindungslinie  ihrer  Mittelpunkte,  so  heisst  eine  solche  Gruppe 
ein  Gitter.  Betrachtet  man  durch  dasselbe  eine  (homogene)  Lichtlinie, 
80  würde  ein  Spalt  (nach  §.  8)  eine  Reihe  von  Spectren  erzeugen,  deren 
Breite  in  bekannter  Weise  von  der  Breite  des  Spaltes  abhängt.  Dieselben 
würden  nämlich  erhalten ,  wenn  man  auf  der  durch  0  zu  den  Spalträndern 
senkrecht  gezogenen  Axe  gleiche  Stücke  aufträgt,  welche  der  Breite  des 
Spaltes  umgekehrt  proportional  sind;  die  in  den  Theilpunkten  errichteten 
Senkrechten  bezeichnen  die  dunkeln  Zwischenräume,  welche  die  einzelnen 
Spectra  von  einander  trennen,  während  die  Senkrechte  in  0  selbst  das 
Bild  der  Lichtlinie  abgiebt.  Wirken  nun  mehrere  solche  Spalten  zusammen, 
80  hat  man  auf  derselben  Axe  noch  diejenigen  Senkrechten  zu  errichten, 
welche  die  Maxima  und  Minima  zweiter  Ordnung  angeben ;  wäre  z.  B.  die 
Entfernung  zweier  aufeinanderfolgender  Spalten  fünf  Mal  so  gross  als  die 
Breite  einer  Oeffnung,  so  sind  die  Stücke,  .welche  man,  um  die  Lage  der 
grossen  Maxima  zu  erhalten ,  auf  der  Axe  von  0  aus  beiderseits  auftragen 
muss,  jenem  Abstände  umgekehrt  proportional,  also  fünf  Mal  kleiner  als 
die  zuerst  aufgetragenen.  Den  Zwischenraum  zweier  solcher  grossen  Ma- 
xima muss  man  noch  in  so  viele  gleiche  Theile  theilen,  als  Oeffnungen  vor- 
handen sind ,  um  die  Stellen  der  Minima  zweiter  und  der  Maxima  dritter 
Ordnung  zu  bekommen.  Wird  die  Anzahl  der  Oeffnungen  immer  grösser, 
80  werden  die  kleinen  Maxima  gegenüber  den  grossen ,  deren  Intensität 
proportional  dem  Quadrate  der  Oeffnungszahl  wächst,  immer  mehr  zurück- 
treten ,  und  bei  genügend  grosser  Anzahl  der  Spalten  wird  endlich  der  Fall 
eintreten,  dass  von  dem  ursprünglichen  Beugungsbild  des  einen  Spaltes 
nur  noch  die  grossen  Maxima  als  schmale ,  zu  der  anvisirten  Lichtlinie  pa- 
rallele Lichtstreifen  stehen  bleiben,  welche  durch  fast  vollkommen  dunkle 
Zwischenräume  von  einander  getrennt  sind. 

Durch  folgende  einfache  Betrachtung  wird  der  Vorgang  bei  der  Ent- 
stehung dieser  isolirten  hellen  Linien  noch  weiter  erläutert.  Wenn  der 
Oangnntersebied   zweier  benachbarter  Resultanten  genau  eine  ganze  An- 

3* 
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zahl  von  WellenläDgen  beträgt,  so  sind  dieselben  in  vollem  Einklänge 
und  bringen  die  erhöhte  Lichtstärke  der  grossen  Maxima  hervor ;  für  jede 
andere  Beugungsrichtung  wird  man,  von  der  ersten  Resultante  ausgehend, 
bei  hinlänglich  grosser  Anzahl  der  Oeffnungen,  leicht  eine  andere  finden, 
welche  nahezu  um  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellenlängen  gegen  jene 
verschoben  ist.     Denn  beträgt  der  Gangunterschied  zweier  benachbarter 

Resultanten  — X,   wo  —  ein  (echter  oder  unechter)  irreductibler  Bruch  ist. 

so  haben  wir  zwei  Fälle  zu  unterscheiden:  entweder  ist  der  Nenner  gerade 
t=2n  (und  dann  natürlich  der  Zähler  ungerade),  oder  der  Nenner  ist  un- 
gerade  s=2/f+l.     Im  ersten  Falle   differirt  die  n^^  Resultante  gegen  die 

erste  um  n.  —  X  oder  um  — iL,  also  um  eine  ungerade  Anzahl  halber  Wellen- 

längen.    Im  zweiten  Falle  ersetzen  wir  den  Bruch  ~-  durch  den  andern 

^  2«+l 

— V,  — : — r^,  welcher  von  jenem  nur  um  — : —  abweicht,  d.  h.  um  be- 

2r(2«  +  iy  -^  2r(2«  +  lJ 

liebig  wenig,  wenn  bei  unendlich  grosser  Oeffnungszahl  r  beliebig  gross 

gewählt  werden  darf;  alsdann  ist  die  r  (2n  +  l)'®  Resultante  gegen  die  erste 

um =^X  verschoben.     Hat  man  so  zur  ersten  Resultante  eine  «*®ge- 

funden,  die  mit  ihr  um  ein  ungerades  Vielfaches  halber  Wellenlängen  di£fe- 
rirt,  so  findet  dasselbe  statt  für  die  zweite  und  (n+1)^®,  die  dritte  und 
(n+2y^  u.  s.  f.  Man  sieht  also,  dass  für  jede  andere  Beugungsrichtung 
als  die  der  grossen  Maxima  nahezu  Vernichtung  eintreten  muss. 

Ein  grosses  Maximum,  welches  zufällig  auf  einen  einer  einzigen  Oeff- 
niing  schon  angehörigen  dunkeln  Streif  treffen  sollte,  wird  natürlich  ver- 
schwinden.  Bei  dem  oben  angeführten  Beispiel,  wo  die  Breite  der  Oeff- 
nung  ^  von  dem  Abstände  zweier  Oeffnungen  (d.  h.  J  von  dem  sie  trennen- 
den undurchsichtigen  Zwischenraum)  beträgt,  fehlt  das  fünfte,  zehnte« 
fünfzehnte  etc.  Maximum.  Sind  die  Spalten  eben  so  breit  als  die  sie  tren- 
nenden Zwischenräume,  so  fällt  die  zweite,  vierte,  sechste  etc.  helle  Linie 
aus;  der  Abstand  je  zweier  hellen  Linien  ist  also  in  diesem  Falle  gerade 
doppelt  so  gross,  als  der  zwischen  der  ersten  und  dem  Bilde  der  Lichtquelle 
(Fig.  34). 

Bei  Anwendung  einer  nicht  homogenen  Lichtquelle  werden  die  hellen 

Streifen  von  verschiedenen  Farben ,  aber  gleicher  Ordnung  in  verschiede-' 

/ml 
nen  Abständen  von  der  Bildmitte  auftreten.    Vermöge  des  Ausdrucks  - — 

verhalten  sich,  für  jede  Ordnung,  diese  Abstände  wie  die  Wellenlängen 
der  einzelnen  Lichtarten.  Ist  das  einfallende  Licht  weiss,  so  reihen  sich 
die  verschiedenfarbigen  Linien  gleicher  Ordnungszahl  so  an  einander, 
dass  sie  ein  vollständiges  Spectrum  bilden,  dessen  violettes  Ende  gegen  die 


in  elementarer  Darstellung.  Von  Dr.  E.  Lommel.  37 

Lichtquelle,  dessen  rothes  Ende  nach  Aussen  gekehrt  ist;  natürlich  werden 
an  den  Stellen  des  Spectrums,  wo  Licht  hintreffen  sollte ,  das  in  der  Licht- 
quelle fehlt,  dunkle  Unterbrechungen  sich  zeigen;  bei  Benutzung  ron 
Sonnenlicht  erscheint  daher  das  Gitterspectrum  von  den  Fraun- 
bofer^schen  Linien  durchsetzt»  Die  Abstände  je  zweier  Fraunhofer- 
schen  Linien  im  Grundriss  eines  Gitterspectrums  sind  der  Differenz  der  zu- 
gehörigen Wellenlängen  proportional;  für  Beugungswinkel,  die  so  klein 
sind,  dass  man  statt  ihrer  Sinus  den  Bogen  setzen  kann ,  also  etwa  für  das 
erste  Spectrum  jederseits ,  findet  diese  Proportionalität  auch  noch  im  wirk- 
lichen Bilde  auf  der  Eugeloberfläche  statt.  Diese  Linien  und  mit  ihnen  die 
verschiedenen  Farben  sind  also  nach  einem  anderen  Gesetze  vertheilt,  als 
in  dem  durch  ein  Prisma  entworfenen  Spectrum,  und  zwar  nach  dem  ein« 
fachsten  Gesetze ,  das  sich  denken  lässt ;  das  Gitterspectrum  ist  daher  als 
das  natürliche,  typische  Spectrum  anzusehen. 

Die  hellen  Streifen  einer  jeden  Ordnung  bilden  für  sich  ein  solches 
Gitterspectrum;  diese  Spectra  werden,  je  weiter  sie  von  der  Bildmitte  ab- 
stehen, immer  länger  und  lichtschwächer,  die  äusseren  werden  sich  daher 
zum  Theil  decken  und  vermischen;  das  innerste  Spectrum  aber  erscheint 
immer  unvermischt  und  um  so  reiner,  je  mehr  Spalten  das  Gitter  besitzt« 
In  Fig.  32  sind  für  ein  Gitter,  dessen  Stäbe  ebenso  breit  sind  wie  die 
Lücken,  die  Spectra  erster,  zweiter  und  dritter  Ordnung  angedeutet. 

Die  Gitterspectra  liefern  das  vorzilglichste  Mittel,  die  Wellenlängen 
für  die  durch  die  Fraunhofer 'sehen  Linien  characterisirten  Lichtgattun- 
gen mit  Schärfe  zu  bestimmen.  Entspricht  nämlich,  im  ersten  Spectrum, 
irgend  einer  derselben  der  Beugungswinkel  if;  und  die  Wellenlänge  A,  so 
muss,  wie  wir  wissen 

Xz=e  sin  ^ 

sein ,  indem  e  sin  f^ß  eben  die  Projection  des  Abstands  zweier  benachbarter 
Spalten  auf  die  Strahlenrichtung  ausdrückt.  Der  Winkel  ifr  wird  an  den^ 
Theodolithen,  dessen  Femrohr  zur  Beobachtung  dient,  abgelesen,  der  Ab- 
stand e  mikrometrisch  gemessen.  Beobachtet  man  dieselbe  Linie  in  einem 
Speetrum  m^  Classe,  so  hat  man  noch,  wenn  if/m  der  jetzt  gefundene  Beu« 
gungswinkel  ist, 

m 

so  dass  der  oben  erhaltene  Werth  durch  neue  Messungen  controlirt  werden 
kann  (s.  §.  26). 

22.  Mehrere  Eeihen  von  Oe&ungen.  Mehrere  unter  sich  gleiche 
Reihen  von  Oeffnungen,  welche  selbst  wieder  längs  einer  Geraden,  die 
ihre  homologen  Punkte  verbindet,  in  gleichen  Abständen  gereiht  sind, 
lassen  sich  ganz  in  derselben  Weise  wie  vorhin  behandeln.  Denkt  man 
sich  nämlich  alle  Strahlen  einer  Beihe  zu  einem  resultirenden  vereinigt. 
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so  werden  diese  Resultanten  durch  ihre  Interferenz  an  dem  von  einer 
Reihe  herrührenden  Bilde,  welches  jetzt,  proportional  dem  Quadrate  der 
Anzahl  der  Reihen  verstärkt,  der  ganzen  Erscheinung  zur  Grundlage  dienti 
neue  Modificationen  verursachen  ^  welche  augenscheinlich  das  in  §•  20 
bereits  kennen  gelernte  Gesetz  befolgen ;  ja ,  wenn  mehrere  gleiche  Grup- 
pen von  Oeffnungen  längs  einer  Geraden  in  gleichen  Abständen  angeord- 
net sind,  so  kann  man  das  entsprechende  Beugungsbild  immer  durch 
wiederholte  Anwendung  der  vorhin  gegebenen  Regeln  entwerfen. 

Als  Beispiel  möge  die  Erscheinung  dienen,  welche  durch  zwei  gleiche 
rechtwinklig  gekreuzte  Gitter,  deren  Stäbe  ebenso  breit  sind  als  die  hellen 
Zwischenräume,  hervorgebracht  wird.  Die  Oefifnungsgruppe,  die  man  so 
erhält,  besteht  aus  vielen  Reihen  quadratischer  Oeffnungen,  deren  Mittel- 
punkte um  die  doppelte  Breite  eines  Quadrats  von  einander  entfernt  sind, 
eben  so  weit  stehen  zwei  benachbarte  Reihen  von  einander  ab.  Man  denke 
sich  nun  zuerst  das  Beugungsbild  für  eines  dieser  Quadrate  entworfen, 
indem  man  die  Hauptaxen  OX  und  OY  senkrecht  zu  den  Seiten  des 
Quadrats/  oder,  was  dasselbe  ist,  zu  den  Stäben  der  beiden  Gitter,  zieht, 
auf  beiden  von  0  aus  gleiche,  den  Quadratseiten  umgekehrt  proportionale 
Stücke  aufträgt,  und  durch  die  Theilpunkte  zu  OF  und  OX  Parallele  legt; 
diese  würden  für  ein  einziges  Quadrat  die  dunkeln  Linien  vorstellen.  Für 
eine  mit  0 X  parallele  Reihe  quadratischer  Oeffnungen  erhält  man  sodann 
die  Maxima  zweiter  Ordnung,  wenn  man  auf  der  Axe  OX  die  Abstände  der 
vorigen  Theilpunkte  halbirt  und  durch  die  neuen  Theilpunkte  mit  der  Axe  0  F, 
welche  selbst  ein  solches  Maximum  repräsen^irt,  Parallele  zieht.  Das  Bild  wäre 
jetzt,  bei  einer  genügend  grossen  Zahl  von  Oeffnungen,  welche  wir  übrigens 
hier  voraussetzen,  auf  diese  grossen  Maxima  reducirt,  d.  h.  auf  ein  System  von 
mit  0  Y  parallelen  Lichtlinieh  (worunter  0  Y  selbst),  welche  an  den  Stellen,  wo 
sieden  mit  OX  parallelen  dunkeln  Streifen  begegnen,  durch  dunkle  Punkte  un- 
terbrochen sind.  Die  neuen  grossen  Maxima  (zu  denen  auch  die  X-Axe  selbst 
gehört),  welche  durch  das  Zusammenwirken  aller  Reihen  hervorgebracht 
werden,  erhält  man,  wenn  man  dieselbe  Operation,  welche  vorhin  an  der 
^-Axe  vorgenommen  wurde,  jetzt  an  der  Axe  0  Y  vollzieht.  Sie  erscheinen 
demnach  als  durch  die  Mitte  je  zweier  der  aufOF  bereits  vorhandenen  Theil- 
punkte mit  0-Y  parallel  gelegte  Gerade,  die  alles  Licht  enthalten,  welches 
schliesslich  in  dem  Beugungsbilde  noch  übrig  bleibt.  Demnach  wird  nur 
in  den  Durchkreuzungspunkten  der  beiden  mit  0  Y  und  0  X  parallelen 
Systeme  von  Maximumlinien  noch  Lichtwirkung  vorhanden 'sein,  und  das 
Beugungsbild  reducirt  sich  auf  ein  zierlich  angeordnetes  Netz  von  hellen 
Punkten  (Fig.  33). 

So  wird  es  sich  verhalten  bei  Anwendung  von  homogenem  Licht;  ist 
aber  der  durch  die  gekreuzten  Gitter  anvisirte  Lichtpunkt  weiss,  so  ent- 
spricht jeder  einzelnen  Farbe  ein  solches  Netz  von  hellen  Punkten,  wel- 
ches mit  dem  eben  construirten  ähnlich  ist,  und  zwar  verhalten  sich,  für 
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swei  beliebige  Farben ,  die  Abstände  bomologer  Bildpunkte  von  der  Bild- 

ftn  1 

mitte  wie  die  zugebörigen  Wellenlängen,  was  sofort  aus  dem  Ausdruck  - — 

bervorgebt.  Hat  man  daher  z.  B.  für  violettes  Liebt  das  Netz  entworfen, 
and  ist  v  ein  beller  Punkt  desselben,  so  braucbt  man  nur,  um  den  zuge- 
hörigen rotben  Punkt  r  zu  finden,  durcb  0  und  v  eine  Gerade  zu  zieben 

und  auf  derselben  Or  =  Ov  .-^  abzutragen,  wo  A,.  und  A„  resp.die  Wellen- 

A» 

längen  des  rotben  und  violetten  Licbtes  bezeicbnen.  Auf  der  Strecke  vr 
sind  alsdann  die  zwiscbenliegenden  Farben  nacb  demselben  einfacben 
Gesetz  wie  bei  jedem  Gitterspectrum  vertbeilt.  In  der  Bildmitte  0  fallen 
alle  Farben  zusanunen  und  erzeugen  daselbst  das  weisse  Bild  des  leuchtenden 
Punktes ;  dasselbe  erscheint  umgeben  von  regelmässig  angeordneten  Spectren, 
deren  Längsrichtungen  sämmtlich  nach  der  Bildmitte  convergiren  (Fig.  33). 
Als  zweites  Beispiel  diene  die  schöne  Erscheinung,  welche  man  er- 
blickt, indem  man  durcb  die  Fahne  einer  Vogelfeder  (am  besten  eignen 
sieb  die  Schwung-  und  Steuer  federn  der  Singvögel)  einen  leuchtenden  Punkt 
betrachtet.  Je  vier  der  Fäserchen  «i|3,,  «,i/3ü,  a'/S,,  a"ft,  (Fig. 34)  begrenzen 
eine  aus  zwei  symmetrischen  Parallelogrammen  gebildete  Oeffnung  wie 
Fig.  22,  und  würden  daher  fßr  sich  allein  die  Erscheinung  Fig.  23  erzeugen. 
Da  aber  entlang  dem  Kielchen  a}>  sehr  viele  solche  Oeffnungen  auf  einan- 
der folgen,  so  werden  nur  die  auf  den  Linien  der  grossen  Maxima  ge- 
legenen Bildpunkte  übrig  bleiben ;  diese  Linien  sind  senkrecht  zum  Kiel- 
oben a6,  also  parallel  zu  OX^  und  sind  in  Fig.  23  punktirt  angegeben.  (Bei 
ihrer  Construction  wurde  angenommen,  dass  ein  Fäserchen  a^Si  gerade 
halb  so  breit  als  der  zwischen  zwei  benachbarten  enthaltene  lichte  Zwischen- 
raum sei,  so  dass  der  Abstand  zweier  grosser  Maxima  }  beträgt  von  dem 
Abstand  zweier  der  in  Fig.  23  vorhandenen  dunkeln  Streifen,  und  somit 
das  dritte  Maximum*  mit  dem  zweiten  dunkeln  Streifen  zusammenföllt.) 
Weil  nun  ferner  solcher  Kielcben  ah^  ab\  etc.  sehr  viele  dem  Mittelkiele 
AB  entlang  gereiht  sind,  so  wird  das  Bild  von  neuen,  zu  AB  senkrechten 
Maximumlinien  durchsetzt  und  dadurch  jede  der  obigen  Maximumlinien 
in  eine  dichtgedrängte  Beihe  von  bellen  Punkten  zerlegt;  da  nämlich  die 
Kielchen  ah^d b*  etc.  verbältnissmässig  grosse  Abstände  haben,  so  werden 
die  ihnen  entsprechenden  Maxima  sehr  nahe  an  einander  liegen.  Um  nun 
für  weisses  Licht  die  Spectra  zu  erhalten ,  braucht  man  nur  durch  jeden, 
etwa  dem  violetten  Lichte  angebörigen,  hellen  Punkt  des  Bildes  zur  Bild- 
mitte eine  Gerade  zu  ziehen  und  auf  dieser  nach  der  oben  gegebenen  Vor- 
schrift den  zugehörigen  rotben  Punkt  zu  suchen.  Die  einzelnen  Spectra, 
welche  einer  zu  OX  parallelen  Punktreihe  angehören,  erscheinen  alsdann 
zu  breiteren  Spectren  verschmolzen ,  welche  von  feinen  dunkeln  nach  der 
Bildmitte  hin  convergiren  den  Längslinien  durchzogen  sind,  wie  das  in 
Fig.  35  angedeutet  ist. 
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23.  Bengangsersoheiniingen ,  hervorgebracht  durch  ein  dunkles 
Schirmohen  oder  eine  Omppe  solcher.  In  §.  18  ist  gezeigt  worden,  dass 
sowohl  die  Papille  des  Auges  als  auch  die  Objectivöffnung  eines  Fernrohrs 
beugend  wirkt.  Da  aber  der  Durchmesser  der  Pupille  und  noch  mehr  der- 
jenige des  Objectivs  ungeheuer  gross  ist  im  Vergleich  zu  den  Dimensionen 
der  kleinen  Oeffnungen  und  der  dunkeln  Körperchen,  an  denen  man  die 
Beugungserscheinungen  gewöhnlich  beobachtet,  so  können  wir,  gestützt 
auf  §.  10  (Ende),  sagen,  dass  die  durch  Papille  oder  Objectivöffnung  be- 
wirkte seitliche  Ausbreitung  des  Lichteindrucks  verschwindend  klein  sei 
gegenüber  der  durch  kleine  Oeffnungen  oder  kleine  dunkle  Körper  hervor- . 
gebrachten,  oder,  was  für  die  mathematische  Behandlung  auf  dasselbe 
hinauskommt,  dass  der  Durchmesser  des  Objectivs  als  unendlich  gross  an- 
zusehen sei,  verglichen  mit  den  Dimensionen  merklich  beugender  Oeffnun- 
gen oder  Körperchen. 

Sei  nun  (Fig.  36)  A  ein  beliebiger  Punkt  am  Eande  einer  kleinen 
Oeffnung  und  AS  ein  von  ihm  ausgehender  gebeugter  Strahl  and  schneide 
eine  darch  diesen  gelegte  Ebene  den  Schirm  längs  der  Geraden  AB^  so 
ist  A  B  ein  beliebiger  Elementarstreifen  der  Oeffnung.  Wollen  wir  nun  die 
Eesultante  aller  Strahlen  dieses  Streifens  bestimmen ,  so  theilen  wir  A  B , 
von  A  angefangen  nach  B  hin,  in  gleiche  Theile  Aa^  ab^  bc,,,,  deren 
Länge  so  beschaffen  ist,  dass  der  Gangunterschied  AI  zweier  Kandstrahlen 
AS  und  as  der  jenen  Abtheilungen  entsprechenden  Strahlenbündel  gerade 
eine  ganze  Wellenlänge  beträgt.  Alsdann  verschwindet  die  Wirkung  der 
vollständigen  Bündel  Aa,  ab,  bc  ganz,  und  nur  die  des  an  vollständigen 
Bündels  c  B  (dessen  Breite  c ^  in  der  Figur  kleiner  als  ^cd  angenommen 
ist)  bleibt  übrig.  Tritt  jetzt,  ohne  dass  im  Uebrigen  etwas  geändert  wird, 
an  die  Stelle  der  kleinen  Oeffnung  ein  mit  ihr  congruentes  dunkles  Schirm- 
chen und  macht  man  die  nämliche  Gonstruction  wie  ;^orher,  so  stellt  jetzt 
AB  den  Schnitt  des  Schirmchens ;  die  bis  ins  Unendliche  verlängert  ge- 
dachten Geraden  A  W  and  B  W  dagegen  stellen  den  Schnitt  der  einfallen- 
den unbegrenzten  Lichtwelle  dar.  Theilt  man  nun  die  Gerade  Vf  W  von 
dem  Pankt  A  aus  nach  rechts  und  links ,  wie  oben  angegeben,  in  die 
gleichen  Theile  Aa^  ab,  bc,  crf,  ...,  Aa\...^  so  bringen  die  Strahlen, 
welche  von  den  Wellenstücken  A  W  und  d  W'  ausgehen ,  keine  Wirkung 
hervor,  und  die  zwischen  A  and  B  auf  das  undurchsichtige  Schirmchen 
fallenden  werden  ganz  abgehalten*  Es  kann  also  nur  noch  derTheil  Bd 
der  Welle  zur  Wirkung  kommen.  Ist  aber  m  der  Mittelpunkt  von  cd  und 
macht  man  dn^Bm,  so  vernichten  sich  die  Bündel  Bm  und  dn  gegen- 
seitig, weil  sie  in  ihrem  Gange  um  eine  halbe  Wellenlänge  differiren ,  und 
man  behält  blos  noch  das  Bündel  mn  übrig,  welches  sich  von  dem  bei  der 
kleinen  Oeffnung  übrig  gebliebenen  Bünd^  c  B  nur  dadurch  anterscheidet, 
dass  es  um  ^A  gegen  dasselbe  verschoben  ist.  Das  Bündel  mn  wird  also 
dieselbe  Amplitude,  nur  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen,  und  genau  die 
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nämliche  Intensität  liefern  wie  das  Bündel  cB.  Nur  wenn  der  Strahl  ÄS^ 
senkrecht  steht  zu  AB^  also  für  die  direct  einfallenden  Strahlen,  lässt  sich 
die  hier  angewendete  Constrnction  nicht  durchführen.  Alsdann  werden  aber 
alle  auf  das  Objectiv  treffenden  Strahlen  in  dessen  Brennpunkt  vereinigt. 
—  Dieselbe  Schlussfolgerung  bleibt  noch  anwendbar,  wenn  man  es  nicht 
mit  einer  Oeffuung  und  mit  einem  Schirmchen,  sondern  mit  einer  beliebigen 
Gruppe  von  Oeffnungen  oder  Schirmchen  zu  thun  hat.  Wir  können  daher 
folgenden  merkwürdigen  Satz  aussprechen : 

Die  Beugungserscheinung,  welche  durch  oini  undurch- 
sichtiges Schirmchen  oder  durch  eine  Gruppe  solcher  Schirm- 
eben hervorgebracht  wird,  ist  vollkommen  identisch  mitder- 
jenigen,  welche  von  einer  gleichgestalteten  Oeffnung  oder 
Gruppe  von  Oeffnungen  herrührt,  mit  alleiniger  Ausnahme  des- 
jenigen Punktes,  in  welchem  die  directen  Strahlen  sich  vereinigen.  In 
diesem  sammelt  sich  stets  alles  Licht,  welches  von  dem  Schirme  oder  den 
Schirmchen  nicht  aufgehalten  wird. 

Zur  Entstehung  von  Beugungserscheinungen  ist  keineswegs  nothwen- 
dig,  dass  der  Schirm  (oder  die  Schirmchen)  vollkommen  undurchsichtig  sei, 
sondern  es  genügt,  dass  die  offenen  Stellen  mehr  Licht  durchlassen  als 
die  ausgefüllten.  Ein  kleiner  durchsichtiger  Körper,  z.  B.  ein  Wasser- 
bl&scben  oder  Wassertröpfchen,  wird  ebenfalls  beugend  wirken  können, 
gerade  als  wäre  es  ein  kleiner  kreisrunder  Schirm,  weil  vermöge  der  Ke- 
flexion  und  Absorption  die  durchgehenden  Strahlen  lichtschwächer  sind  als 
die  vorbeigehenden.  Die  durchgegangenen  Strahlen  können  allerdings  die 
Erscheinung  noch  dadurch  compliciren,  dass  sie  kraft  ihrer  durch  die 
Brechung  erlittenen  Verzögerung  mit  den  vorbeigehenden  Strahlen  inter- 
feriren  und  so  jene  Interferenzphänomene  hervorrufen ,  welche  man  „  Far- 
ben gemischter  Plättchen*'  genannt  hat. 

84.  Hdfe.  So  nennt  man  die  (oft  nur  undeutlich)  gefärbten  Kreise, 
welche  bei  leichtverschleiertem  Himmel  die  Sonne,  den  Mond  oder  hellere 
Sterne  umgeben;  ihr  scheinbarer  Durchmesser  erreicht  nur  wenige  Grade, 
und  der  Umstand,  dass  sie  aussen  roth,  innen  violett  erscheinen,  verräth 
sie  sogleich  als  Beugungserscheinungen. 

Nach  dem  oben  Vorausgeschickten  ist  es  nicht  schwer,  ihre  Entstehung 
zu  erklären.  Denken  wir  uns  nämlich  einen  undurchsichtigen  Schirm  von 
sehr  vielen  gleichen,  aber  unregelmässig  angeordneten  Oeffnungen  durch- 
bohrt, so  werden  dieselben  für  jede  Beugungsrichtung  eben  s6  viele  unter 
sich  gleiche  Resultanten  liefern.  Wegen  der  Regellosigkeit  der  Gruppirung 
werden  diese  in  keiner  Richtung  sich  vollkommen  vernichten  können ;  über- 
haupt ist  kein  Orund  vorhanden,  anzunehmen,  dass  der  Grad  ihrer  Ueber- 
einstimmung  oder  ihres  Gegensatzes  in  einer  Richtung  ein  wesentlich  an- 
derer sein  sollte,  als  in  einer  zweiten  Richtung.  In  jeder  Richtung  wird 
daher  zwischen  einer  ungefähr  gleich  grossen  Anzahl  jener  Resultanten 


42  Die  Fraunhofer'schen  Beugungserscheinungen 

derselbe  mebr  oder  weniger  vollkommene  Einklang  herrseben,  und  die 
Beugungserscbeinang  wird  qualitativ  dieselbe  bleiben,  als  wenn  nur  eine 
Oeffnung  vorhanden  wäre;  die  einzige  Modification ,  welche  sie  erleidet, 
besteht  darin,  dass  ihre  Intensität  überall  in  gleichem  Maasse  erhöht  wird. 
Nach  den  Sätzen  des  vorausgehenden  Paragraphen  wird  nun  die  Beu- 
gungserscheinung qualitativ  nicht  geändert,  wenn  wir  die  Oe£fnungen  durch 
gleichgestaltete  und  gleichgrosse ,  undurchsichtige  oder  durchsichtige 
Schirmchen  ersetzen.  Bei  den  Höfen  sind  die  Wasserbläschen,  aus  denen 
die  Wolken  bestehen,  als  solche  Schirmchen  zu  betrachten;  dieselben  müs- 
sen demnach  die  nämliche  Reihenfolge  von  Intensitätsverhältnissen  hervor- 
bringen, wie  eine  einzige  kreisförmige  Oeffnung  von  dem  Durchmesser  der 
Bläschen.  Ist  die  Lichtquelle  ein  Punkt,  z.  B.  ein  heller  Stern,  so  wird 
für  jede  Farbe,  nach  §.  17,  das  erste  und  zweite  Minimum  eintreten,  wenn 
die  Projection  dieses  Durchmessers  auf  die  Beugungsrichtung  resp.  i,  2  und 
2,2  Wellenlängen  beträgt ;  nehmen  wir  an ,  dass  das  erste  Maximum  zwi- 
schen den  zwei  ersten  Minimis  gerade  in  der  Mitte  liege,  so  würde 
dasselbe  stattfinden,  wenn  jene  Projection  l,7i*)  ausmacht,  oder  wenn 
dsin^^=  1,7  iL  ist,  unter  d  den  Bläschendurchmesser  und  unter  ^  den  Beu- 
gungswinkel verstanden.  Da  dieser  Winkel  nur  klein  ist,  so  können  wir 
statt  vorstehender  Gleichung  genähert 

1,7X 

setzen.  Beachten  wir  nur  diese  ersten  und  lichtstärksten  Maxima,  so  er- 
scheint demnach  der  Lichtpunkt  von  farbigen  Kreisen  umgeben,  deren 
scheinbare  Radien  (^)  sich  umgekehrt  wie  die  Bläschendurchmesser  und 
direct  wie  die  Wellenlängen  verhalten,  von  denen  also  der  innerste  violett, 
der  äusserste  roth  ist.  Misst  man  den  scheinbaren  Halbmesser  irgend  eines 
dieser  Farbenringe,  so  kann  man  mit  Hilfe  der  bekannten  Wellenlänge  aus 
obiger  Gleichung  den  Durchmesser  der  Bläschen  berechnen. 

Ist  die  Lichtquelle,  wie  Sonne  oder  Mond,  eine  Scheibe,  so  wird  jeder 
Punkt  derselben  für  sich  die  ganze  Reihenfolge  der  farbigen  Kreise  erzeu- 
gen ;  für  jede  Farbe  entsteht  dadurch  ein  mit  der  Lichtscheibe  concentri- 
scher  Ring,  dessen  scheinbare  Breite  gleich  dem  Durchmesser  der  Scheibe 
ist.  Da  diese  Ringe  mit  ihren  Rändern  sich  theilweise  decken,  so  wird  die 
jetzige  Erscheinung  zwar  weit  lichtstärker,  aber  weniger  rein  sein,  als  bei 
einem  Lichtpunkt.  Immerhin  lässt  sich  die  oben  erwähnte  Bestimmung 
des  Bläschendurchmessers  auch  hier  durchführen,  indem  man  z.  B.  für  den 
rothen  lEting,  unter  Anwendung  eines  rothen  Glases,  den  Halbmesser  des 
mittleren  Umfanges  zu  ermitteln  sucht. 

Farbige  Höfe  können  überhaupt  nur  dann  entstehen,  wenn  die  Dunst- 
bläschen merklich  gleiche  Durchmesser  besitzen ;  ist  dies  nicht  der  Fall, 


*)  Der  genaue  Werth  ist  1,034722  X. 
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80  lagern  sich  die  Maxima  verschiedener  Farben  über  einander  und  erzeu* 
gen  durch  ihre  Mischung  einen  weisslichen  Hof. . 

Künstliche  Höfe  gewahrt  man ,  wenn  man  auf  einer  Glasplatte  kleine 
Körperchen  von  gleicher  Gestalt  und  Grösse  (z.B.  Sporen  vonLycopodium 
und  Bovista,  Pollenkörner,  Stärkmehlkörner,  Blutkörperchen  etc.)  ausbrei- 
tet und  eine  Kerzenflamme  dadurch  betrachtet. 

Fadenförmige  Körper  von  gleicher  Dicke,  z.  B.  GoconfUden ,  Wolle, 
feine  Haare,  in  willkürlicher  Weise  zwischen  zwei  Glasplatten  gebracht, 
zeigen  ebenfalls  Höfe.  Wären  nämlich  die  Fäden  parallel,  aber  in  unregel- 
massiger  Yertheilung ,  so  würden  sie  qualitativ  die  nämliche  Erscheinung 
hervorbringen  wie  eine  Spalte  von  der  Breite  eines  Fadens ,  also  auf  der 
zu  der  Richtung  der  Fäden  senkrechten  Geraden  in  einer  von  dieser  Breite 
und  der  Wellenlänge  abhängigen  Entfernung  ein  Intensitätsmaximum  er- 
zeugen ;  wegen  der  verschiedenen  Orientirung  ^  der  Fäden  geschieht  das 
aber  in  allen  Richtungen  ringsherum  und  statt  geradliniger  Fransen  muss 
ein  Ring  entstehen«  • 

Man  begreift,  wie  man  aus  den  scheinbaren  Durchmessern  dieser 
künstlichen  Höfe,  ebenso  wie  oben  bei  den  natürlichen,  auf  den  Durchmes- 
ser der  kleinen  Körperchen  oder  der  Fäden  schliessen  kann ,  durch  die  sie 
erzeugt  werden  (Eriometer  von  Young). 

25.  Sehief  einfallende  Strahlen.  Wir  haben  bisher  stets  angenommen, 
dass  die  directen  Strahlen  senkrecht  stehen  zur  Schirmebene.  Jetzt  wollen 
wir  den  Fall  näher  ins  Auge  fassen,  wo  dieselben  gegen  den  Schirm  belie* 
big  geneigt  sind. 

Sei  zu  dem  Ende  AB  (Fig.  37)  ein  beliebiger  Elementarstreifen,  aA 
die  Richtung  der  einfallenden.  Au  die  der  gebeugten  Strahlen,  wobei  zu 
beachten  ist,  dass  die  Ebene  aAB  keineswegs  mit  der  Ebene  aAB  zm  co- 
incidiren  braucht.  Sind  nun  AC  senkrecht  zxx  bB  und  BD  senkrecht  zu 
Aa  gefallt y  so  ist  ^C  die  Weglänge,  um  welche  der  in  A  ankommende  di- 
recte  Strahl  aA  dem  in  B  eintreffenden  hB  voraus  ist,  und  AD  die  Strecke, 
um  welche  der  von  A  ausgehende  gebeugte  Strahl  A  a  zurückbleibt  gegen 
den  von  B  ausgehenden  Bß,  Die  Gesammtverzögerung  von  Aa  gegen  Bß 
beträgt  also  AD  —  BC^  d.  h.  sie  ist  gleich  der  Differenz  der  Projectionen 
des  Streifchens  auf  die  Richtungen  der  gebeugten  und  der  directen  Strah- 
len. Von  diesem  Unterschiede  hängt  die  Wirkung  des  Streifchens  ganz  in 
derselben  Weise  ab,  wie  bei  senkrecht  einfallendem  Licht  von  der  Projeo- 
tion  des  Streifchens  auf  die  Beugungsrichtung. 

Ebenso  leicht  sieht  man  ein,  dass  die  Wirkung  einer  rechteckigen 
Oeffnung  durch  die  Differenzen  der  Projectionen  zweier  anstossender  Sei* 
ten  auf  die  Richtung  der  gebeugten  und  directen  Strahlen  jetzt  in  dersel- 
ben Weise  bedingt  wird ,  wie  früher  durch  die  Projectionen  der  Seiten  auf 
die  nämlichen  beiden  Richtungen.  —  Denken  wir  uns  nun  eine  beliebige 
Oeffnung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem,  dessen  Ursprung  der 
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bekannte  Punkt  0  ist,  bezogen,  dann  für  senkrecht  einfallende  Strahlen 
und  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensystem  den  Grundriss  ihres  Beu- 
gnngsbildes  entworfen;  P  (Fig.  38)  sei  ein  beliebiger  Punkt  des  Grundrisses. 
Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  bei  schief  einfallendem  Lichte  denjeni* 
gen  Punkt  P'  des  neuen  Grundrisses  zu  finden,  für  welchen  sich  die  Inter- 
ferenz unter  denselben  Umständen  vollzieht,  wie  bei  senkrecht  einfallen- 
den Strahlen  für  den  Punkt  P,  Zu  diesem  Ende  werde  die  Oeffnung, 
etwa  parallel  zur  Axe  OXy  in  schmale  Streifen  zerlegt»  von  denen  jeder  als 
ein  Bechteckchen  betrachtet  werden  kann.  Bilden  nun  die  directen  Strah- 
len mit  OX  und  OF,  oder  mit  den  Seiten  des  Kechtecks,  die  Winkel  q> 
und  1^,  so  construiren  wir  zwei  Kegel,  die  ihre  Spitzen  in  0  haben  und 
deren  Seiten  mit  den  Axen  0  X  und  0  Y  resp.  die  Winkel  (p  und  ^  bilden ; 
ihre  gemeinschaftliche  Erzeugende  giebt  alsdann  die  Bichtung  und  auf  der 
halbkugeligen  Bildfläche  den  Sammelpunkt  der  directen  Strahlen  an ;  die- 
ser projicire  sich  in  0\  Zwei  andere  beliebige  Kegel,  deren  einer  OAT,  der 
andere  0  ¥  zur  Axe  hat,  geben  ebenso  durch  ihre  gemeinschaftliche  Erzeu- 
gende einen  beliebigen  Bildpunkt  an,  dessen  Projection  P'  sei.  Die  Wir- 
kung im  Punkte  P'  hängt  ab  von  den  beiden  oben  näher  bezeichneten  Dif  • 
ferenzen,  und  ist  die  nämliche  wie  in  Py  wenn  diese  Differenzen  resp. 
gleich  sind  den  Projectionen  der  Rechteckseiten  auf  die  dem  Punkte  P  ent- 
sprechende Strahlenrichtung. 

Nun  lege  man  durch  die  Axe  OX  die  Ebene  XOZ  senkrecht  zur 
Grundrissebene  XO  Y  (in  Fig.  38  ist  XOZ  um  OX  auf  die  Ebene  ^0  7  um- 
geklappt gedacht),  so  wird  dadurch  die  Bildfläche  längs  der  Kreislinie  XZ^ 
und  die  Kegel  mit  der  Axe  0  X,  welche  die  zu  den  Bildpunkten  jP,  0\  P' 
gehörigen  Strahlen riehtungen  als  Erzeugende  enthalten,  resp.  längs  OF, 
OFy  OF'  geschnitten.  Sind  alsdann  Oßy  Oy^  OS  die  Projectionen  der 
Länge  Oa  des  Beehteckchens  auf  die  durch  jeden  Kegel  repräsentirte 
Strahlenrichtung,  so  muss,  damit  das  Bechteckchen,  was  seine  Länge  anbe- 
trifft, in  P  und  P'  gleich  wirke,  OS—Oy^Oß  sein.  Nun  sind  die  Dreiecke 
OFRy  OFB^,  OFR'  der  Beihe  nach  ähnlich  den  Dreiecken  Oaß,  Oay^  Ootö, 
und  wenn  08—0y==0ß  ist,  so  muss  auch  OI('^OK^OR,  oder  O'Ä'" 
=  07{  sein.  Ganz  ebenso  könnte  man  an  den  entsprechenden  Kegeln, 
welche  0  Y  zur  Axe  haben ,  nachweisen ,  dass  bei  gleicher  Wirkung  in  P 
und  P  auch  0'Q'^=OQ  sein  müsse.  Was  für  dieses  eine  Rechteckchen  er- 
wiesen wurde,  gilt  ebenso  gut  auch  für  jedes  andere,  sonach  auch  für  die 
ganze  Oeffnung. 

Um  daher  bei  schief  einfallenden  Strahlen  den  Grund- 
riss des  Beugungsbildes  zu  .erhalten,  entwerfe  man  densel- 
ben zuerst  für  senkrechte  Strahlen,  bestimme  sodann  den 
Punkt  0\  in  welchem  sich  der  Yereinigungspunkt  der  schie- 
fen Strahlen  projicirt,  und  verschiebe  nun  den  Grundriss 
parallel  mit  sich  selbst,  bis  sein  Mittelpunkt  0  auf  0'  fällt,  so 
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stellt  derselbe  in  dieser  nenen  Lage  den  Grandriss  des  neuen 
Bengnngsbildes  vor. 

Der  Gbnndriss  ändert  also  blos  seine  Lage,  nicht  aber  seine  Gestalt; 
das  wirkliche  Bild  anf  der  Halbkugel  dagegen  verliert  seine  frühere  Sym- 
metrie nnd  erleidet  eine  um  so  bedeutendere  Verzerrung ,  je  weiter  man 
den  Gmndriss  verschiebt,  d.  h.  je  mehr  man  die  einfallenden  Strahlen  ge- 
gen die  Schirmnormale  neigt. 

Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken ,  dass  für  dieselbe  Oeffnung  sich  die 
senkrechten  Querschnitte  der  directen  Strahlen  bei  normal  und  bei  schief 
einfallendem  Lichte  wie  l:cosq>  verhalten,  wenn  q>  den  Winkel  der  directen 
Strahlen  mit  der  Normale  der  Schirmebene  bezeichnet.  Die  Intensität  des 
directen  und  darum  auch  des  gebeugten  Lichtes  wird  daher  für  schief  ein- 
fallende Strahlen  gleichmässig  über  das  ganze  Beugungsbild  im  Verhältniss 
von  eos  '9 : 1  geschwächt  erscheinen. 

26.  Methode  der  Messung.  Der  im  vorhergehenden  Paragraphen  er- 
wiesene Satz  ist  nun  von  grosser  Wichtigkeit  für  die  bequeme  Anstellung 
der  Beobachtungen  und  .Messungen.  Denn  sei  zuerst  die  Fernrohraxe 
ebenso  wie  die  directen  Strahlen  senkrecht  zur  Schirmebene,  so  dass  der 
Punkt  O,  d.  h.  das  Bild  des  leuchtenden  Punktes,  am  Fadenkreuz  gesehen 
wird.  Denken  wir  uns  nun ,  ohne  Femrohr  und  Schirm  zu  bewegen ,  die 
einfallenden  Strahlen  in  die  Eichtang  OF' (Fig.  39)  gebracht,  so  wird 
jetzt  F^  der  Vereinigungspunkt  der  directen  Strahlen  und  (/  seine  Projec- 
tion  sein,  und  am  F/tdenkreuz  wird,  wenn  0P=0  0'  ist,  der  Punkt  P  des 
ursprünglichen  Beugungsbildes  erscheinen  (in  der  Figur  ist  nämlich  OZ 
die  Fernrohraxe,  POO*  der  Durchschnitt  des  Schirmes  oder  der  Grundriss- 
ebene ,  und  der  Halbkreis  der  Durchschnitt  det  Bildfläche  mit  der  Ebene 
der  Zeichnung).  Da  nun  0P=00',  so  i^t  auch  Z.FOZ=Z.  F'OZ,  d.  h.  der 
dem  Punkt  P  des  anfänglichen  Bildes  entsprechende  Beu- 
gungswinkel ist  gleich  dem  Winkel,  um  welchen  die  einfal- 
lenden Strahlen  gegen  die  Fernrohraxe  geneigt  werden 
mussten,  um  den  Punkt  P  ans  Fadenkreuz  zu  bringen.  Statt 
aber  die  einfallenden  Strahlen  gegen  die  Fernrohraxe  und  den  zu  ihr  senk- 
rechten Schirm  zu  neigen,  wird  man  besser  den  Schirm  fest  mit  dem  Fern- 
rohr verbinden  und  Fernrohr  sammt  Schirm  gegen  die  einfallenden  Strah- 
len neigen,  was  offenbar  denselben  Erfolg  hat.  Hat  man  daher  Beugungs- 
winkel zu  messen,  so  verfahre  man  auf  folgende  Weise.  Der  Schirm  oder 
das  Gitter  wird  mittelst  eines  passenden  Kinges  auf  das  Objectivende  eines 
Theodolitfemrohrs,  senkrecht  zu  dessen  Axe  aufgesteckt.  Alsdann  stelle 
man  das  Fernrohr  mit  seinem  Fadenkreuz  auf  die  Lichtquelle  (Lichtpunkt 
oder  Lichtlinie)  ein  und  lese  den  Nonins  ab ;  dann  drehe  man  das  Fernrohr 
80  lange,  bis  der  Bildpunkt,  für  den  der  Beugungswinkel  gemessen  werden 
soll,  am  Fadenkreuz  erscheint,  und  lese  wiederum  den  Nonins  ab;  die  Diffe 
renz  der  beiden  Ablesungen  giebt  den  gesuchten  Beugungswinke].  Dabei  ist 
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freilich  vorausgesetzt,  dass  der  fragliche  Bildpunkt  in  der  durch  die  Fern- 
rohraxe  gelegten  Horizontalebene  liege;  will  man  ffir  einen  andern  belie* 
bigen  Bildpunkt  den  Beugungswinkel  bestimmen,  so  kann  man  denselben 
durch  geeignetes  Drehen  des  Schirmes  leicht  in  diese  Ebene  bringen. 

Durch  das  Aufstecken  der  Schirmvorrichtung  auf  das  Femrohr  wird 
auch  das  dunkle  Zimmer  entbehrlich,  indem  jetzt  das  Fernrohr  selbst  als 
dunkle  Kammer  functionirt.  Als  Lichtquelle  kann  man  bequem  den  hellen 
Punkt,  den  ein  innen  geschwärztes  Uhrglas,  oder  die  helle  Linie,  welche 
eine  innen  geschwärzte  Glasröhre  von  der  Sonne  beleuchtet  zeigt,  benutzen. 

27.  DaB  Xinimnm  dea  Bengnngswinkels.  Um  die  oben  erwähnte  für 
schief  einfallende  Strahlen  eintretende  Verzerrung  des  Beugungsbildes  ge- 
nauer zu  Studiren,  denken  wir  uns  wiederum  den  Grundriss  für  senkrecht 
einfallende  Strahlen  construirt ,  und  in  dessen  Mittelpunkt  0  und  in  einem 
beliebigen  anderen  Punkte  P  Senkrechte  errichtet,  welche  auf  der  Halb- 
kugel die  zugehörigen  Bildpunkte  o  und  p  angeben.  Nun  werde  der  Grund- 
riss derart  verschoben,  dass  die  Strecke  OP  längs  dem  durch  0  und  P  ge- 
zogenen Durchmesser  der  Grundrissebene. fortgleite;  wie  wir  wissen,  ent- 
spricht diese  Verschiebung  einer  Neigung  der  einfallenden  Strahlen  in  der 
Ebene  des  durch  o  und  p  gelegten  grössten  Kreises.  Bezeichnen  wir  die 
Punkte  0  und  P  in  ihrer  neuen  Lage  mit  0'  und  P\  die  zugehörigen  Bild- 
punkte mit  o'  und  p\  so  wird  jetzt  der  Beugungswinkel  o'Op'  durch  den 
Bogen  o'p'  des  vorhin  genannten  Kreises  gemessen.  Da  bei  der  Verschie- 
bung die  Strecke  O'P'  immer  gleich  OP  bleibt,  so  wird  dieser  Winkel  sich 
ändern ,  und  zwar  wird  er  augenscheinlich  um  so  grösser ,  je  weiter  die 
Strecke  O'P'  nach  dem  Rande  der  Grundrissebene  hin  verschoben  wird. 
Seinen  kleinsten  Werth  erhält  derselbe  offenbar,  wenn  die  Strecke  0' P' 
durch  0  halbirt  wird.  Der  Beugungswinkel  wird  daher  für  einen 
bestimmten  Bildpunkt  ein  Minimum,  wenn  die  Normale  des 
Schirmes  denselben  halbirt. 

Auf  dieses  Verhalten ,  welches  bisher  noch  nicht  bemerkt  worden  zu 
sein  scheint,  Hesse  sich  eine  zweite  bequeme  Messungsmethode  des 
Beugungswinkels  gründen.  Sei  nämlich  OZ  (Fig.  40)  die  horizontale 
Axe  des  unbeweglich  nach  der  Lichtquelle  gerichteten  Fernrohrs,  welches 
jetzt  nicht  mit  einem  Theilkreise  versehen  zu  sein  braucht.  Der  Schirm, 
z.  B.  ein  auf  Glas  geritztes  Gitter ,  sei  vor  dem  Fernrohr,  jedoch  nicht  fest 
mit  demselben  verbunden,  vertical  aufgestellt  und  um  eine  verticale,  zu 
den  Ritzen  des  Gitters  parallele  Axe  drehbar.  Ist  nun  die  Ebene  des 
Schirmes  anfangs  senkrecht  zur  Fernrohraxe,  so  sieht  man  symmetrisch  zu 
beiden  Seiten  der  als  Lichtquelle  dienenden  hellen  Linie  die  früher  be- 
schriebenen Spectra.  Fassen  wir  in  dem  ersten  Spectrum  zur  Rechten  und 
zur  Linken  eine  bestimmte  Fraunhofer'sche  Linie,  z.  B.  die  Linie  />,  ins 
Auge ,  so  wird  dieselbe  in  einem  gewissen  und  zwar  beiderseits  demselben 
Winkelabstand  ^  von  dem  Bilde  der  Lichtquelle  gesehen.   Dreht  man  nun 
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das  Gitter  nm  seine  verticale  Axe  in  einer  der  Bewegung  des  Uhrzeigers 
entgegengesetzten  Richtung,  so  wird  sich  die  Linie  D  zur  Eechten,  und  mit 
ihr  das  zugehörige  Spectrum ,  dem  Bilde  der  Lichtquelle ,  welches  immer 
unverrückt  am  Fadenkreuze  bleibt,  zuerst  nähern,  während  die  Linie  2>  zur 
Linken  nebst  dem  zugehörigen  Spectrum  sich  entfernt.  Bei  einem  gewissen 
Drehungswinkel  wird  die  Linie  D  zur  Rechten  stillzustehen  scheinen ,  um 
sich  bei  weiter  fortgesetzter  Drehung  wieder  zu  entfernen ;  die  Linie  D  zur 
Linken  fährt  dabei  immer  fort,  sich  zu  entfernen,  bis  sie  aus  dem  Gesichts- 
felde verschwindet.  Dreht  man  daher  das  Gitter  so  lange  in  der  bezeich- 
neten Richtung;  bis  die  fragliche  Fraunhofer'sche  Linie  der  Lichtquelle  am 
nächsten  gekommen  ist,  so  ist  für  sie  der  Beugungswinkel  ein  Minimum 
(wir  wollen  dasselbe  mit  if;'  bezeichnen),  und  seine  Hälfte  \fp'  ist  gleich 
dem  Winkel,  welchen  die  Schirmnormale  mit  der  unbeweglichen  Fernrohr- 
axe  bildet  Der  Winkel  ifi'  kann  leicht  gemessen  werden,  wenn  das  Gitter 
auf  der  Drehungsaxe  der  Alhidade  eines  horizontalen  getheilten  Kreises 
befestigt  ist  Man  sucht  nämlich  für  dieselbe  Fraunhofer'sche  Linie  in 
zwei  Spectren  gleicher  Ordnung  zur  Rechten  und  zur  Linken  das  Mini- 
mum der  Ablenkung.  Die  Differenz  der  beiden  Ablesungen  des  Nonius 
giebt  dann  unmittelbar  den  Winkel  ^'.  Um  aber  aus  der  Formel  k='esin  ^ 
die  Wellenlänge  zu  berechnen,  hat  man  nicht  den  kleinsten  Beugungswinkel 
^V<3ondern  den  Beugungswinkel  t^  für  senkrecht  einfallende  Strahlen  an- 
zuwenden. Aus  der  Bedingung,  dass  stets  OP=ffP'  ist,  ergiebt  sich 
aber  sofort 

Um  den  Winkel  of;'  nach  diesem  Principe  zu  messen,  könnte  man  auch 
eines  getheilten  Kreises  ganz  und  gar  entrathen  und  sich  der  Poggen- 
dor  ff 'sehen  Spiegelablesung  bedienen,  indem  man  die  Glasplatte,  auf 
welche  das  Gitter  gezeichnet  ist,  als  Spiegel  wirken  lässt. 


IL 
Beitrag  zur  Theorie  der  Function  PQ.  b  ^:i). 

Von 

Dr.  J.  Thomae, 

Docent  in  Halle. 


In  der  Abhandlang  über  die  darcb  die  Ganssiscbe  Reihe  F{a^  ß,  y^x) 
darstellbareD  Functionen  (Göttingen  1857)  bemerkt  Riemann,  dass  das 
Integral : 

▼on  einem  der  vier  Werthe  0,  1,  — ,  oo    bis  zu  einem  dieser  vier  Werthe 

auf  beliebigem  Wege  erstreckt,  eine  Function  Pf^\   «I    ^«)  bildet,  und 

bei  passender  Wahl  dieser  Grenzwertbe  und  des  Weges  von  einem  zum 

anderen  jede  der  sechs  Functionen  P^y  P^  . , .  P^  darstellt.  Er  fügt  hinzu 
(pag.  27):  „Es  lässt  sich  aber  auch  direct  zeigen,  dass  das  Integral  die 
charakteristischen  Eigenschaften  einer  solchen  Function  besitzt.  Es  wird, 
dies  in  der  Folge  geschehen,  wo  dieser  Ausdruck  der  P-Function  durch  ein 

bestimmtes  Integral  zur  Bestimmung  der  in  /^,  P^  . . .  P^  noch  willkürlich 
gebliebenen  Factoren  benutzt  werden  soll ;  und  ich  bemerke  hier  nur  noch, 
dass  es^  um  diesen  Ausdruck  allgemein  anwendbar  zu  machen ,  einer  Modi- 
fication  des  Weges  der  Integration  bedarf ,  wenn  die  Function  unter  dem 

Integralzeichen  für  einen  der  Werthe  0,  1,  oo  ,  —  so  unendlich  wird ,  dass 

sie  die  Integration  bis  zu  demselben  nicht  zulässt."  —  Dies  ist  jedoth 
meines  Wissens  nirgend  erfolgt.  Da  die  bestimmten  Integrale  sich  am 
besten  zur  Darstellung  einer  Function  P  eignen,  weil  sie  einen  ganzen 
Zweig  darstellen,  was  sonst  nur  noch,  nach  Riemann 's  Untersuchungen, 
wenigstens  für  den  Quotienten  zweier  P-  Functionen  durch  Kettenbrüche 
geschehen  kann,  so  schien  es  von  Interesse  diese  Ausführung  zu  unter- 
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nehmen.  Der  von  Riemann  in  seinen  Untersnchnngen  ausgeschlossene 
Fall,  in  welchem  eine  der  Differenzen  cc-^cc^  ß — ß\  y  —  y  eine  ganze 
Zahl  ist,  wird  hier  gleichfalls  ausgeschlossen  und  einer  besonderen  Be- 
arbeitung vorbehalten.  Wenn  wir  auch  noch  den  Fall  ausschliessen,  in 
welchem  eine  der  Zahlen 

.      —a  —  ß  —  y\     —a  —  ß'—y,     ^a-^ß—y,     «— j3'— /, 
die  im  Allgemeinen  complex  sind ,  gleich  einer  ganzen  negativen  Zahl  ist 
so  geschieht  dies  ohne  wesentliche  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit,  weil 
man  vermittels  der  Gleichungen  wie 

denselben  immer  vermeidenkann.  Welche  Bestimmung  Riemann  über  die  in 

P  y  P  y  —  P'  von  ihm  noch  willkürlich  gelassenen  Factoren  hat  treffen 
wollen,  bleibt  ungewiss,  wir  stellen  sie  hier  so  fest,  dass 

p«..-«^.(i)-^... 

mit  der  Annäherung  von  x  an  den  betreffenden  Verzweigungswerth  den 
Werth  Eins  erhält.  Riemann's  Abhandlung  citiren  wir  mit  „Riemann, 
pag.",  setzen  die  dort  niedergelegten  Principien  als  bekannt  voraus,  und 
bedienen  uns  neben  einigen  Abkürzungen  der Riemann'schen Bezeichnung. 
Die  zwischen  den  einzelnen  Bestandtheilen  einer  /'-Function  bestehenden 
linearen  Gleichungen ,  nach  welchen  jeder  durch  ein  Paar  zusammenge- 
höriger, wie  /^ ,  P^  dargestellt  wird,  nollen  hier  im  Integralausdruck  oder 
in  hypergeometrischen  Reihen  aufgestellt  Platz  finden,  und  die  Grössen 
«a,  a^. ...  c'  ,  (Riemann,  pag,' 9)  und  die  analogen /3  •••y  ...ausge- 
rechnet werden.  Sie  sind  etwas  allgemeinere  Ausdrücke,  als  die  von  Gauss 
für  die  Summe  der  Reihe  ^'(a,  ft,  c,  1)  angegebenen. 


Zur  Untersuchung  des  Integrals: 

a:«.  (^_^/.J,-«'-^-y'.(,_s)-«'-'''-^(l_^5)-«-'»-y  .rf.*) 

genommen  zwischen  zwei  Verzweigungswerthen  der  unter  dem  Integral- 
zeichen stehenden  Function 

s=,-«'-^-'''.(i_,)-«'-'»'-y.(i-:c,r"~''~'' 

oder  wenn  wir  zur  Abkürzung 

—  a  — j5  — /=A,     — «'— j5'— y  =  |[i,     —  a  —  jj- y=v 
setzen ,  der  Function 

S^s"  .{\-^sf  .(y—xsf , 

also  zwischen  den  vier  Werthen  0,  1,  co  ,  —  treffen  wir  über  die  Function  5  • 

X 


•)  Wir  haben  ß  mit  ß'  vertauscht  in  Kicmanns  Integrale,  pag.  20. 
Z«itMhrin  f.  Malheniatik  u.  Physik  XIV.  1.  4 
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zu  ihrer  Werthfixirnng  einige  Verahrednngen.  Zaerst  aber  noch  was  die 
Zahlen  a,  /?,...  /  betrifft,  so  werden  fünf  von  ihnen,  mithin  tt,  j3,  A,  |ü,  v 
als  willkürliche  (complexe)  voraasgesetzt  und  die  sechste  mit  den  übrigen 
durch  die  Gleichung  verbunden: 

Dann  kann  keine  der  Summen 

±a+f*+i)=±(«-«')i  +a+v+o=c/3-^), 

+  (.'  +  *»+ 0=±(y-/) 

eine  ganze  Zahl  sein,  ^hne  das«  eine  der  Differenzen  a  — «',  ß  —  ß\  y  —  / 
eine  ganze  Zahl  ist;  welcher  Fall  nebst  dem,  dass 

A,  fi,  V  oder  —  (^  +  ft  +  ''  +  '^) 
eine  ganze  negative  Zahl  ist,  wie  schon  bemerkt,  ausgeschlossen  wird. 

Die  Werthe  der  complexen  Variabeln  s  denken  wir  uns  nach  Gauss 
in  einer  (im  Unendlichen  geschlossenen)  Ebene  aufgetragen ,  so  dass  S  als 
Function  der  s-Ebene  angesehen  werden  kann.    Von  dem  Punkte  5=0  über  1 

nach  cx) ,  von  da  nach  — ,  welches  die  Verzweigungspnnkte  der  5- Ebene 

sind,  ziehen  wir  eine  Linie  so,  dass  die  Ebene  einfach  zusammenhän- 
gend bleibt,  welche  der  Querschnitt  der  5 -Ebene  heissen  mag.  Der  Be- 
quemlichkeit halber  denken  wir  uns  den  Querschnitt  längs  der  positiv  reel- 
len Linie  in  der  «Ebene  von  0  nach  oo  gezogen  und  von  dort  aus  in  einer 

Geraden  nach  — .   Wird  dann  der  Werth  von  S  in  irgend  einem  Punkte  der 

5 -Ebene  gegeben,  so  bilden  alle  die  Werthe,  welche  an  dem  gegebenen 
stetig  hängen,  wenn  bei  der  Fortsetzung  S  als  Function  der  complexen 
Variabein  s  angesehen  wird ,  und  s  den  Querschnitt  nirgend  überschreitet, 
einen  Zweig  der  Function  5,  der  in  der  durch  den  Querschnitt  zerlegten 
5 'Ebene  einwerthig  oder  einändrig  ist.  Durch  stetige  Fortsetzung  der 
Function  S  über  irgend  welche  Theile  des  Querschnitts,  gelangt  man  zu 
neuen  Zweigen  der  Function  5,  die  sich  von  einander  nur  durch  constante, 
von  X,  |[i,  V  abhängige  Factoren  unterscheiden.    Der  Zweig  von  5,  welcher 

entsteht,  wenn  für  5=1,  s  ,  für  5=0,  (1  —  5)'*  und  (1—0:5)  gleich  Eins  ge- 
nommen werden,  soll  der  Hauptwerth  genannt  werden,  und  bei  unseren  In- 
tegrationen tiberall  da  zu  Grunde  gelegt  werden,  wo  nicht  ausdrücklich  eine 
andere  Bestimnfting  getroffen  wird.  Wird  aber  durch  einen  vorgeschriebeneu 
Integrationsweg  der  Querschnitt  überschritten,  so  soll  S  stetig  längs  des- 
selben fortgesetzt  werden. 

Das  bekannte  Theorem,  nach  welchem  das  Integral  einer  Function, 
die  in  einem  Flächenstück  einändrig  ist  (z.B.  eines  Zweiges  der  Function  «Sj 
genommen  über  die  ganze  Begrenzung  eines  einfach  zusammenhängen- 
den Stückes,  innerhalb  welches  sie  endlich  ist.  Null  sein  muss,  soll  der 
Cauchy 'sehe  Satz  genannt  werden. 
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In  vielen  Fällen  wird  die  zu  integrirende  Fanction  S  in  den  Verzwei- 
gnngspnnkten  so  nnendlieh,  dass  sie  die  Integration  bis  an  dieselben 
nicht  znlässt;  wir  wollen  für  nnsere  Abhandlang  über  den  Sinn  einer  sol- 
chen Integration  Festsetzungen  treffen ,  durch  welche  diese  Ausdrücke  un- 
beschränkt anwendbar  bleiben.  Ob  die  von  Riemaun  intendirte  Modifi- 
cation  des  Weges  eben  dieselbe  war,  "wissen  wir  nicht  Wir  verstehen  unter 
dem  Integral  iSds  genommen  zwischen  zwei  Verzweigungspunkten  a  und 
b  auf  dem  Wege  /  einen  Ausdruck,  der  in  folgender  Weise  erhalten  wird. 
Wir  integriren  von  einem  Punkte  0  auf  /  bis  zu  einem  nahe  au  a  gelegenen 

Punkt  a  +  t,  also  bilden  das  Integral  JSds]  sodann  integriren  wir  um  den 

0 

Punkt  a  herum  in  positiver  Kichtung  über  eine  von  a-j-i  ausgehende,  eben 
dort  endende  und  ausser  a  keinen  weiteren  Verzweigungspunkt  einschlies- 
sende  Schlinge,  und  bezeichnen  dies  Integral  mit  A'  /'A',  A'  ,  AT    ,  A'i  V 

Dann  integriren  wir  vom  Endpunkte  dieser  Schlinge,  von  a  -f-  €  bis  0  zu. 
rück,  wobei  S  einem  neilen  Zweige  angehört,  weil  ^  um  a  gegangen  ist, 
welcher  mit  S'  bezeichnet  wird.    Wir  bilden  also  das  Integral 

0 

fS'ds. 

a-f« 
Dann  ist  der  Ausdruck 

a+t  0  0  0 

U=^fSds  +  K^+fs'ds^-'fSds+A'^  +  e^'-^^JSds, 

wenn  e  der  zum  Verzweigungspnnkte  a  gehörende  Exponent  (also  eine  der 
Zahlen  A,  fi,  v,  —  [A  +  f*  +  J'  +  2])  ist,  jedenfalls  eine  endliche  Grösse,  weil 
auf  dem  ganzen  Integratiouswege  die  Function  unter  dem  Integralzeichen 
endlich  bleibt.  (Man  kann  hierbei  auch,  wenn  man  will,  i  unendlich  klein 
annehmen.)  Sodann  integriren  wir  von  0  auf  /  bis  zu  einem  nahe  b  gelege- 
neu Punkte  b — ij,  dann  über  eine  von  b  —  tj  ausgehende  und  dort  endende 
Schlinge,  die  keinen  weiteren  Verzweigungspunkt  ansser  b  einschliesst, 
negativ  (rechts)  herum.  Ist  K  der  Werth  des  Integrals  über  die  Schlinge 
positiv  herum,  so  ist  der  Werth,  der  durch  Integration  in  negativem  Sinne 
erhalten  wird,  — e  *  .  A' ,  wenn  «.  der  zum  Verzweigungspunkte  b  ge- 
hörende Exponent  ist,  weil  die  Integration  für  verschiedene  Zweige  von 
S  statt  hat.  Endlich  integriren  wir  von  fc— i^  nach  0,  also  bilden  das 
Integral 

worin  5"  den  durch  den  negativen  Umgang  um  b  erlangten  Zweig  von  S 
bedeutet. 

4* 
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Dann  ist  der  Ausdruck 

0  A  — 17  0  •  0 

aus  denselben  Gründen  wie  ü  eine  endliche  Grösse.    Ebenso  ist: 

E + ^_ 


^-'?  -£  3CI  -**.■  ^ 


Sds 


«4-8  ^  ^  ^  ^  a     . 

eine  bestimmte  endliche  Grösse,  ausser  wenn  eine  der  Zahlen  £     $    Talso 

(i     b 
eine  der  Zahlen  A,  fi,  v,  —  [l  +  ;*  +  v  +  2])  eine  ganze  negative   Zahl   ist, 
welchen   Fall  wir  ausschliessen.     Diesen  Ausdruck  verstehen  wir  in  die- 

b 
ser  Abhandlung  immer  unter  der  Bezeichnung   TÄrfÄ,    und  es  stimmt 


a 


derselbe  mit  der  gemeinen  Definition  eines  bestimmten  Integrals  zwischen 
complexen  Grenzen  allemal  überein,  wenn  die  letztere  einen  Sinn  hat. 

Bei  dieser  Definition  fallen  die  Euler'schen  Integrale  mit  ihren  Aus- 
drücken durch  Gaussische  //-Functionen  durchaus  zusammen  und  wer- 
den mit  jenen  unendlich.    Es  genüge,  dies  für  das  Integral 

12(1)  =Js^  .e'^ds 
0 
gezeigt  zu  haben.    Wenn  wir  partiell  integriren,  so  haben  wir 

Die  eckige  Klammer  ist  nach  unserer  Auffassung  des  Integrals  gleich 

00 

-s    e       J  +  (  — «   ^  ^  +«    <?       ):(«  — 1) 

X     ^s     i  .e      Ae         —  1 J 


e        —1 
Mithin  ist : 

l  —  m      — s 


Jz^,e^\ds^X.Js^    ^.e    '  ds=X  .  (X-l)  , . .  {X-m  +  \)  .ß^' 
0  0  / 

und 

/•x— i»c-*.     r     *.<?    d$        ^ 
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nimmt  man  hierin  m  hinlänglich  gross  an,  so  kann  (A  — m)  bei  positivem 
reellen  Theil  von  k  jede  mit  negativem  reellen  Theil  versehene  Zahl  sein. 
Sogar  für  ganze  negative  Zahlen  könnte  die  Gleichung  bestehen  bleiben,  da 
dann  beide  Seiten  unendlich  gross  werden.  Die  anderen  Euler^schen  In- 
tegrale können  als  ein  specieller  Fall  der  AFunctionen  angesehen  und  be- 
bandelt werden,  nämlich  wenn  ^  =  0  und  dann  x=^i  gesetzt  wird. 

Ist  die  Summe  der  Exponenten  der  beiden  Verzweigungspunkte,  welche 
die  Grenzwerthe  des  Integrals  bilden,  eine  ganze  Zahl,  z.  B. 


/• 


"'^  .{X-^sf^  ds. 


0 

so  kann  man  auch  über  eine  um  beide  gezogene  Schlinge  (negativ  herum) 
integriren  und  das  Besultat  durch 

(l_,-2«*«') 
dividiren,  wenn  c.  {fi  —  l  im  Beispiel)  den  Exponenten  der  oberen  Grenze 

bedeutet,  was  dann  unserer  Definition  gleich  kommt.    Im  angeführten  Bei- 
spiele kann  man  dann  noch  die  Schlinge  als  um  den  unendlich  fernen  Punkt 
gezogen  ansehen,  und  da  dessen  Exponent  --1  ist ,  ausintegriren ,  wodurch 
'  man  das  bekannte  Resultat 

7J(-M)./7(f»-l)  =  -^ 
stn  fiTt 

erhält. 

Wenden  wir  unsere  Definition  des  bestimmten  Integrals  auch  dann 
an,  wenn  der  Integrationsweg  einem  Verzweigungspunkte  begegnet  (wobei 
jedoch  in  vielen  Fällen,  besser  nur  ausgebogen  wird)  indem  wir  das  Integral 
in  Stücke  zwischen  den  Verzwei  gungspnnkten  zerlegen,  so  ist  das  Integral 

^  X*.  {l-xf  .fSds 

genommen  auf  beliebigem  Wege  zwischen  zwei  Verzweigungspunkten  als 
Function  von  x  überall  endlich,  ausser  für  x  gleich  0, 1^  oo  ,  wenn  es  nicht, 
was  zuweilen  geschieht,  in  den  ausgeschlossenen  Fällen  überall  unend- 
lich ist.  Ferner  ist  es  eine  einwerthige  Function  von  or,  wenn  x  den  Quer- 
schnitt zwischen  0  und  oo  ,  und  —  den  Integrationsweg  nicht  überschreitet. 
Dttrch  einen  solchen  Uebergang  der  Variabein  x  über  die  Gerade  0 . .  l . .  oo 
oder  des  Punktes  —  über  den  Integrationsweg  gelangt  man  zu  verschie- 

X 

denen  Zweigen  eines  Integrals.  Hat  S  seinen  Hauptwerth  und  werden  die 
Integrationswege  auf  dem  positiven  Ufer  des  Querschnitts  genommen  ohne 
ihn  zu  schneiden,  so  soll  ein  soUhes  Integral  seinen  Hauptwerth  besitzen, 

wenn  es  nicht  ausdrücklich  (wie  bei  P^)  anders  bestimmt  wird.  Wir  betrach- 
ten nun  die  folgenden  sechs  Integrale 


54  Beitrag  zur  Theorie  der  Function  P  (j|;  t\  ^/  x). 

1  X 

,  OD 

X 

X» 

"  0 

lu  P",  />^,  />'',  p'' ,  P'^  soll  die  Integration  mit  dem  Hauptwertli  von  S 
längs  des  positiven  Ufers  des  Qaerschnittes  genommen  werden,  wobei  die 
an  Verzweigungspunkten  vorbeifahrenden  zerlegt  werden,  oder  auch 
längs  einer  den  Querschnitt  nicht  tiberschreitenden  Ansbiegung  fort- 
geführt werden  können.  Das  Integral  P^  soll  mit  dem  Hauptwerthe  von 
S  auf  dem  negativen  Ufer  des  Querschnittes  genommen  werden.  Diese  In- 
tegrale sind  als  Functionen  von  x  ausser  in  0,  1,  oo  endlich,  und  wenn  sc 

den  Querschnitt  zwischen  0,  1,  QO  nicht  überschreitet,  einändrig. 

i 
Das  Integral  g    .  />"  =  ä*  .  (l  — a:)^  .  CSds  multiplicirt  mit  .t""  **  bleibt 

6 
auch  noch  für  x=^0,  wenn  nicht  A,  fi  oder  k+ii+i  eine  ganze  positive 
Zahl  ist,  was  ausgeschlossen  bleibt,  endlich  und  von  Null  verschieden,  und 
in  der  Umgebung  des  Punktes  einändrig,  weil  durch  einen  Umgang  der 

Variabein  x  um  Null  S  seinen  Werth  nicht  ändert  und  —  den  Integra- 

X 

tionsweg  nicht  überschreitet.    Setzen  wir :  ^ 

SO  ist  P  für  d;==0  gleich  1,  und  entwickeln  wir  (für  Norm  x<  l)  unter  dem 
Integralzeichen  nach  Potenzen  von  x,  so  ist: 

p''^x''.{i--xy.Fia+ß-^y,  a  +  ß'  +  Y.a--a'  +  i,x). 
Das  Integral 

g^^p'"'  ^^x"  .{[--xy  fSds 

X 

geht  durch  die  Substitution  s  = über  in : 

c  »X 
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und  bleibt  mit  a:~"  .  miiltiplicirt  für  .r=()  endlich  und  von  Null  verschie- 
den, wenn  nicht  — (^+|ia  +  vH-2),  v,  oder  — (^+ft+l)  eine  ganz  negative 
Zahl  ist,  was  ausgeschlossen  wird.  Zudem  bleibt  es  in  der  Umgebung  des 
Punktes  x^=0  einändrig.     Setzen  wir: 


Jn(v-fi) 


//(a'-a) 


so  ist  X  .  P  für  «r=0  gleich  1  und  einändrig.  Durch  Entwickelung 
nach  Potenzen  von  x  folgt: 

p'^^x''\l'^xy.F(a+ß  +  Y,a+ß'  +  y,a-^c(+\,x), 
Das  Integral: 

geht  durch  die  Substitution  5  =  —  über  in : 

'-'•"•— "•(i)'('-i^)'/"""'"*'*''-('-«''('-0"» 

0 

und  bleibt  mit  ( —  1  "^  multiplicirt  für  a:=QO  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden, wenn  nicht  —  (A+|*  +  v+2),  fi,  — fA  +  r+l)  eine  ganze  negative 
Zahl  ist,  was  ausgeschlossen  wird,  und  in  der  Nähe  dieses  Punktes  ein- 
ändrig.    Setzen  wir: 

^  ,-^«^'*-''-y^i7(-X-f.-v-2)./7(ft) 
^ß  n(-A-v-l) 

,,^"''^^-'-^^-/7(-«-^-/).i7(-«'-ir-y) 
n(ß-ß') 

so  erhält  ^  (~)  fära:=ooden  Werth  1,  und  bleibt  dort  einändrig. 
Durch  Entwickelung  nach  Potenzen  von  —  erhalten  wir : 

•       Das  Integral : 

I 


y.p'^=^".(l-x)1'.JS</s 


geht  durch  die  Substitution  s  =s  —  ttber  in : 

X 
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0 

und  bleibt  multiplicirt  mit  (  — )  furo:  =  oo  endlich  und  von  Null  verschie- 
den, wenn  nicht  etwa  iL,  v  oder  (1  +  ^+0  ^'"^  ganze  negative  Zahl  ist, 
was  ausgeschlossen  wird,  und  ist  dprt  einändrig.     Setzen  wir: 

so  erhält  P  ■  T  —  j  für  a:=QO  den  Werth  1  und  ist  dort  einändrig.  Durch 
Entwickelung  unter  dem  Integral  nach  Potenzen  von   —  erhält  man : 

Das  Integral: 

i 

y  •/ 

geht  durch  die  Substitution  «  = >- r  über  in: 

.-'"'.^«.(l-:r/./>.(l-a/.[l-(l-a:).,r(*+''+''+2)^^ 

0 

und  bleibt  mit  (l— a:)""^  multiplicirt  für  a:=l  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden und  einändrig,  wenn  nicht  ^  oder  v  oder  fi+i^+I  ^ine  ganze 
negative  Zahl  ist,  was  ausgeschlossen  wird.     Setzen  wir: 

g  .^e-'"".  f7f^).'f7(v)^e'''^"'+'»'+y>.  n-»-ß'-y  n-a-ß-y 

80  ist  /^^  .  (1— a:)""  ^  1  füra:  =  l  und  einändrig.  Entwickeln  wir  unter 
dem  Integralzeichen  nach  Potenzen  von  1  —  x^  so  haben  wir: 

7>y=a:".Cl-a:/.F(a  +  i3+/,  a+ß'+y'y   y'-y+l,    l-o:). 
Das  Integral : 

^  0 

wird  auf  dem  negativen  Ufer  des  Querschnitts  genommen,  damit  hei  der  An- 
näherung des  Punktes  —  an  1  der  Integrationsweg  nicht   zwischen   zwei 

X 

Verzweigungspunkte  eingeklemmt  werde.  Es  geht  durch  die  Substitution 
5=  über  in: 
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(T 
und  bleibt  mit  (l— a:)""^  maltiplicirt  für  a:=l  endlich  und  von  Null  ver- 
schieden   und  ist  dort   einändrig,    wenn  nicht  etwa,  was  ausgeschlossen 
bleibt,  i,  — (il+f*  +  v+2)  oder  — (^+v  +  0  6»no  ganze  negative  Zahl  ist. 
Setzen  wir: 

^y  iJ(— f»-v-i) 

yn(a+ß^+Y)  n(-«'-ff-/).  n(-«-|y-/) 

80  ist  P^(l-'X)    ^  für  «=1  gleich  1  und  einändrig.    Entwickeln  wir  un- 
ter dem  Integral  nach  Potenzen  von  (l— or),  so  haben  wir: 

Zwischen  zwei  dieser  Integrale,  welche  einem  und  demselben  Expo- 
nentenpaare angehören ,  kann  offenbar  niemals  ^ine  lineare  Gleichung  mit 
Constanten  Coefficienten  statthaben,  so  lange  nicht,  was  ausgeschlossen  bleibt, 
a=sa  oder  ß^ß"  oder  y=y'  ist.  Zwischen  je  drei  dieser  Integrale  findet 
aber  stets  eine  lineare,  homogene  Gleichung  mit  constanten  Coefficienten  statt. 
Die  einfachsten  folgen  unmittelbar  aus  dem  Cauchy* sehen  Satze,  nämlich: 

1  1 

1  0  0  0  0  1 

rSds=:fSds+  fSds,    f  Sds=:fSds-e'^^*^''.fSds, 

wobei  für  unsere  Definition  des  bestimmten  Integrales  zu  bemerken  ist,  dass 
die  Summe  der  einzelnen  Integrale ,  wenn  man  z.  B.  von  0  nach  1 ,  von  da 

Dach  —  und  von  —  nach  0  zurückintegrirt ,  dem  über  eine  geschlossene 

X  X 

Carve,   also   der   Null  gleich  geachtet  werden  kann,   weil  die   Integral- 
bestandtheile  um  die  Verzweigungspunkte  /i^^,  if,,  KxK\9\\q  doppelt  und 

im  entgegengesetzten  Sinne  vorkommen.     Drücken  wir  die  Gleichungen  in 

den  P    ,  /^"  , . . .  P^  aus,  die  nur  eine  kürzere  Bezeichnung  für  die  Gauss  *- 
sehe  Reihe  sind,  so  haben  wir: 


9f^--     -y«--    -!/y'--    .    y^.'     ^V''    T«'y' 


UNIVE,H..-;irir 


.ß,r^ 
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Relationen^  in  denen  zwei  P  mit  zusammengehörigem  Exponentenpaare  vor- 
kommen, erhalten  wir  durch  Integration  über  eine  Schlinge  um  0. .  l . .  oo  . .  — 

herum,  die  wir  nahe  den  beiden  Ufern  des. Querschnittes  hinführen.  Dies 
Integral  ist  einmal  gleich  Null  nach  dem  Cauchy* sehen  Satze,  weil  inner- 
halb des  durch  das  äussere  Ufer  begrenzten  Ebenenstäckes  die  Function 
S  nirgends  unendlich  wird.  Dann  aber  auch  gleich  einer  Summe  von  In- 
tegralen zwischen  0...1;  1...  QO;  —  ...  oo,  genommen  mit  verschiedenen 
Zweigen  von  S.     Reduciren  wir  diese  auf  die  Hauptwerthe,  so  haben  wir: 

fSds  (l-e**'*)  +rSds  (i_««"f»+^J)  +  fsd,  (-i+e--"'*)  =0, 

Ol  l^ 

oder  in  Pausgedrückt: 

Ersetzen  wir  hier  aus  den  Gleichungen  Ä)  g  .  P     durch: 


und  g  ».P     durch 


...f^-a,./-"', 


so  erhalten  wir: 

Durch  Integration  über  eine  Schlinge  um  1 . .  .oo' . . . — . . .  0  erhalten  wir : 

Mit  den  Gleichungen  A)  folgt  hieraus: 

g^,.P^\  (l -/*'")  +  9„>  i^'.  (-«'*"•  +  e- '-■') 
+  P^^^.(-l+*-*«")=0. 
Integriren  wir  über  eine  Schlinge  um  od  . . .  — . . .  0 . . .  1 ,  so  haben  wir: 

X 

+,.f«.(i-.-**'*)  =  o. 
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Mit  den  Gleichungen  A)  folgt  hieraus: 

Tntegriren  wir  über  eine  Schlinge  um  — ...0...1...  oo,  so  erhalten  wir: 

Mit  den  Gleichnngen  A)  folgt  hieraus: 

Vermittelst  dieser  Gleichungen   kann   man  auch  noch,   was   nachher  ge- 
schehen soll,  P^^P^   durch  P^^  P^  ,  oder /^,  7^    ausdrücken,  wobei  es 

niemals  geschahen  kann ,  dass  der  Coefücient  von  P^  oder  P'^  verschwin- 
det, so  lange  a—a  oder  ß—ß^  nicht  eine  ganze  Zahl  ist. 

Da  man  nun  vermittelst  des  Cauchy'schen  Satzes  jedwedes  Integral 
zwischen  zwei  Verzweigungswerthen  auf  beliebigem  Wege  erstreckt  aus- 
drücken kann  durch  unsere  ^echs  besprochenen  Integrale,  nur  mit  verschie- 
denen Zweigen  von  Sj  und  alle  diese  wiederum  ausgedrückt  werden  kön- 
nen durch  je  ein  Paar  P^  ^  p'*  ;  P^ ,  P^ \  P[y  P^  mit  constanten  Coefficien- 
ten,  und  da  endlich  sich  hieraus  von  selbst  ergiebt,  dass  zwischen  je  drei 
Zweigen  eines  solchen  Integrals  (als  Function  von  x)  eine  lineare  Glei- 
chung mit  constanten  Coefficienten  statt  habe,  so  erfüllt  ein  solches  Integral 
alle  die  Eigenschaften,  welche  Riemann  von  einer  Function 

\« ,  p ,  y ,   / 

fordert  (pag.  5),  was  hier  direct  bewiesen  worden  ist-     Setzen  wir: 

pP'=^ß^^.p%ßr^,.  p"=/r^.  p^+ß-^,.  p'\ 

SO  mögen  die  Werthe  der  Coefficienten  dieser  Gleichungen ,  ausgedrückt  in 
il-  Function  hier  noch  Platz  finden.    Ihre  Berechnung  bietet  zwar  nicht  die 
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geringsten  Schwierigkeiten ,  aber  sie  erleichtern  die  Uebersicht,  weil  man 
mit  ihrer  Hilfe  jede  vorgegebene  P-Fonction  durch  bypergeometrische 
Reihen  ansdrQcken  nnd  sofort  für  alle  Theile  der  j;- Ebene  fortsetzen  kann. 
Es  ist: 


.       c-'«(« +ft .  7J(«'_„)  .  n(ß'-ß-l) 

"ß-    ni-«-ß-y).ni-a-ß-Y)    • 


a 


-         i?(«— «')i7(y'-y— 1) 

%-J7(-«'-^'-y)7I(-«'-^-y)' 

V     77(-«'-^'-y')'iT(-«-|3-y')' 
77cf'-cf).J7(/-y-l) 
y=/7C-«-^-y)7I(-«-^-y)' 
„'  il(«-«)i7(y-/-i) 

P«  J7(_«_(J'_y)JJ<'_«_|j'-/)       ' 

P«'-  77(-o'-/3'-y').77(-a'-/J'-y)  ' 
P«  i7C-«-/S-y).i7(-«-iS-y')  ' 
P«-    77(-«'-|S-y)iT(-«-^-y')     ' 

Py-  j7(-«-|3'-y)77(-«-/r-y)' 

e-y''j7(|3-)8')J7(y-/-l) 
P/~  7I(-  a-  ß'-  y')  .  i7(-  a'-|S -/)  * 

e-y»^nf^-^)J7(y-y-l) 
''y-  JT(-«-jS-y)77(-«'-^-y)"' 

//  _e~*'^'.n(ß^-ß}n(y-y-^) 
Py       u(:-u-ß-Y)n{-u-ß-Yy 
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_        ir(y-/).J7(tt-«-l) 
77(y-/)./7(«-a-t) 

y«-  n(-«'-^-/3  72c-«-/J'-/)' 

.  J7(y'-y).JI  («-«-!) 

y«     J2(_„_|5'_yJ7(-«-/»-y)' 
_        J7(/-y).n(a-«-0 

y «- n{-a'-/r-y)  72(-«'-^-r) ' 
_  g'*y  JJ(y-/ )  ■  n(^-p-i)     . 

Yß      ni-a-ß-Y)n(,-«-ß-yy 

e"'y.n(y-Y')n(iß-ßr-i) 

rpr- ni-a-ß:-Y')  7J(-„'-^-y')' 
'  _  g'*^  .  n(y -y)  n{ß'-ß-l) 
Yß     ni-a-ß-yMli-a-ß-y)* 

'        e'''  .n(y'-y).n{ß-ß^-V) 
Yß^m-a-ß^-y)  n(,-a-ß^-yy 
Halle,  December  1867. 
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I.  Die  Berechnung  der  Veränderungen  in  einem  veränderlichen 
Dreiecksnetze.  Von  Dr.  Christian  Wieneb,  Professor  am  Polytechni- 
kam  zu  Karlsruhe. 

Während  sonst  in  der  Geodäsie  die  Dreiecksnetze  als  in  der  Zeit  un- 
veränderlich gelten,  dürfte  es  von  Interesse  sein,  einen  Fall  zu  betrachten, 
in  welchem  gerade  die  Veränderlichkeit  eines  Dreiecksnetzes  das  Wesent- 
liche war,  und  für  welches  die  Aufgabe  vorlag,  ans  der  dnrch  zeitweise 
wiederholte  Messung  der  Winkel  erhaltenen  Veränderung  derselben  die 
Verschiebungen  der  Eckpunkte  zu  bestimmen. 

Im  Januar  1867  hatten  sich  in  Baden  -  Baden  Sprünge  in  einer  etwa  40' 
hohen  Stützmauer  und  Risse  in  dem  benachbarten  Erdreiche  gezeigt,  welche 
ver'muthen  Hessen ;  dass  eine  Verschiebung  der  Mauer  stattfinde.  Schrei- 
ber dieses  wurde  mit  der  geodätischen  Untersuchung  dieses  Vorganges  bc 
auftragt  und  fand  —  was  hier  sogleich  zugefügt  werden  mag,  um  das 
Localinteressante  abzuschliessen  — ,  dass  die  Mauer  sammt  den  mächtigen 
römischen  Pfeilern,  die  einen  Bestandtheil  derselben  ausmachten,  parallel 
zu  den  Schichten  der  Arkose,  welche  die  Unterlage  des  Fundamentes  bil- 
dete, abwärts  rutschte,  und  zwar  von  October  1867  bis  Februar  1868  an  der 
Stelle  der  stärksten  Bewegung  um  25  Linien  badisches  Maass. 

Um  die  Bewegung  zu  ermitteln,  verband  ich  eine  Anzahl  von  Punkten, 
die  auf  der  Frontfläche  der  Mauer  und  auf  dem  krönenden  Geländer  be- 
zeichnet wurden,  durch  ein  Dreiecksnietz  mit  solchen  Punkten,  welche 
muthmasslich  keine  merkliche  Bewegung  zeigten.  Die  grösste  Anzahl 
der  Dreiecke,  welche  zur  Festlegung  eines  Punktes  dienten,,  war  7,  die 
Länge  einer  Dreiecksseite* meist  zwischen  10  und  20  Ruthen  bad. 

Die  Winkel  wurden  mit  einem  Breithaupt'schen  Theodoliten  gemessen, 
der  lO"  angab;  die  Coordinaten  der  Punkte,  bezogen  auf  eine  willkürlich 
gewählte  Axe,  auf  Zehntellinien  berechnet. 

Um  nun  aus  den  nach  4  Monaten  von  Neuem  gemessenen  und  bis  zu 
0  Minuten  von  den  ersten  Ergebnissen  abweichenden  Winkeln  die  Verschie- 
bungen der  Punkte,  unter  denen  die  als  muthmasslich  fest  gewählten  wirk- 
lich keine  Bewegung  erkennen  Hessen,  zu  bestimmen,  konnte  die  Berech- 
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nuDg  vermittelst  Azimuth  und  Saite  wie  das  erste  Mal  vorgenommen  nnd 
die  erhaltenen  Coordinaten  verglichen  werden.  Es  wftre  dazu  eine  Rech- 
nung mit  Zahlen  von  6  Werthstelleu  nothwendig  gewesen.  Es  empfahl 
sich  aber  als  rascher  znm  Ziel  führend,  statt  mit  den  veränderten  Grössen 
mit  den  Veränderungen  derselben  za  rechnen.  Die  Veränderungen  der 
Winkel  in  Secnnden  und  die  der  Länge  in  Zehntellinien  wurden  nämlich 
durch  höchstens  dreizi£ferige  Zahlen  ausgedrückt;  man  brauchte  dann  von 
den  in  die  Formeln  eintretenden  Werthen  der  Winkel  und  der  Längen  selbst 
ebenfalls  nur  3  Werthstellen  mit  in  Rechnung  zu  ziehen  und  rechnete  so 
überhaupt  nur  mit  dreizifferigen  Zahlen.  Dadurch  war  es  möglich,  durch 
abgekürzte  Multiplication  und  Division  oder  mit  dem  Rechenschieber,  den 
ich  später  vorzog,  mit  Umgehung  von  Logarithmentafeln  und  rascher  zum 
Ziel  zu  gelangen. 

Es  mussten  nun  die  Formeln  für  eine  Reibe  von  Aufgaben  gebildet 
werden,  wobei  vorausgesetzt  wurde,  was  hier  zutraf,  dass  die  Veränderun- 
gen der  Grössen  so  klein  sind,  dass  die  höhpren  Potenzen  derselben  gegen 
die  niederen  vernachlässigt^  oder  dass  sie  als  Differentialien  behandelt  wer- 
den dürfen. 

1.  Von  zwei  Punkten  1  und  2  sind  die  ursprünglichen  Coordinaten 
^11  yi»  ^2>yt  ^^^  <^iß  Veränderungen  derselben  dx^^dy^^  dx^ydy^  be- 
jLsnnt;  es  sollen  die  daraus  entstehende  Veränderung  ds  der  Länge  s^=^\  .2 
und  die  Veränderung  dq>  des  Azimuthes  9  von  1.2  bestimmt  werden. 

^ — ^  =  ««g?,       -= -  =  COSfp 

s  /^  s 

folget  durch  Differentiation: 

oder 

1)  ds^=^ sin  (p  (dy^-^-dy ^')-\- cos fp  ijlx^  —  ox^) 

Aas  iangff  =  ^^ — —  folgt  ebenso: 

X^  ^~"  »Cj 

d^>   ^  (^yt-tfy,)(a?8--»T,)--((/j?,  — rfjr.)(y,-y,) 
co^ip  {x^—x^)*  ' 

{dy^'-'dy^)coS(f[dXt—dx;)sinq> 

2)  d^= . 

2.  In  einem  Dreiecke,  dessen  8eiten  «,  5j,5g  und  dessen  bezüglich 
gegenüberstehende  Winkel  a,  a, ,  a,  sind,  ändern  sich  s,  «i,  a^  um  ds,  doi, 
da^^  welches  ist  die  Aenderung  ^^|  von  ;,? 

Zunächst,  wenn  da  die  Aenderung  von  a,  gilt 

da  +  da^+dat^O. 
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Aas 


folgt: 


oder: 


sin  or. 
stna 


,    sinat  ,      s  .  cos«  da 

dSt  =  ds  — : — '+  — — •  coSttf  rfa,— *«««•  — r-5 , 

sina       sma  st/ra 


rf.9, !=r/5— +- cos 02  dct2'\ : — *  cnfa  (da,+dat), 

s        stna  siNa  \      1  1       »/1 

dSt='ds  — +  -r-r^  (sina  cosa^  +  cosa  stnat)  +  -  -. —  roia  da. , 
5        stn^a^  ^        stna 

Sm  S, 

Z)  dSi  =  rf^ 1-  SfCola  da.  +  ^, —  rfa,. 


s  sina 

3.  Wenn  in  dem  in  2)  bezeichneten  Dreiecke  das  Azimuth  von  s  =  <p^ 
das  von  «1=91  f  die  Coordinaten  des  Eckpunktes  boi  a^ix^,  yi,  die  des  Eck- 
punktes bei  a:Xj  y,  und  wenn  die  Veränderungen  dq)^  da,  dSf,  dx^,  dy^ 
bekannt  sind,  welche  Veränderungen  von  9,,  a?,  y  folgen  daraus. 

Je  nach  der  Lage  des  Dreiecks  gegen  die  Abscissenaxe  gilt 


Daraus  folgt : 

4) 

dq>^^=  d(p  +  dttj. 

Ferner  ans 

y  =  yi+«.«>'<Pii 

folgt 

») 

^y  =  ^Vx  +  ffSfSintpt  +  «,co»qr,  rf<jp, 

Und  aus 

« 

X  =  Xi  -f-5,r05<]Pi 

folgt 

«) 

dx  =  dXi  4-  dst  co$q>t  —  s^sintp^  dqi^ 

Endlich  ergiebt  sich  die  Verschiebung  v  des  Eckpunktes  bei  et  ans 


7)  V  =^j/ dx*  +  dy*. 

Alle  diese  Formeln  lassen  sich  auch  geometrisch  in  einfacher  Weise 

herleiten.     Z.  B.  ist  in  3)  leicht  zu  erkennen ,  dass  ds  -^  der  Bestandtheil 

von  dst  ist,  welcher  aus  der  alleinigen  Veränderung  von  5  um  ds  folgt; 
ebenso  ergiebt  sich  durch  je  eine  gefällte  Senkrechte  s^cotadai  als  der  Be- 
standtheil von  d«,,' welcher  aus  der  alleinigen  Veränderung  des  a,  um  da^ 

entspringt,  und  -7^  daf  als  der  aus  da^  hervorgehende. 

Der  Gang  der  Rechnung  ist  nun  folgender:  Von  der  festen  Dreiecks- 
seite ausgehend,  erhält  man  aus  den  Veränderungen  der  Winkel  die  Ver- 
änderungen der  anderen  Seiten  aus  der  Formel  3) ,  worin  noch  ds  =  0  gilt, 
daraus  durch  4)  5),  6)  die  Veränderungen  der  Coordinaten  des  verschöbe- 
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nen  Punktes,  nnd  so  fort  in  den  folgenden  Dreiecken.  Ist  einmal  als  be- 
kannte Seite  eines  nenen  Dreiecks  die  Yerbindnngslinie  zweier  Punkte  des 
vorhergehenden  Netzes  angenommen,  welche  in  diesem  nicht  dnrch  eine 
Dreiecksseite  verbunden  waren ,  so  berechnet  man  zuerst  die  Verändernn- 
gen  der  Länge  und  des  Azimuths  dieser  Seite  nach  den  Formeln  1)  nnd  2) 
aus  den  Verftnderungen  der  Coordinaten  der  Punkte, 

Carlsruhe,  im  Juli  1868. 


n.  Veber  Polyeder*).  Von  Job.  Kabl  Bbcker,  Privatlehrer  in 
Zfirich. 

Bio  mann  theilt  die  Flächen,  deren  ersieh  bei  seinen  Untersuchun- 
gen über  Functionen  complezer  Variabelen  bedient,  in  einfache  und 
mehrfach  zusammenhangen  de  ein;  einfach  zusammenhangend 
heisst  ihm  eine  begrenzte  oder  unbegrenzte  Fläche,  wenn  jede  ganz  in  ihr 
verlaufende  geschlossene  Linie  einen  Theil  der  Fläche  vollständig  be- 
grenzt; im  anderen  Falle  heisst  sie  mehrfach  zusammenhangend. 
Obwohl  Biemann  diese  Bezeichnungen  nur  für  die  speciellen  Unter- 
suchungen eingeführt  hat,  welche  seiner  allgemeinen  Functionen  lehre  zur 
Grundlage  dienen ,  dürfte  doch  auch  die  Geometrie  Notiz  ^avon  nehmen. 
Denn  Biemann  hat  damit  auf  ein  unterscheidendes  Merkmal  hingewiesen, 
welches  bei  manchen  Untersuchungen  von  grosser  Wichtigkeit  sein  kann, 
so  z.  B.  bei  den  Untersuchungen  über  Polyeder.  Dies  zu  zeigen,  ist  der 
Zweck  der  vorliegenden  Arbeit. 

Ehe  ich  auf  meinen  eigentlichen  Gegenstand  übergehe,  mussich  einige 
scharfe  Begriffsbestimmungen  vorher  schicken ,  indem  die  Lehrbücher  in 
der  Definition  der  hier  zu  betrachtenden  Gegenstände  sehr  von  einander 
abweichen  und  bisweilen  sogar  Widersprechendes  vorbringen.  Ich  berufe 
mich  zur  Begründung  dieser  Behauptung  auf  eines  der  besten  neueren 
Lehrbücher,  das  von  Dr.  BichardBaltzer  (die  Elemente  der  Mathematik. 
Leipzig  1860). 


*)  Der  wesentliche  Inhalt  dieses  Aufsatzes  wurde  schon  vor  fünf  Jahren 
vom  Verfasser  in  awei  Artikeln  nnter  dem  nicht  gans  passenden  Titel:  „Zur 
PoljedTometrie"  in  Ornnert's  Archiv  (Theil  XXXVIII  nnd  XL)  veröifentliclit. 
Da  jene  Arbeiten  nicht  ohne  Mängel  sind,  nnd,  wie  mir  scheint,  fast  gar  keine 
Beaehtnng  gefunden  haben,  obwohl  sie  einen  Gegenstand ,  mit  dem  sich  Männer 
wie  Descartes,  Enler,  Canchj,  Oergonne,  Legendre,  Steiner,  Gm- 
nert  nnd  v.  S  tan  dt  befassten,  in  ein  ganz  neues  Licht  stellen  nnd  zn  einem 
Abachlnsse  bringen,  so  glaubte  der  Verfasser  in  dieser  neuen  Bearbeitung  den- 
selben Gegenstand  den  Mathematikern  nochmals  vorlegen  au  dürfen. 

Zeitschrift  f.  MalhenutUk  u.  Physik  XIV,  I.  5 
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Es  heisst  dort  u.  a.  §.2,  8:  ,,Geradlinige  Figuren  oder  Polygone 
werden  durch  eine  Keihe  von  Geraden  gebildet,  deren  jede  von  der  fol- 
genden, die  letzte  von  der  eisten  geschnitten  wird;  oder  durch  eine  Keihe 
von  Punkten,  deren  jeder  mit  dem  folgenden,  der  letzte  mit  dem  ersten 
durch  eine  Gerade  verbunden  ist/^  Durch  Punkte  und  Gerade  können 
aber  nur  Coraplexe  von  Punkten  und  Geraden  gebildet  werden,  nicht 
Flächen,  diese  können  nur  dadurch  begrenzt  werden.  Dessenunge- 
achtet  heisst  es  §.6,  1  im  Anfang:  „Eine  aus  planen  Polygonen  be- 
stehende geschlossene  Flüche  heisst  ein  Polyeder,  mit  Rücksicht  auf 
den  eingeschlossenen  Kaum  ein  (geometrischer)  Körper,  Die  verbundenen 
Polygone  heissen  seine  Flächen." 

Wer  hieraus  seine  Begriffe  von  Körper,  Polyeder,  Polygon  schöpfen 
soll,  kann  unmöglich  eine  klare  Vorstellung  damit  verbinden.  Genau  ge- 
nommen besagt  dies  alles  zusammen:  „Ein  Körper  ist  eine  ans  Punkten 
oder  Linien  gebildete  geschlossene  Fläche  mit  liUcksicht  auf  den  ein- 
geschlossenen Kaum.**  Allerdings  ist  es  nicht  leicht,  hier  allgemein  gil- 
tige Definitionen  aufzustellen.  Denn  bald  will  man  geschlossene  ge- 
brochene Linien ,  bald  die  von  ihnen  eingeschlossenen  Flächen,  bald  aus 
gegebenen  geraden  Linien  bestehende  Gebilde  betrachten  und  hat  zu  ihrer 
Bezeichnung  doch  immer  nur  das  eine  Wort  Polygon,  wofür  Steiner  zwar 
die  vier  deutschen  Namen  einfaches  und  vollständiges  ;/-Eck  und  w-8eit 
eingeführt  hat,  deren  keines  aber  ihm  ein  Polygon  im  Sinne  der  Alten  ist, 
d.  h.  eine  von  geraden  Linien  eingeschlossene  Fläche.  Auch  fasst  man 
bei  Polyedern  oft  vorzugsweise  ihre  Oberfläche  ins  Auge  und  finde  ich  es 
begreiflich,  wenn  man  dann  diese  als  Polyeder  auffasst,  wie  man  auch 
Kegel,  Kugel,  Cylinder,  statt  Kegelfläche,  Kugolfläche,  Cylinder- 
fläche  sagt,  kann  aber  weder  das  eine  noch  das  andere  billigen.  Denn 
eine  Wissenschaft,  welche  sich  vor  allen  anderen  der  Genauigkeit  und 
Schärfe  rühmt,  sollte  sich  auch  vor  Allem  scharfer  Begriff^sbestimmungen 
bedienen  und  nicht  ganz  verschiedene  Dinge  mit  demselben  Worte  be- 
zeichnen. 

Um  nun  wenigstens  in  der  vorliegenden  Abhandlung  solche  Unklar- 
heiten zu  vermeiden,  will  ich  vor  Allem  erklären,  in  welchem  Sinne  ich  die 
Worte  Polygon  und  Polyeder  verstehe. 

Unter  (planem)  Polygon  schlechtweg  verstehe  ich  „eine  von  geraden 
Linien  vollständig  begrenzte  überall  zusammenhangende  ebene  Fläche.*' 
Ich  nenne  sie  *eine  überall  zusammenhangende,  um  damit  auszudrücken, 
dass  man  von  jedem  Punkte  derselben  zu  jedem  anderen  in  ihr  liegenden 
gelangen  kann,  ohne  die  Grenze  zu  überschreiten.  Diese  Voraussetzung 
schliesst  den  Fall  aus,  dass  die  Begrenzung  sich  selber  schneide,  aber  nicht 
den,  dass  sie  aus  mehreren  geschlossenen  Linien  bestehe.  Im  letzteren 
Falle  ist  das  Polygon  ein  mehrfach  zusammenhangendes. 
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Um  auch  eine  ans  geraden  Linien  zusaramengeBetzte  geschlossene 
Linie  bezeichnen  zu  können,  würde  sich  vielleicht  das  Wort  Polygon - 
liuie  eignen,  nach  Analogie  von  Kreislinie.  Weil  ich  aber  genöthigt  bin, 
von  aus  Kanten  zusammen  gesetzten  Polygonlinien  zu  sprechen,  die  dann 
Kanteupolygonlinien  heissen  müssten,  will  ich  mich  lieber  des  Woi-tes 
Linienpolygon  bedienen,  das  ich  dann  Kantenpolygon  nenne, 
wenn  die  Linien  sämmtlich  Kanten  sind. 

Unter  einem  Polyeder  verstehe  ich  „einen  von  ebenen  Flächen  voll- 
ständig begrenzten  überall  zusammenhangenden  Raum."  Die  Bedingung 
des  Zusammenhangs  zwischen  allen  Theilen  desselben  schliesst  nur  den 
Fall  aus,  dass  die  Begrenzungsfläche  sich  selber  schneide,  nicht  aber  den, 
dass  sie  aus  mehreren  getrennten  geschlossenen  aus  Polygonen  zusammen- 
gesetzten Flächen  bestelle.  Im  letzteren  Falle  könnte  man  das  Polyeder 
ein  mehrfach  zusammenhangendes  nennen,  wenn  man  als  Kenn- 
zeichen der  einfach  zusammenhangenden  Räume  die  Beschaffen- 
heit feststellt,  dass  jede  geschlossene  Fläche  innerhalb  derselben  die  voll- 
ständige Begrenzung  eines  Theiles  derselben  bildet.  Im  Folgenden  sollen 
jedoch  nur  einfach  zusammenhangende  Polyeder  betrachtet  wer- 
den, d.  h.  solche,  die  von  einer  einzigen  geschlossenen  aus  ebenen  Poly- 
gonen zusammengesetzten  Fläche  begrenzt  sind  und  werde  ich  daher  unter 
Polyeder  immer  diese  besondere  Art  verstehen.  Die  folgenden  Unter- 
suchungen beziehen  sich  alle  fiur  auf  die  Oberfläche  dieser  Polyeder  und 
hätte  ich  darum  wohl  auch  mit  Herrn  Dr.  Baltzer  diese  als  Polyeder 
bezeichnen  können.  Ich  halte  jedoch  für  besser,  daftir  das  Wort  Poly- 
ederoberfläche zu  gebrauchen. 

Ich  bezeichne  ferner  die  einzelnen  ebenen  Polygone,  aus  denen  die 
Oberfläche  zusammengesetzt  ist,  als  Flächen^  ihre  Begrenzungsliuien,  in 
denen  die  Oberfläche  immer  gebrochen  ist,  als  Kanten,  deren  Endpunkte 
als  Eckpunkte,  und  die  in  denselben  durch  Zasammentreffen  mehrerer 
Polygone  gebildeten  körperlichen  Ecken  als  Ecken  des  Polyeders. 

Ich  habe  durch  diese  Begriffsbestimmungen  genau  die  Grenzen  fest- 
stellen wollen,  innerhalb  deren  die  zu  beweisenden  Sätze  richtig  sind,  um 
jeder  Ausdehnung  derselben  auf  Gebiete,  wo  sie  nicht  mehr  gelten,  vorzu- 
beugen. Aber  es  ist  nicht  genug,  dass  man  den  Begriff  der  Objecte,  welche 
man  untersuchen  will,  genau  fasse,  man  muss  auch  die  ganze  Mannichfal- 
tigkeit  der  ihm  untergeordneten  Gebilde  übersehen,  um  nicht  in  den  Fehlef 
zu  verfallen,  dass  man  einzelne  Eigenschaften  allen  zuerkennt,  während 
sie  doch  nur  einem  Theile  in  der  That  zukommen.  In  diesen  Fehler  ist 
u.  a.  Herr  Dr.  Baltzer  verfallen,  indem  er  die  Eigenschaft,  dass  die  Zahl 
der  Kanten  uiti  zwei  kleiner,  als  die  der  Ecken  und  Flächen  zusammen- 
genommen, allen  von  ihm  als  Polyeder  bezeichneten  Flächen  zuschreibt, 
während   sie  in   der  That  nur   einem  kleinen  Theile  derselben  wirklich 

5* 
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zukommt.  Sein  Beweis  enthält  nftmlich  die  etillscbweigendeVoranssetzung, 
dass,  wenn  man  von  einem  offenen  Polygonnetze  ein  einzelnes  Polygon 
wegnimmt,  ohne  dass  dadurch  das  Netz  in  getrennte  Theile  zerfällt,  die 
Zahl  der  wegfallenden  Seiten  immer  um  1  grösser  sei;  als  die  der  weg- 
fallenden Eckpunkte.  Dies  ist  aber  nur  dann  allgemein  richtig,  wenn 
das  Netz  eine  einfach  zusammenhangende  Fläche  bildet. 

Um  nicht  in  denselben  Fehler  zu  fallen,  war  mein  Augenmerk  zu- 
nächst darauf  gerichtet,  alle  die  Gebilde,  welche  ich  durch  die  oben  ge- 
gebene Definition  als  einfach  zusammenhangende  Polyeder  zusammengefasst 
habe;  nach  wesentlich  unterscheidenden  Merkmalen  wieder  in  Gruppen  zu 
theilen,  um  in  diesen  besser  auch  ihre  Verschiedenheit  übersehen  zu 
können.  Ich  fand  zunächst,  dass  man  zu  unterscheiden  habe:  Polyeder 
mit  einfach  zusammenhangender  und  solche  mit  mehrfach  zu- 
sammenhangender Oberfläche,  und  bei  jeder  dieser  Klassen  wieder 
solche  mit  nur  einfach  zusammenhangenden  Flächen  (Polygonen)  von 
solchen,  welche  auch  mehrfach  zusammenhangende  Flächen  haben  (was 
ganz  unabhängig  von  der  Art  des  Zusammenhangs  der  ganzen  Oberfläche, 
wenn  dieselbe  als  eine  Fläche  betrachtet  wird). 

Riemann  nennt  Querschnitt  eine  Linie,  welche  zwei  Begren- 
zungspiinkte  einer  mehrfach  zusammenhangenden  Fläche  mit  einander 
verbindet,  ohne  dadurch  die  Fläche  zu  zerstUcken. .  Ein  solcher  Quer- 
schnitt tritt  zu  der  Begrenzung  als  neuer  Bestandtheil  hinzu,  ohne  dadurch 
einen  Theil  der  Fläche  auszuscheiden.  Ein  zweiter  Querschnitt  kann 
irgend  zwei  Funkte  der  erweiterten  Begrenzung  verbinden  und  erweitert 
dadurch  abermals  die  Begrenzung.  Riemann  hat  nun  auf  verschiedene 
Art  bewiesen,  dass  in  jeder  mehrfach  zusammenhangenden  Fläche  solche 
Querschnitte  gezogen  werden  können,  und  jede  durch  Querschnitte  auf 
vei^clucdene  Art  in  eine  einfach  zusammenhangende  verwandelt  werden 
kann ;  dass  aber  die  dazu  erforderliche  Anzahl  von '  Querschnitten  bei 
derselben  Fläche  immer  dieselbe  ist , .  wie  man  die  Querschnitte  auch 
ziehen  mag,  und  definirt  darnach  eine  Fläche  als  n-{-lfach  zusammen- 
hangend, wenn  sie  durch  n  Querschnitte  in  eine  einfach  zusammenhan- 
gende verwandelt  werden  kann. 

Was  zunächst  die  einzelnen  Flächen  eines  Polyeders. betrifft,  so  sind 
dieselben  einfach  zusammenhangend,  wenn  sie  von  einem  einzigen  Kanten- 
polygone begrenzt  sind,  dagegen  ufach  zusammenhangend,  sobald  sie 
n  Kantenpolygone  zur  Begrenzung  haben. 

Die  ganze  Obei*fläche  eines  Polyeders  hat  als  geschlossene  Fläche 
keine  Begrenzung  (wiewohl  immer  eine  begrenzte  Ausdehnung).  Be- 
trachtet man  auf  derselben  eine  sich  selbst  nicht  schneidende  geschlossene 
Linie,  z.  B.  ein  Kantenpolygon,  so  kann  zweierlei  stattfinden:  ent- 
weder ist  dadurch  die  Polyederoberfläche  in  zwei  völlig  getrennte  Theile 
getheilt,  so  dass  man,  ohne  sie  zu  überschreiten,   von  dem  einen  nicht 
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io  den  anderen  gelangen  kann,  oder  es  ist  dies  nicht  der  Fall,  d.  b.  man 
kapn  von  der  einen  Seite  der  Linie  auf  die  andere  gelangen,  obno  sie 
selbst  sn  überschreiten  und  ohne  die  Flüche  zn  yerlassen. 

Im  ersten  Falle  werden  beide  Tbeile  durch  die  geschlossene  Linie 
▼ollstftndig  begrenzt.  Stellt  man  sich  nun  Tor,  dass  sich  diese  Linie 
immer  mehr  zusammenziehe;  so  dass  der  eine  Theil  der  FlHche  immer 
grösser,  der  andere  immer  kleiner  werde,  bis  er  in  einen  einzigen  Punkt 
zusammenschrumpft,  so  erscheint  dieser  Punkt  als  vollständige  Begren- 
znng  der  ganzen  Fläche,  und  es*  ist  klar,  dass  auf  diese  Weise  jeder 
Punkt  der  Fläche  als  ihre  vollständige  Begrenzung  angesehen  werden 
kann.  Alsdann  kann  jede  von  demselben  ausgehende  und  wieder  in  ihn 
zurttcklaufende  geschlossene  sich  selbst  nicht  schneidende  Linie  nuf  der 
Fläche  als  ein  Querschnitt  angesehen  werden,  wenn  sie  die  Fläche  nicht 
serstflckt,  d.  h.  zu  den  geschlossenen  Linien  der  zweiten  Art  gehört.  . 

Befindet  sich  auf  der  Oberfläche  eines  Polyeders  ein  Kantenpolygon, 
das  keinen  Theil  derselben  ausscheidet,  so  ist  das  Polyeder  an  dieser 
Stelle  durchbrochen.  Die  Art  des  Zusammenhangs  der  Oberfläche 
eines  Polyeders  hängt  offenbar  von  der  Zahl  der  Durchbrechungen  ab, 
und  es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  bei  d  Durchbrechungen  die  Ober- 
fläche eine  3 (f fach  zusammenhangende  ist.  Es  ist  dies  jedoch  für  das 
Folgende  nicht  von  Wichtigkeit. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  Polyeder  mit  einfach  Zusammen- 
bau gen  de  raus  einfach  zusammenhangenden  (einfach  begrenz- 
ten) Polygonen    zusammengesetzter  Oberfläche. 

Diese  haben  die  Eigenschaft,  dass  die  Zahl  der  Dreiecke,  in 
welche  sich  die  Oberfläche  durch  Diagonalen  zerlegen  lässt, 
doppelt  so  gross  ist,  wie  die  um  2  verminderte  Eckenzahl. 

Ist  also  D  die  Zahl  dieser  Dreiecke,  e  die  Zahl  der  Ecken,  so  ist 

l)  2)=2(e  — 2). 

Beweis.  Alle  Ekskpunkte  eines  solchen  Polyeders,  welche  mit  einem 
und  demselben  Eckpunkte  S  durch  Kanten  verbunden  sind;  lassen  sich 
offenbar  durch  eine  ganz  auf  der  Oberfläche  liegende,  nur  in  ihnen  ge- 
brochene geschlossene  Linie  verbinden.  Sei  die  Zahl  dieser  Eckpunkte 
ß^  so  schneidet  diese  gebrochene  Linie  von  der  Polyederoberfläche 
e  Dreiecke  ab,  welche  den  Punkt  S  zum  gemeinschaftlichen  Eckpunkte 
haben.  Ersetzt  man  diese  durch  ein  durch  die  gebrochene  Linie  be- 
grenztes Polygon,  so  zerfällt  dies  durch  Diagonalen  nur  in  «  —  2  Drei- 
ecke und  das  neue  Polyeder,  das  offenbar  wieder  von  derselben  Art, 
hat  nun  e  —  1  Eckpunkte,  während  seine  Oberfläche  aus  J)  —  2  Dreiecken 
besteht.  Aus  diesem  lässt  sich  ganz  in  derselben  Weise  ein  drittes  Po- 
lyeder mit  e  —  2  Ecken  und  einer  aus  D  —  4  Dreiecken  zusammengesetzten 
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Oberfläche  ableiten,  daraus  ein  e  — 3  eckiges  mit  />  — 6  Dreiecken  u.  s.  w.; 
ciullich  ein  viereckiges  von  D  —  2  {e  —  4)  Dreiecken  begrenztes.  Da  aber 
ein  viereckiges  Polyeder  immer  von  4  Dreiecken  begrenzt  ist,  so  hat  man 

/>  — 2(e  — 4)  =  4, 
also 

Z>=:2(<i  — 2). 

Ist  das  Polyeder  an  einer  oder  mehreren  Stellen  durchbrochen,  seine 
Oberfläche  also  eine  mehrfach  zusammenhangende,  so  lässt  es  sicli  immet 
durch  Grenzflächen  im  Innern  in  zwei  getrennte  Theile  theilen,  deren 
Oberflächen  einfach  zusammenhangend  sind. 

Nach  der  Zahl  n  der  dazu  erforderlichen  Grenzflächen  wollen  wir 
das  Polyeder  als  ein  solches  «**'  Ciasso  bezeichnen  und  zunächst  vor- 
aussetzen, dass  alle  seine  Flächen  einfach  begrenzte  Polygone  seien. 

Die  n  inneren  Grenzflächen  können  immer  so  gewählt  werden,  dass 
ihre  Begrenzung  jedesmal  ein  Kantenpolygon  des  vorliegenden  Polyeders 
ist.  Das  erste  dieser  Kanteupolygone  habe  f , ,  das  zweite  fj,...  das 
ft^°  f„  Eckpunkte,  und-  es  sei  fi  +  f2  +  •••  +  ^n  =  ^'  ^^s  erste  der  beiden 
neuen  Polyeder,  in  welche  das  gegebene  durch  die  inneren  Grenzflächen 
zerfällt,  habe  «i  +  f,  das  zweite  e^  +  s  Eckpunkte.  Man  hat  dann  für 
die  Anzahl  e  aller  Eckpunkte:  " 

«  =  <?i  +  ^2  +  f . 
Zerlegt  man  nun  sowohl  die  Oberfläche,  als  die  inneren  Theilflächen  des 
Polyeders  durch  Diagonalen  in  Dreiecke  und  bezeichnet  D  «lie  Zahl  der 
Dreiecke,   aus   denen   dann    die  Oberfläche  zusammengesetzt  ist,   so  hat 
man 

/>-2(Pj  +  £-2)+2(r,+  «-2)-2[(6.-.2)  +  (f,-^2)+...+(5„-2)] 

oder 

2)  y>^2  (e»+2/i  — 4)  . 

Wir  haben  mithin  den  allgemeinen  Satz : 

Wird  die  Oberfläche   eines  Polyeders  durch  Dia- 
gonalen in  Dreiecke  zerlegt,  so  ist  deren  Anzahl  />  = 
2(^  +  2»  — 4),  wenn  e  die  Zahl  der  Eck  punkte,!»  die  Zahl 
der   inneren  Grenzflächen    bezeichnet,    die  erforder- 
lich sind,  um  das  Polyeder  in  zwei  Polyeder  mit  ein- 
fach zu^sammenhangender  Oberfläche  zu  zerlegen. 
Dieser  Satz  ist  auch  dann  noch  richtig,  wenn  sich  unter  den  Flächen 
des   Polyeders  mehrfach   zusammenhangende  befinden.     Denkt  man  sich 
nämlich  die  inneren  geschlossenen  Grenzlinien  einer  solchen  Fläche  über 
dieselbe  erhoben  und  dann  wieder  mit  einander  und  der  äusseren  durch 
eine  nur  durch  sie  begrenzte  gebrochene  Fläche  verbunden,  so  erkennt 
man  leicht,  dass  diese  durch  die  Kauten,  in  welchen  sie  gebrochen  ist, 
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nnd  die  ansserdem  noch  nöthigen  Diagonalen  in  eben  so  viel  Dreiecke 
zerfallt,  wie  die  anfänglich  betrachtete  Fläche.  Geschieht  dasselbe  mit 
allen  mehrfach  zusammenhangenden  Flächen,  so  wird  aber  aus  dem  Po- 
lyeder ein  solches  mit  eben  so  viel  Ecken  und  nur  einfach  begrenzten 
Flächen,  ohne  dass  sich  dadurch  der  Werth  von  D  geändert  hätte.  Die- 
ser ist  aber  dann  2  (ö-J-2/i  —  4).  Der  Satz  gilt  also  auch  für  das  an- 
Hinglich  betrachtete  Polyeder. 

Ans  dem  obigen  Satze,  welcher  der  Fundamentalsatz  über  Po- 
lyeder genannt  werden  dürfte,  lassen  sich  nun  leicht  die  folgenden  ab- 
leiten : 

1.  Die  Summe  der  Polygonwinkel  eines  ^-eckigen  Poly- 
eders n^*  Classe  ist  immer  ö  +  2w  — 4  vollen  Umdrehungen 
gleich. 

2.  Ein  nur  von  Dreiecken  begrenztes  Polyeder  hat  immer 
2.(«+.2w  — 4)  Flächen  und  3.(^  +  2«  — 4)  Kanten,  ist  also  nach 
der  Zahl  seiner  Ecken,  Kanten  und  Flächen  vollständig  bestimmt,  sobald 
eine  dieser  Zahlen  und  die  Classe  des  Polyeders  gegeben  ist. 

Die  Zahl  der  Dreiecke  muss  immer  gerade,  die  der  Kanten  durch 
3  tlieilbar  sein. 

Sei  z.  B.  «  =  12,  w=>2,  und  bezeichnet  /die  Zahl  der  Flächen,  k  die 
der  Kanten,  so  findet  man  /'=24,  /r  =  36. 

Ist  f=:z26^  «:=2,  so  findet  man  e  =  13,  Ar  =  39  (womit  freilich  noch 
nicht  erwiesen,  dass  ein  solches  Polyeder  wirklich  existirt). 

Giebt  man  zwei  der  Zalilen  e^  fnndk  an,  so  ist  (immer  unter  der 
Voraussetzung,  dass  alle  Flächen  Dreiecke  sind)  dadurch  auch  die  Classen* 
zahl  bestimmt. 

Sei  z.B.  «=6,  Ar=l2,  so  findet  man  /*=8,  «=1. 

Für  «  =  7,  Ar  =  48  findet  man  «  =  6j,  woraus  folgt,  dass  ein  solches 

Polyeder  nicht  möglich;  indem  n  uothwendig  eine  ganze  Zahl  sein  muss. 

Es  ist  klar,  dass  das  zu  untersuchende  Polyeder  sich  auch  dann  als 

6 

unmöglich  erweist,  wenn  der  für  n  gefundene  Werth  >  -;   so  ist  z.  B. 

kein  Polyeder  mit  6  Ecken,  48  Kanten  und  nur  dreieckigen  Flächen 
möglich,  da  sich  für  n  der  Werth  7  ergiebt. 

3.  Zwischen  den  Zahlen  e  der  Ecken,  f  der  Flächen  und 
k  der  Kanten  besteht,  wenn  sämmtliche  Flächen  einfach  zu- 
sammenhangende sind,  immer  die  Relation 

3)  /'4-c  =  Ä--f4  — 2«. 

Dieser  Satz  kann  der  erweiterte  Euler' sehe  Lehrsatz  genannt 
werden. 
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Er  orgiebt  sich  aus  2)  unmittelbar,  wenn  D  =  f,d*  h.  wenn  alle  Flächen 
Dreiecke  sind;  denn  man  hat  dann 

/'s=2(ß  +  2«  — 4),    2/f  =  3/", 
woraus  folgt: 

2^  ==  2/*+  /*=  2/  +  2  (e  +  2  »  —  4) , 

Ist  D  von  f  verschieden,  so  werden  f  und  k  um  gleich  viel  kleiner, 
wenn  nur  alle  Flächen  einfach  begrenzte  Polygone  sind;  denn  so  oft 
a  Dreiecke  zu  einer  solchen  Fläche  vereinigt  sind,  werden  a  —  1  Seiten 
dieser  Dreiecke  zu  Diagonalen.  Daraus  folgt  aber  sofort,  dass  diese 
Gleichuug  für  Polyeder  mit  beliebigen  einfach  zusammenhangenden  Flächen 
gilt.  Dagegen  gilt  sie  nicht  mehr,  sobald  sich  unter  den  Flächen  auch 
mehrfach  zusammenhangende  befinden. 

Ein  mehrfach  zusammenhangendes  Polygon  kann  nämlich  durch 
Querschnitte  in  ein  einfach  zusammenhangendes  verwandelt  werden« 
Wäblt  man  diese  Querschnitte  so,  dass  dadurch  allemal  ein  Eckpunkt 
der  einen  Grenzlinie  mit  einem  Eckpunkte  der  anderen  verbunden  wird, 
und  ist  p  die  Anzahl  aller  Eckpunkte  der  Fläche,  q  die  Anzahl  der  Quer- 
schnitte, so  verhält  sich  die  Fläche  wie  ein  einfach  zusammenhangendes 
Polygon  mit  p  +  2q  Seiten,  das  sich  durch  p  +  2f/  —  3  Diagonalen  in 
/^ +  *'^^~~' 2  Dreiecke  zerlegen  lässt;  mit  den  ^  Querschnitten  ist  also  die 
Zahl  der  Diagonalen  der  mehrfach  zusammenhangenden  ¥\äche^=  p+Zg—Z, 
Bei  der  Zerlegung  der  Oberfläche  des  Polyeders  in  Dreiecke  fallen  mit- 
hin p  +  2q^2  Dreiecke  zu  einer  Fläche  zusammen,  wÄhrend  von  den 
Seiten  derselben  p  +  Z  q  —  3  zu  Diagonalen  werden,  k  wird  also  um 
P  +  Zq  —  Z^  f  dagegen  nur  um  p  +  2q  —  3  kleiner,  wie  wenn  alle  Drei- 
ecke als  besondere  Flächen,  ihre  Seiten  als  Kanten  angesehen  würden. 
^ Diese  Bemerkung  macht  es  möglich,  die  Gleichung  3)  so  umzuändern, 
dass  sie  auch  für  Polyeder  mit  mehrfach  zusammenhangenden  Flächen 
richtig  bleibt.. 

Bezeichnet  nämlich  q  die  Anzahl  der  Querschnitte,  die  erforderlich 
sind,  um  alle  Flächen  einfach  zusammenhangend  zu  machen,  so  kann 
der  Euler'sche  Satz,  um  ganz  allgemein  richtig  zu  sein,  durch  die  fol- 
gende Gleichung  ausgesprochen  werden: 

3a)  f+e  =  k  +  4  —  2n  +  q. 

Aus  dem  Euler ^schen  Satze  lassen  sich  viele  Schlüsse  ziehen.  Ich 
beschränke  mich  hier  auf  Polyeder  höherer  Classe  mit  nur  einfach  be- 
grenzten Flächen  und  verweise  hinsichtlich  der  Polyeder  erster  Classe 
und  der  Literatur  über  diesen  Gegenstand*  auf  das  mehrfach  erwähnte 
Bai tz er' sehe  Lehrbuch,  das  ich,  trotz  der  gemachten  Ausstellungen, 
nicht    umhin    kann    hier    für    ein   sehr   verdicnstlichos   und   in   mancher 
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Hinsicbt  Tortrefflicbes  Werk  zu  erklären.  Man  findet  dort  eine  unglanb- 
liehe  Fülle  des  Materials  mit  bewunderungswürdigem  Fleisse  zusammen- 
getragen und  in  einer  Weise  dargestellt  ^  die  das  Buch  den  besten  wür- 
dig an  die  Seite  stellt,  die  über  diesen  Gegenstand  geschrieben  worden* 

Bezeichnen  wir  mit  /*«)  e„  beziehungsweise  die  Zahl  der  aseitigen 
Fliehen  und  der  ascitigen  Ecken  eines  Polyeders  n^  Classe,  so  haben 
wir  folgende  Gleichungen 

2A:  =  3/;  +  4/;  +  6/5+... 
2k  =  Zei  +  4e^  +  be^+  ... 

Hierzu  kommt  der  Euler'sche  Satz  • 

8)  e  +  f=k  +  4-'2n. 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  2  und  setzt  statt  2  k  die  Werthe 
aus  2),  so  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen 
^  |2^  =  /i  +  2/;  +  3/*ß  +  ...  +  8-4;i. 


M^  =  /i  +  2/;  +  i 


•8^5  +  ... +  8  —  4«. 
Ana  diesen  erhält  man  durch  Addition 

Multiplicirt  man  die  eine  der  Gleichungen  I  mit  2  und  addirt  dailn 
zur  anderen ;  so  erhält  man  die  beiden  folgenden: 

III        P^»+2^4  +  ^6=24-12ii+2/;+4^+6/'ß+...+  e,+2^8+3f>8+... 
•      )3/3+2/;+/5==24--12ii+2^^+4«5+6^e+...+A+2/8+3/i  +  ... 
Multiplicirt  man  die  eine  der  beiden  Gleichungen  I.  mit  8,  die  andere 
mit  2,  und  addirt,  so  erhält  man : 

j4^3+2^,+/'3=40-20n+2/;+5/*6+8/i+...+2^e+4f7+6^8+... 
'       )4/i+2/-,+^3=40-20«  +  2<?,+ö^5+8^e+...+2/'e+4A+6/-8+... 

Endlich  erhält  man  aus  den  Gleichungen  I,  wenn  man  die  eine 
mit  4,  die  andere  mit  2  multiplicirt  und  addirt: 

l6^3+4^^+2^6==48-24«  +  4/;+8-/;+12A+...+2<?,+4P8+6<?9+.., 
'  r«/i+4/;+2/"5=48-24«+4tf^+8^6+12<?e+...+2/'7+4/'^+6/*9+... 

Ans  den  Gleichungen  I  folgt  für  Polyeder  zweiter  Classe, 
f&r  welche  8  — 4n  =  0  ist,  usa«: 

1.  Hat  ein  solches  Polyeder  nur  dreieckige  Flächen,  so  ist  ihre 
Anzahl  doppelt  so  gross,  wie  die  der  Ecken;  hat  es  nur  dreiseitige  Ecken, 
so  ist  deren  Anzahl  das  Doppelte  der  Flächenzahl. 

2.  Hat  ein  solches  Polyeder  nur  vierseitige  Ecken  oder  nur  vier- 
eckige Flächen,  so  ist  die  Eckenzahl  der  Flächenzahl  gleich. 
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Ans  II  folgt: 

Ein  Polyeder  ohne  dreiseitige  Ecken  and  dreieckige  Flächen  kann 
nur  der  zweiten  oder  einer  höhereu  Classe  angehören.  Gehört  es  der 
zweiten  Classe  an,  so  hat  es  nur  vierseitige  Ecken  und  vier- 
eckige Flächen. 

Dass  solche  Polyeder  und  zwar  von  der  Flächenzahl  9  m  wirklich 
cxistiren,  wo  m  jeden  heliebigen  Werth  über  2  annehmen  kann,  wird 
klar,  wenn  man  sich  eine  wseitige  Doppelpyraniide  vorstellt  und  diese 
durchdrungen  denkt  von  einem  mseitigen  Prisma,  dessen  Seitenkanten 
durch  die  Seitenkanten  der  Doppelpyramide  gehen ^  indem  das,  was  von 
der  Doppelpyramide  dann  übrig  bleibt,  ein  solches  Polyeder  ist. 

Aus  III  folgt  für  Polyeder  zweiter  Classe: 

1.  Hat  ein  Polyeder  dieser  Classe  keine  drei-,  vier-  und 
fünfseitigen  Ecken,  so  sind  alle  Ecken  sechsseitig  und  alle 
Flächen  Dreiecke. 

Um  sich  von  der  Existenz  solcher  Polyeder  von  der  Flächenzalil  Om, 
wo  m  ^  3,  zu  überzeugen,  stelle  man  sich  etwa  in  3  parallelen  Ebenen 
3  Polygone  von  je  m  Seiten  vor,  von  denen  das  mittlere  so  gross,  dass 
sein  Umfang  die  Projectionen  der  beiden  anderen  auf  seiner  Ebene  ein- 
schliesst.  Man  kann  dann  immer  den  beiden  kleineren  Polygonen  eine 
solche  Stellung  geben,  dass  sie  sich  mit  einander  und  jede  mit  dem 
grösseren  zu  einem  Prismatoid  verbinden  lassen,  dessen  säromtliche  Sei- 
tenflächen Dreiecke  sind,  und  kann  dabei  so  verfahren,  dass  jedesmal 
in  jedem  Eckpunkte  drei  Seitenflächen  zusammentreffen.  Das  Polyeder, 
welches  dann  übrig  bleibt,  wenn  von  der  Summe  der  Prismatoid e  über 
dem  mittleren  m-Ecke  das  andere  weggenommen  wird,  ist  ein  Polyeder 
von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Es  ist  natürlich  durchaus  nicht  noth- 
wendig,  dass  die  drei  m-Ecke  in  parallelen  Ebenen  liegen,  oder  über- 
haupt  ebene  Polygone  seien. 

2.'Hat  ein  Polyeder  zweiter  Classe  unter  seinen  Flächen 
keine  Dreiecke,  Vierecke  und  Fünfecke,  so  sind  sämmtliche 
Flächen  Sechsecke  und  sämmtliche  Ecken  Dreikante. 

Um  ein  Polyeder  dieser  Art- von  3m  Flächen,  wo  m>3,  zur  An- 
schauung zu  bringen,  stelle  man  sich  ein  Rhomboeder  mit  2m  Seiten- 
flachen  vor,  das  von  einem  mseitigen  Prisma  in  der  Art  durchdrungen 
werde,  dass  dessen  Seitenkanten  je  ein  zusammengehöriges  Flächen  paar 
des  ersteren  durchdringen.  Das,  was  danxf  von  dem  Khomboeder  übrig 
bleibt,  ist  ein  Polyeder  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Aus  IV  folgt^  für  Polyeder  zweiter  und  höherer  Classe: 

Siud  sämmtliche  Ecken  mehr  als  vierseitig,  so  befinden  sich  unter 
den  Flächen  immer  Dreiecke;  sind  sämmtliche  Flächen  mehr  als  vier- 
eckig, so  befinden  sich  unter  den  Ecken  immer  Dreikante.     Für  Poly- 
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ecler  zweiter  Classe  folgt  aus  IV.  ferner:  Sind  sämmtlicbe  Ecken 
Fünfkante,  so  können  nicht  alle  Flachen  gleich  vieleckig  sein;  eben  so 
wenig  können  sämmtliche  Ecken  gleich  vielseitig  sein,  wenn  alle  Flächen 
Fünfecke  sind. 

Ans  V  folgt  für  Polyeder  zweiter  Classe: 

1.  Sind  ßcämmtliche  Flächen  Dreiecke,  so  sind  entweder  alle  Ecken 
sechsseitig,  oder  das  Polyeder  hat  sowohl  Ecken  mit  weniger,  als  solche 
mit  mehr  als  sechs  Seiten.  Sind  alle  Ecken  Dreikante,  so  sind  entweder 
alle  Flächen  Sechsecke,  oder  einige  haben  mehr,  andere  weniger  wie 
6  Seiten. 

2.  Sind  alle  Ecken  Sechskante,  so  müssen  alle  Flächen 
Dreiecke  sein;  sind  alle  Flächen  Sechsecke,  so  müssen  alle 
Ecken  Dreikante  sein. 

3.  Ein  Polyeder  zweiter  Classe  kann  keine  sieben-  und  mehrseitigen 
Ecken  und  Flächen  haben,  ohne  auch  solche. mit  weniger  als  6  Seiten 
zu  besitzen. 

Aus  Allem,  was  bisher  über  Polyeder  zweiter  Classe  gefunden  wor- 
den, zusammengenommen  folgt  ferner: 

Sollen  sowohl  alle  Ecken,  als  alle  Flächen  eines  Poly- 
eders zweiter  Classe  gleich  vielseitig  sein,  so  ist  nur  dreier- 
lei möglich: 

1.  Alle  Flächen  sind  Dreiecke,  alle  Ecken  Sechskante. 

2.  Alle  Flächen  sind  Sechsecke,  alle  Ecken  Dreikante. 

3.  Alle  Flächen  und  Ecken  sind  vierseitig. 

Aus  V  folgt   ferner  für  Polyeder  höherer  Classe: 
Sind    alle   Ecken   oder   Flächen   sieben-   oder  mehrseitig,    so  ist  im 
ersten  Falle   ei^l2(n  — 2),  im  anderen  /'<;i2(n  — 2).     Für  w  =  3  wird 
hieraus 

e<  12  und  f^n, 
was  sich  leicht  als  unvereinbar   mit  den  gemachten  Voraussetzungen  er- 
kennen lässt. 

Dagegen  scheinen  solche  Polyeder  von  der  vierten  und  höherer  Classe 
in  der  That  zu  existiren,  wenn  auch  schwer  herzustellen.  Jedenfalls 
kann  mit  Bestimmtheit  behauptet  werden:  Polyeder,  deren  sämmt- 
liche Ecken  oder  Flächen  mehr  als  sechsseitig  sind,  müssen, 
wenn  sie  überhaupt  möglich,  wenigstens  dreimal  durchbro- 
chen sein. 

Sollen  alle  Ecken  oder  Flächen  mehr  als  siebenseitig  sein,  so  folgt 
aus  y  bezüglich: 

c  <  G  (/i  —  2)   und  /■  <  Ö  («  —  2). 
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Da88  dies  nnmöglich,  ist  leicht  zu  erkennen.  Wir  haben  also  den  Satz: 
Polyeder,  deren  sHmmtliche  Ecken  oder  Flächen  mehr  als 
siebenseitig  wären,  sind  unmöglich. 

Wir  wollen  jetzt  noch  untersuchen,  welche  Polyeder  höherer  Classe 
mit  gleich  vielseitigen  Ecken  und  gleich  vieleckigen  Flächen  möglich  sind. 

Seien  alle  Ecken  orseitig,  alle  Flächen  inseitig,  so  hat  man: 

xe=:yf=2k.  ä1so<?  =  — ,  f=  — . 
^  sc  y 

Diese  Werthe,  in  die  Eni  er*  sehe  Gleichung  eingesetzt,  geben: 

2k      2k      ,    ,  ^, 
_+_  =  Ä  +  2(2-n), 

oder 

._    2xy{n--2)   ^  . 


ary  — 2a;  — 2y' 

oder  wenn  man  a?  =  3  +  cf,    y  =  3  +  i?  setzt : 

2(n-2)(aj3  +  3«  +  3i3  +  ft)  4  (^a  -  2)  (a  + /?  +  O) 

aß  +  a  +  ß-^Z  ""     '^  ^"^       aß  +  a  +  ß-^      ' 

a  und  ß  dürfen  nur  solche  Werthe  annehmen ,  dass  k  positiv  und  ganz- 
zahlig und  >»  6  (/t  —  1)  wird,  und  überdies  darf  keiner  dieser  Werthe 
>  4  werden. 

Wir  haben  also  nur  folgende  mögliche  Werthsysteme: 

1.  «  =  0,  /?  =  4,  Ä:  =  42(n  — 2),  (?  =  28(«  —  2), /*=  12(w  —  2), 

2.  ß  =  0,  «  =  4,  Af  =  42(w  — 2),/*=28(n  — 2),  ß  =  12(ri  — 2), 

3.  a=l,  /3=^2,  /r  =  20(n  — 2),  e=10(n  — 2),  /'=8(«  — 2), 

4.  ß=l,  «  =  2,  A:=s20(n— 2),  /•=10(w  — 2),  C==8(«— 2), 
6.  a=1,  /5  =  3,  Ar  =  12 («  —  2),  ß  =  6  («  — 2), /*=4(«  —  2), 
6.     a  =  3,  j3=l,  ^  =  12(n  — 2)./'=6(n  — 2),c  =  4(n  — 2). 

Von  diesen  Werthsystemen  scheinen  nur  die  beiden  ersten  möglichen 
Polyedern  zu  entsprechen,  wenn  n  "^  4.  Dass  den  beiden  letzten  Systemen 
keine  möglichen  Polyeder  entsprechen,  ist  augenscheinlich.  Für  meine 
Anschauung  gilt  dasselbe  auch  von  dem  dritten  und  vierten  Werthsystcm. 
Doch  will  ich  hier  die  Möglichkeit  einer  Täuschung  zugeben,  da  die  ganze 
Mannichfaltigkeit  der  möglichen  Fälle  für  grosse  Werthe  von  n  zu  gross, 
um  der  unmittelbaren  Anschauung  leicht  zugänglich  zu  sein,  und  ein 
anderer  Weg  zur  Erkenntniss  des  wahren  Sachverhaltes  mir  nicht  er- 
sichtlich ist. 
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'^^^.^^^^^^^^■^■.^^^^^^^^^•^^.^ 


m.  lieber  den  Werth  von  Arcian{%-\'i't\).  Durch  Herrn  F.  ünfer- 
dinger  in  Wien  bin  ich  brieflich  aufmerksam  gemacht  worden  ^  dass 
die  üblichen  Formeln  für  Ärcian  (|  + 117)  eine  wesentliche  Vereinfachung 
zulassen.  Hierbei  müssen  aber  (was  Herrn  Unferdinger  entgangen 
zu  sein  scheint)  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  wie  ich  im  Folgenden 
zeigep  will. 

Bezeichnet  ÄTClani^=^z  irgend  eine  der  Grössen,  welche  der  Glei- 
chung ianzs=i  genügen,  und  setzt  man  femer 

1)  Arcian  (g  + 1 1^)  =zx  +  iy, 

wo  g  und  ri  gegebene,  o:  und  2^  unbekannte  reelle  Grössen  bedeuten,  so 
folgt  tan(x  +  iy)  =  l  +  ifi  oder 

/ » ,   ==»\         Tri    -»\  .  s'     ^^^' 

V«  +e     )cosx'-'i\e  —e     jsmx 

Durch  Einführung  der  Unbekannten 

y       -y 
2) 


y  ,     -» 
e  +e 


wird  einfacher 

(an  x  +  iQ 


1  ^iQlanx 


-l+ti?, 


und  wenn  man  nach  Wegschaffung  des  Bruches  die  beiderseitigen  reellen 
und  imaginären  Theile  vergl eicht;  so  erhält  man  die  beiden  Gleichungen 

/a/i o:  =  I  + 17  Qianx,    ß  ==  jy  —  iQtanx. 

Die  erste  giebt 

3J  tanx:=:-     * 


und  durch  Substitution  dieses  Werthes  verwandelt  sich  die  zweite  Glei- 
chung in 

4)  vO'^iV  +  n'+DO-v, 

woraus  man  findet 


Wegen  der  Realität  des  y  mosa   nach  iTr.  2)  der  absolate  Werth  von  Q 
ein  echter  Brach  sein,  es  kann  deshalb  nnr 
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21? 
genommen  werden. 

Aus  der  Gleichung  3)  erhält  man  jetzt 


X  =  Arcian 


oder  wenn  m  eine  positive  oder   negative  ganze  Zahl,    und  arcian  z  den 
kleinsten  Bogen  bezeichnet,  dessen  Tangente  =c  ist, 

a:  =  m  JT  +  arcian -. 

Nach  einer  hekannten  Formel  ist  nun  für  cir/3<l 

arcian  a  +  arcian  ß  ==  arcian ^, 

1  —  aß 

dagegen  im  Falle  aj3>  1 

ci  +  ß 

arcian  a  +  arcian  ß  =  tt  —  arcian  —^ , 

ctß —  1 

mitliiii   für  a  =  j3 

2ß 
arcian  ßz=z^  arcian  ~^^,    für^*<  1, 

arcian  (3  =  ?  —  ^  arc/f?ri     ^^    ,    für  /?*  >  l 
und  folglich 

oder 

wobei  die  erste  oder  zweite  Formel  zu  wählen  ist,  je  nachdem  ( '■ — -•  ) 

weniger  oder  mehr  als  die  Einheit  beträgt.     Nun  ist  vermöge  des  Wer- 
thes  von  Q 

I    ^  n 

oder  auch 

1  -  nO  2| 

und  durch  Multiplication  beider  Gleichungen 


/   i  _y ^  VW+  <?•  +_«)•  -  41?'  +  g» + »>'  - 1). 
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Iiicrans  geht  unmittolbar  borvor,  dass  {- -)    weniger  oder  mehr  als 

M  —  ^  v/ 

die    Eiulieit   beträgt ,  je    nachdem   |*  +  ty*  —  1    negativ   oder   positiv   ist. 

Setzt  man  ferner  in  dem  Bruche 

2g(l-i?P)    ^  2^(1  — fjO) 

für  ?;(>•  seinen  Werth  aus  Nr.  4),  so  wird  der  erwähnte  Bruch 

^      -n 

l-iV  +  r,') 
und  man  hat  daher 

.r  =  m  7t  +  4  arcian v^;  ,     ,. ,    für  §  *  +  i?»  <  1 , 

Endlieh  giebt  die  Gleichung  2) 

roultiplicirt   man    Zähler   und   Nenner   des   Bruches   rechter   Hand    mit  ri 
nnd  substituirt  wieder  für  t)  0^  seinen  Werth  aus  Nr.  4,  so  wird 

Es  ist  albo  für  |'  +  if<  1: 

«)  Arctan  (l  +  iii) 

dagegen  für  J*  +  y^  >  1 : 

.  7)  *  Arcian^{^  +  iYi) 

In  dem  speciellen  Falle  !*  +  >/'  =1  erhält  man  aus  5) 

wo  das   Wurzelzeichen    im  absoluten  Sinne  zu  nehmen  ist;  daraus  folgt 

VV      ~ 
4 
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worin  das   obere  Zeichen   einem  positiven,   das  nntere  einem  negativen 
I  entspricht. 

Man  hat  daher  für  i»  +  i^«  =  l: 

8)  ^rcte;i($  +  iiy)=m«+ J  +  l/(i±^), 

Die  Formeln  6),  7)  and  8)  bieten,  den  üblichen  Formeln  gegen- 
über, den  Vortheil,  dass  sie  Arctan  (i+iti)  in  rationaler  Gestalt  dar- 
stellen. 

SCULÖMILCH. 


IV.    Ueber  den  Nähernngswerth  von  j/u^  +  v^  +  w^    Bekanntlich 
hat  Poncelet  gezeigt,  dass  für  den  Fall  uy>v  näherangsveis 

yu*  +  v^  =  0,900.  «  +  0,368.» 
gesetzt  werden  kann,  wobei  der  Maximalfehler  4  Procent  der  grösseren 
Zahl  u  beträgt.     Eine  ähnliche  approximative  Darstellung  des  allgemein 
neren  Radicales  ^ti*  +  r*  +  fp*  ist  neuerdings  von    Prof.  Horvath  in 
Pesth  gegeben  worden,  nämlich  unter  der  Voraussetzung  u'>v'>  w 

yl^  +  v^+w^  =  0,930.  M  +  0,389 .  v  +  0,297  .tv, 
wobei  der  Mazimalfehler  6  Procent  der  grösstcn  Zahl  u  beträgt. 

(Aus  U Institut,  annee  1868,  Nr.  1782.) 


III. 

Entwurf  einer  Theorie  der  Gase. 

Von 

Prof.  Dr.  WiTTWEß 

in  Kegensburg. 


Nach  den  Bestimmungen  von  Canchy*)  nimmt  in  denjenigen  Medien, 
welche  keine  Farbenzerstreuung  haben,  die  Geschwindigkeit  m  des  Lichtes 
zn,  wie  die  Qnadratwnrzel  der  Aetherdichtigkeit  ^  wächst.    Bedeutet  also 

-j  eine  Constante,  so  ergiebt  sich 

oder  da  der  Brechnngscoefücient  n  wächst,  wie  die  Geschwindigkeit  des 
Lichtes  abnimmt, 

wenn  J^  eine  neue  Constante  vorstellt. 

Streng  genommen  ist  der  allgemeine  Aether  das  einzige  Medium, 
welches  keine  Farben  Zerstreuung  hat,  doch  ist  letztere  bei  den  Gasen,  wie 
Ketteier**)  gezeigt  hat,  so  gering,  dass  wir  sie,  so  lange  es  sich  nicht  um 
ganz  genaue  Untersuchungen  handelt,  bei  diesen  immerhin  als  nicht  vor- 
handen betrachten  können,  was  auch  im  Nachstehenden  geschehen  soll. 

Folgt  man  der  alten  Annahme,  dass  die  brechende  Kraft  dem  um  die 
Einheit  verminderten  Quadrate  des  Brechungscoefficienten  gleich  sei,  setzt 
man  also 

n«— l  =  c(f, 
In  welcher  Gleichung  c  eine  von  der  Natur  des  Gases  abhängige  Constante, 
d  die  Dichtigkeit  des  Gases  vorstellt,  so  erhält  man 


*)  Memoire  iur  la  dispersum  de  la  lumih'e,  p.  203. 

**}  Beobachtungen  über  die  Farbenzerstrenung  der  Oase.     Bonn  1865. 
ZeiUcliHn  f.  Mathematik  a.  Physik.  XIV,  2.  5 
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1)  ^=l  +  C(f, 

Q 

3)  p  =  ^,(l-cd), 

da  die  höheren  Potenzen  von  crf  vernachlässigt  werden  können. 

Die  in  einer  Kugel  enthaltene  Aetherraenge  iüf^ist  gleich  dem  Producte 
aus  dem  Volumen  Fder  Kugel  in  die  Dichtigkeit  ^,  also 
ilf=F^  =  ^jr(l  — crf). 
Die  Dichtigkeit  des  Gases  ist  um  so  bedeutender,  je  grösser  die  An- 
zahl a  der  in  einer  Kugel  enthaltenen  Atome ,  je  kleiner  das  Volumen  der 
Kugel  ist,  also 

d=  —  und 


4)  ilf=^,r(l-^)  =  ^.(F-«c). 


In  einer  gleich  grossen  Kugel  des  freien  Aetbers  (bei  dem  also  a  s=:  0) 
ist  die  Menge  der  Aethertheilchen 

i»fi  =  ^1  F 
und  durch  Verbindung  der  beiden  letzten  Gleichungen  ergiebt  sich 
6)  M^--M^A,ac 

Die  Differenz  der  Mengen  von  Aethertheilchen ,  die  in  einer  mit  Gas 
erfüllten  Kugel  einerseits,  in  einer  gleich  grossen  Kugel  von  freiem  Aether 
andererseits  sich  befinden,  ist  gleich  dem  Producte  aus  der  Zahl  a  der 
Atome  in  eine  Grösse  ^iC,  welche  von  der  Natur  des  Atomes  abhängt;  sie 
ist  aber  unabhängig  von  der  Dichtigkeit*des  Gases,  unabhängig  von  der 
Grösse  der  Kugel. 

Wird  ein  Gas  comprimirt,  so  muss  Aether  abgeschieden 
werden,  die  abgeschiedene  Menge  ist  ebenso  gross  als  die- 
jenige, welche  sich  in  einem  Volumen  des  freien  Aetbers  be- 
findet,  das  dem  Betrage  der  Compression  gleichkommt,  und 
dieser  Satz  gilt  so  lange,  als  dieses  bei  der  Gleichung  n*  —  1 
=  c</  der  Fall   ist. 

Nimmt  man  mit  Beer*)  und  Anderen  an,  es  sei  nicht  n'  — l=:cc?, 
sondern  w  — 1  =  cd,  so  findet  man  bei  Beibehaltung  der  vorhergehenden 
Bezeichnungen 

1*)  /^:=(,+^,,), 


2*)  p  = 


ff 


(l  +  crf)' 


*)  Höhere  Opük,  S.  36. 
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3*)  p  =  ^,  (l-2cd), 

4*)  3/=^i(F-2aO' 

5»)  Mi  —  .V  =  2^1  ac  =  ^,  flc! 

Das  Ergebniss  ist  dem  Wesen  nach  dasselbe,  wie  im  vorigen  Falle. 
Sicherlich  ist  weder  die  Gleichung  fi*— l  =  cd  noch  die  Gleichnng  «  — l  =  crf 
vollständig  richtig ;  aber  jedenfalls  ist  die  Abweichung  von  der  Wahrheit 
nicht  so  gross,  dass  sie  das  oben  ausgesprochene  Resultat  wesentlich  beein- 
trächtigen könnte. 

Die  Dynamiden  sind  zusammengesetzt  aus  einem  Massenkerne  und 
einer  Actherhülle.  '  Der  Kern  beansprucht  nach  der  von  mir  (Entwurf 
einer  Molecularphysik  S.  181  und  190)  gegebenen  Darstellung  mehr  Aether. 
theilchen,  als  nothwendig  sind,  um  ihn  zu  sättigen,  d.  h.  seine  Anziehung 
auf  die  im  allgemeinen  Räume  befindlichen  Aethertheilchen  aufzuheben, 
und  die  Hülle  der  Djftiamide  enthält  verglichen  mit  einem  ihr  gleichen 
Yolumen  des  allgemeinen  Raumes  ebensoviel  Aether  als  dieses,  weniger 
das,  was  der  Massenkern  über  seine  Sättigung  hinaus  absorbirt  hat. 

Bezüglich  der  Compression  der  Gase  and  der  damit  verbundenen  Ab- 
scheidnng  von  Aether  sagte  ich  damals  (S.  196):  ,,Es  giebt  zwei  verschie- 
dene Wege,  denen  man  folgen  kann.  Man  kann  voraussetzen,  dass  die  ein- 
zelnen Dynamiden  in  einem  Gase  weit  von  einander  entfernt  und  durch 
freien  Aether  getrennt  gewesen  seien.  In  diesem  Falle  ist  das ,  was  abge- 
schieden wird,  der  freie  intermoleculare  Aether,  und  die  Dynamiden  bleiben 
ganz.  Der  zweite  Fall  ist  der,  dass  man  annimmt,  die  Dynamiden  seien 
a  priori  nahe  an  einander  gewesen,  und  dann  ist  der  abgeschiedene  Aether 
von  den  Hüllen  genommen. " 

Wie  sich  aus  der  Quantität  des  durch  Compression  eines  Gases  abge- 
schiedenen Aethers  ergiebt,  verträgt  sich  die  erstere  der  vorstehenden  An- 
nahmen besser  mit  den  Ergebnissen  der  Beobachtung,  und  ich  werde  daher 
für  jetzt  die  letztere  verlassen.    Ein  Gas  besteht  also  aus  zwei  Theilen: 

1)  aus  den  Dynamiden, 

2)  ans  freiem  Aether,  der  die  Zwischenräume  zwischen  den 
Dynamiden  einnimmt,  und  die  Dichtigkeit  des  Aethers  des 
allgemeinen  Raumes  hat. 

Wird  das  Gas  comprimirt,  so  werden  die  Zwischenräume  zwischen  den 
Dynamiden  kleiner,  es  wird  freier  Aether  in  dem  Maasse  abgeschieden, 
als  die  Compression  vorschreitet,  während  die  Dynamiden  unverletzt  blei- 
ben, so  lange  die  Gleichungen  n'  —  1  =  cc?  oder  n  —  1  =  crf  als  genan  be- 
trachtet werden  können.  Umgekehrt  werden  bei  einer  Volumvergrösse- 
rung  die  Zwischenräume  wachsen  qnd  freier  Aether  von  aussen  wird  auf- 
genommen. 

Bezüglich  der  Lichterscheinungen  ist  hier  zu  bemerken,  dass  der  über 
die  Sättigung  des  Massenkemes  hinaus  von  diesem  aufgenommene  Aether 

6» 
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mit  dem  Kern  fest  verbunden  nnd  als  eine  Vermehrung  seiner  materiellen 
Substanz  zu  betrachten  ist.  Das  Licht  beruht  einzig  und  allein  auf  Aether- 
schwingungen,  und  für  das  Licht  ist  also  der  über  die  Sättigung  hinaus  auf- 
genommene Aether  wie  nicht  vorhanden ,  weshalb  die  Lichterscheinungen 
eine  Verdünnung  des  Aethcrs  in  den  Gasen  anzeigen.  Was  der  Kern  zu 
viel  hat,  um  das  hat  die  Hülle  der  Dynamide  weniger  Aether  als  ein 
gleiches  Volumen  des  freien  Raumes,  und  da  sich  dieses  bei  jeder  Dyna- 
mide  wiederholt ,  so  ergiebt  sich  das  Resultat  der  Gleichung  5). 

Denken  wir  uns,  ein  im  allgemeinen  Räume  befindliches  Aethertheil- 
eben  sei  in  Bewegung  gesetzt,  so  wird  sich  seine  Entfernung  von  den 
Nachbarth  eilchen  auf  der  einen  Seite  vermindern,  auf  der  anderen  ver- 
grössern ,  es  ändern  sich  die  gegenseitigen  Abstossnngen,  und  das  Resultat 
wird  sein,  dass  das  Theilchen  nach  Erschöpfung  sedier  Bewegung  auf  sei- 
nen Platz  zurückkehrt,  dass  die  Bewegung  sich  fortpflanzt,  kurz  es  tritt 
eine  Wellenbewegung  ein.  Die  gegenseitige  Abstossung  wirkt  in  derselben 
Weise,  wie  dieses  bei  unmittelbarer  Berührung  ein  absolut  elastisches  Pol- 
ster thun  würde.  Bei  einer  Dynamide  kann  nach  aussen  nicht  wohl  eine 
andere  Erscheinung  eintreten,  denn  sie  stellt  eine  Gruppe  von  Aethertheil- 
chen  dar,  die  als  mit  einem  Gesammtpolster  versehen  betrachtet  werden 
können,  während  der  innen  befindliche  Kern  auf  die  nicht  zur  Dynamide 
gehörenden  Aethertheilchen  weder  eine  Anziehung  noch  eine  Abstossung 
äussert«  Selbstverständlich  kommen  auch  Schwingungen  des  Dynamiden. 
äthers  vor,  wie  dieses  schon  der  Begriff  des  elastischen  Polsters  um  die 
Djnamide  mit  sich  bringt.  Es  ergiebt  sich  aus^der  vorstehenden  Betrach- 
tung, dass  die  in  einem  Gase  vorkommenden  Bewegungen  den  Gesetzen 
der  Bewegungen  absolut  elastischer  Körper  gehorchen  müssen. 

Sind  in  einem  Gase  Dynamiden  und  freie  Aethertheilchen  durch  einan- 
der gemengt,  so  kann  sich  keine  Dynamide  bewegen,  ohne  auch  den 
Aethertheilchen  Bewegung  mitzutheilen  und  umgekehrt,  und  wenn  die 
Wärme  eines  Gases  aufBewegung  beruht,  so  müssen  dabei  Dy- 
namiden und  Aether  gleichzeitig  betheiligt  sein;  es  muss  daher 
eine  auf  Vollständigkeit  Anspruch  machende  Theorie  der  Wärme  der  Gase 
sowohl  die  Dynamiden,  als  auch  den  Aether  berücksichtigen,  denn  die  die 
Gesammtwärme  eines  Gases  repräsentirenden  lebendigen  Kräfte  müssen 
gleich  der  Summe  der  lebendigen  Kräfte  sämmtlicher  Dynamiden  und  dazu 
derjenigen  sämmtlicher  freien  Aethertheilchen  sein. 

Man  kann  hiergegen  den  Einwurf  erheben^  dass,  wenn  auch  Aether  und 
Massentheilchen  die  Gase  zusammensetzen,  die  Wirkung  der  ersteren 
darum  vernachlässigt  werden  könne^  weil  die  Menge  ihrer  materiellen  Sub- 
stanz, von  der  ja  die  lebendige  Kraft  wieder  abhängt,  gegen  die  der 
schweren  Theilchen  als  verschwindend  klein  betrachtet  werden  kann. 
Denkt  man  sich  das  Verhältniss  der  Massenkerne  und  der  Aethertheilchen 
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darum  her  etwa  so,  wie  das  Verhältniss  der  Erde  und  der  Lufttheilchen  auf 
ihr,  eine  Annahme,  welche  gegen  die  allgemein  herrschenden  Ansichten 
am  Ende  nicht  allzusehr  verstösst,  so  kann  allerdings  nehen  den  Bewegun- 
gen der  Massenkerne  die  der  Aethertheilchen  darauf  als  in  ihrem  Effecte 
▼erschwindend  klein  betrachtet  werden,  allein  diese  Anschauung  ist  nicht 
in  der  Natur  begründet. 

Bekanntlich  ist  unsere  Hauptwärmequelle  die  Sonne ,  deren  Strahlen 
die  Temperatur  der  Erdoberfläche  erhöhen.  Die  Sonne  ist  von  uns  durch 
einen  weiten  Zwischenraum  getrennt,  der  nicht  yon  schweren  Theilchen, 
sondern  von  Aether.  erfüllt  ist,  und  die  Strahlen  der  Sonne  werden  uns 
durch  letzteren  vermittelt.  Es  macht  ein  Aethertheilchen  nach  dem  anderen 
seine  Schwingungen,  bis  endlich  der  Strahl  auf  die  Erde  gelangt,  und  die 
letzten  Aethertheilchen  übertragen  ihre  lebendige  Kraft  .auf  die  Massen- 
theilchen  unseres  Planeten,  Wird  nun  die  lebendige  Kraft  der  Aether 
theilchen  um  der  geringen  Menge  materieller  Substanz  der  letzteren  wil- 
len zu  unbedeutend,  so  kann  auch  die  lebendige  Kraft  der  Massentheil- 
chen  durch  sie  nicht  wesentlich  geändert  werden;  die  Versuche  mit  der 
Mellonischen  Säule  zeigen  jedoch  ganz  deutlich,  dass  die  Aenderung  gar 
nicht  lange  auf  sich  warten  lässt.  Wird  durch  die  Sonnenstrahlen  der  Beweis 
geliefert,  dass  durch  die  Aetherschwingungen  die  lebendige  Kraft  der  Mas- 
sentheilchen  merklich  erhöht  werden  kann,  so  zeigt  die  Wärmeausstrahlung 
der  Erde  gegen  den  allgemeinen  Raum  ganz  entschieden ,  dass  auch  durch 
Uebertragung  an  die  Aethertheilchen  für  die  Massentheilchen  ein  merk- 
licher Verlust  an  lebendiger  Kraft  eintreten  muss.  Nimmt  man  also  an, 
dass  bei  der  Wärme  die  Bewegungen  der  Massentheilchen  eine  Holle  spie- 
len, 80  sind  die  Aethertheilchen,  mit  denen  erstere  untermischt  sind,  sehr 
in  Bäcksicht  zu  nehmen  ,  und  die  lebendige  Kraft  des  Aethers  darf  durch- 
aus nicht  vernachlässigt  werden. 

Wenn  man  von  dem  Satze  ausgeht,  dass  die  Quantität  der  in  einer 
Massenkugel  vereinigten  materiellen  Substanz  ohne  Vergleich  grösser  sei, 
als  die  materielle  Substanz  der  Aethertheilchen,  so  kann  man,  gestützt  auf 
die  Thatsache ,  dass  unsere  Hauptwärme  uns  durch  den  Aether  vermittelt 
wird ,  leicht  auf  den  Schluss  geführt  werden ,  dass  wie  bei  dem  Lichte ,  so 
auch  bei  der  Wärme  die  sämmtlichen  Erscheinungen  nur  auf  Bewegungen 
der  Aethertheilchen  beruhen,  ein  Satz,  der  nicht  undeutlich  in  Redten- 
bacher's  „Dynamidensystem*'  durchschimmert.  Ich  glaube  jedoch,  dass 
dieser  Schluss  zu  weit  führt.  Nach  Abzug  des  zur  Sättigung  der  Massen- 
kugeln nöthigen  Aethers  enthält  nämlich  ein  beliebiges  Quantum  von  Gas 
genau  dieselbe  Menge  von  Aethertheilchen ,  wie  ein  gleiches  Volumen  im 
freien  Räume.  Der  Druck  des  äusseren  Aethers  nach  innen  und  der  des 
inneren  nach  aussen  heben  sich  auf,  und  man  hat  daher,  was  den  Aether 
anbelangt,  keinen  von  aussen  nach  innen  wirkenden  Druck  anzuwenden, 
um  die  Ausdehnung  des  Gases  zu  verhindern,  selbst  wenn  man  es  in  den 
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allgemeinen  Weltenraum  hinaus  hrächte.  Durch  Compression  des  Gases' 
wird  Aether  abgeschieden,  derselbe  geht  anscheinend  ungehindert  durch 
die  Poren  des  Gefässes  hindurch,  und  wenn  wir  dann  wahrnehmen,  dass 
das  Gas  ein  verstärktes  Bestreben  hat,  sich  auszudehnen,  so  kann  daran 
nicht  wohl  der  Aether  Schuld  sein,  für  den  die  Wände  des  Gefässes  er- 
sichtlich gar  kein  Hinderniss  bieten ,  sondern  die  schweren  Theilchen  sind 
es ,  die  durch  die  Compression  auf  einen  kleineren  Raum  zusammenge- 
drängt worden  sind.  Handelt  es  sich  also  um  mechanische  Wirkungen,  wie 
die  Ausdehnung ,  so  muss  man  jedenfalls  Bewegungen  der  Massentheilchen 
zu  Hülfe  nehmen;  die  Aetherbewegungen  können  aber  auch  nicht  für 
nichts  auf  der  Welt  sein,  und  ihr  Schauplatz  ist  daher  zunächst  bei  den 
Aenderungen  des  Aggregatzustandes,  der  latenten  Wärme  u.  dergl.,  kurz 
bei  den  sogenannten  inneren  Arbeiten  zu  suchen. 

Die  Bewegungen  der  Dynamiden  und  Aethertheilchen  eines  Gases 
regeln  sich  nach  den  Gesetzen  vom  Stosse  vollkommen  elastischer 
Körper.  Bezeichnet  man  der  Reihe  nach  mit  M^  Vytn^v  Menge  der  ma- 
teriellen Substanz  und  Geschwindigkeit  der  Dynamide,  dann  Menge  der 
materiellen  Substanz  und  Geschwindigkeit  des  daran  stossenden  Aether- 
theilchens  vor  dem  Stosse ,  so  bekommt  man  nach  den  bekannten  Formeln 
nach  dem  Stosse 


die  Geschwindigkeit  d%r  Dynamide  V^  = 


die  Geschwindigkeit  des  Aethertheilchens  t;«  =  ,,  . 

Denkt  man  sich  eine  lange  Reihe  von  aufeinander  folgenden  bewegten 
elastischen  Theilchen  wiederholt  aufeinander  stossend,  so  werden  dabei  die 
verschiedensten  Uebertragungen  von  lebendiger  Kraft  vorkommen. 

Sind  die  sämmtlichen  Glieder  der  Reihe  Aethertheilchen  von  durchaus 
gleicher  Menge  der  materiellen  Substanz,  von  denen  das  erste  sich  sei  es 
aus  was  immer  für  einer  Veranlassung  gegen  das  zweite  bewegt,  so  wer- 
den bekanntlich  die  Geschwindigkeiten  ausgetauscht.  Das  zweite  Theil- 
chen tauscht  mit  dem  dritten,  dieses  mit  dem  vierten  u.  s.  w.  Der  Austausch 
geht,  wenn  die  Abstossungsconstante  der  Aethertheilchen  bedeutend  ist, 
mit  grosser  Geschwindigkeit  vor  sich,  und  wir  haben  das  Phänomen  der 
strahlenden  Wärme. 

Wechseln  Dynamiden  und  Aethertheilchen ,  also  Stoffe  von  verschie- 
dener Menge  der  materiellen  Substanz  mit  einander  in  der  Reihe  ab,  so 
gestaltet  sich  die  Folge  der  Erscheinungen  etwas  anders.  Haben  wir  z.  B. 
als  erstes  Theilchen  der  Reihe  eine  Dynamide  A  mit  der  Geschwindigkeit  ti 
und  der  materiellen  Substanz  ilf ,  und  folgen  dann  die  Theilchen  B^  C, 
D  u.  s.  w.,  deren  Geschwindigkeit »,  w^  z  u.  s.  w. ,  sowie  deren  materielle 
Substanz  ilfi,  ^t,  M^  u.  s.  w.  ist,  so  hat  man  nachstehende  Resultate: 
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1)  ^stösst  auf  ^: 
A  bekommt  die  Geschwindigkeit  B  bekommt  die  Geschwindigkeit 

"*  M  +  M,  '  ""'  W+M  • 

2)  B  stösst  an  C: 

B  bekommt  die  Geschwindigkeit  C  bekommt  die  Geschwindigkeit 

3)  B  stösst  wieder  an  A: 
A  bekommt  die  Geschwindigkeit  B  bekommt  die  Geschwindigkeit 

u.  s.  w.  u.  s.  w. 

Wollte  man  nun,  nachdem  so  und  so  viele  Stösse  vor  sich  gegangen, 
die  letzten  Werthe  von  timi  t^«)  ^o  •  •  •  kennen,  so  müsste  man  in  die  Glei- 
chung von  u^  die  Werthe  von  t/n— i  n.  s.  w<  substituiren.  Das  Resultat 
wäre  eine  höchst  complicirte  Formel  \  man  kann  sich  zwar  zur  Bestimmung 
Ton  u^  und  v,  aus  den  gegebenen  u  und  v  auch  der  allerdings  sehr  einfach 
aussehenden  Gleichungen : 

ti  4-  t'i  =  t'i  +  9 
bedienen ,  allein  der  von  denselben  gewährte  Vortheil  ist  nicht  gross.  Un- 
ter diesen  Umständen  habe  ich  es  vorgezogen,  um  mir  den  Gang  der  Er- 
scheinung etwas  klar  zu  machen,  beispielsweise  numerische  Werthe  für  M^ 
lf,,tf,  9, ...  einzusetzen.  Es  sei  zunächst  angenommen,  man  habe  in  einer 
Reihe  geordnet  ein  Theilchen  A  mit  der  materiellen  Substanz  if  =  100  und 
der  Geschwindigkeit  10  und  dann  die  Theilchen  6,  c,  «f, . . .  deren  materielle 
Substanz  stets  =  1,  deren  Geschwindigkeit  ebenfalls  =  1  sein  möge. 

Es  stossen  zusammen      A      und        h, 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse  u  =  10,000     v  =   1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  U|=  9,8218    v^  =.  18^822. 

Es  stossen  zusammen        b       und       c. 
(Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    v^    18,822     w  =   1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  v^  =  1,000     rVi  =  18,822. 

Es  stossen  zusammen       A      und       6. 
Geschwindigkeit  vor  den  Stosse     t/,  =  9,8218     v^  =s  1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  u^  =:  9,6472    v,  =  18,469, 

•ferner       c      und       d 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    n;,  =  18,822     z  =   1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  n^i=  1,000    21  =  18,822. 
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Es  stossen  zusammen        b      und         c. 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    v,  =  18,409     Wf=  1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  v^  =   1,000     w^  =  18,409. 

Es  stossen  zusammen      A       and        6. 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    «2  =  9,6472     p^=  1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  u^  =  9,4759     v^  =  18,123. 

Man  kann  auch  einen  wiederholten  Wechsel  von  Dynamiden  und 
Aether  einführen,  und  zu  diesem  Zwecke  sei  gesetzt,  das  dritte  Theilchen  c 
sei  eine  Dynamide  mit  der  materiellen  Substanz  if=:  100  und  der  ursprüng- 
lichen Geschwindigkeit  iv  =  l  y  d  dagegen  sei  wieder  ein  Aethertheilchen. 
Es  ergiebt  sich  nun  nachstehendes  Resultat: 

Es  stossen  zusammen       A       und   *    b, 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    u  =  10,000     v  =    1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  t/^=  9,8218    v^=  18,822. 

Es  stossen  zusammen         b       und       C, 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    v^  =  18,822     iv^=  1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  t?2=— 10,469     &^=  1,353. 

Es  stossen  zusammen       A       und       6, 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    u^  =  9,8218  1^2=3—16,469, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  u^  ==  9,3012  v^  »  35,592, 

ferner       C       und        d 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse  n^^  =  1,353      z  =1,000, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  n?,  =  1,3460    2^=  1,6988. 

Es  stossen  zusammen         b       und        C, 
Geschwindigkeit  vor  dem  Stosse    f;^  =  35,592     rv^:=si^ZA%Oy 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  t7^=— 32,222     »^3  =  2,0194. 

Es  stossen  zusammen        A       und         b. 
Geschwindigkeit  vor  denf  Stosse    «2  =  9,3012    »^=  —  32,222, 
Geschwindigkeit  nach  dem  Stosse  t/3  =  8,4791     v^  =  50,002. 

Man  sieht  in  dei^  beiden  vorstehenden  Fällen  sehr  leicht,  dass  die 
Geschwindigkeit  von  A  fortwährend  abnimmt,  weil  immer  wieder  ein  Thell 
derselben  an  die  «anderen  Körper  abgegeben  wird.  Dieses  Abnehmen  der 
Geschwindigkeit  und  die  damit  verbundene  Verringerung  der  lebendigen 
Kraft  muss  endlich  einmal  ein  Ende  nehmen,  es  muss  ein  Zustand  des  so- 
genannten beweglichen  Gleichgewichts  eintreten,  in  welchem  die  lebendige 
Kraft  eines  Theilchens  nacl^dem  Stosse  die  nämliche  ist,  wie  vor  dem 


Von  Prof.  Dr.  Wittwer.  89 

Stosse,  ea  mass  daber,  wenn  M^  m  die  Quantitäten  der  Materie  zweier  stos- 
senden  Körper  bezeichnen,  die  Bedingung  erfüllt  sein 

nnd  daraus  ergiebt  sich 


■< 


Die  Aenderungen  der  lebendigen  Kraft  hören  auf,  wenn  das  Product 
ans  der  Menge  der  materiellen  Substanz  in  die  Geschwindigkeit  für  je  zwei 
benachbarte  Theilchen  gleich  ist,  während  die  Richtung  der  Bewegung  von 
dem  einen  Theilchen  zum  anderen  das  Zeichen  ändert. 
i 

Um  die  sich  hieran  knüpfenden  Erscheinungen  näher  kennen  zu  lernen, 

sei  angenommen,  man  habe  eine  solche  in  beweglichem  Gleichgewichte 
befindliche  Reihe  A^  6,  C^  d^Ey  fy  G,  h, ,  .y  in  welcher  Massentheilchen  und 
Aethertheilchen  so  mit  einander  wechseln,  dass  die  grossen  Buchstaben 
Djnamiden,  die  kleinen  Aethertheilchen  vorstellen.  Entsprechen  if  =  100 
and  iR  s=  1  den  materiellen  Quantitäten  von  Dynamide  und  Aetheratom 
»  =  10  und  9  =  1000  den  bezüglichen  Geschwindigkeiten,  so  haben  die  Pro- 
ducte  Mu  und  mv  von  einem  Theilchen  zum  andern  entgegengesetzte  Zei- 
chen. Nun  will  ich  annehmen,  das  erste  Theilchen  A  bekomme  einen  der- 
artigen Zuschuss  zu  seiner  Bewegung,  dass  es  jedesmal,  wenn  es  an  b 
stösst,  dieses  nicht  mit  der  Geschwindigkeit  10,0,  sondern  15,0  thut ,  dass  es 
also  auf  der  b  entgegengesetzten  Seite  seines  Weges  jedesmal  einen  ent- 
sprechenden Zuwachs  zu  seiner  lebendigen  Kraft  erhält.  Das  Ergebniss 
der  verschiedenen  Stösse  findet  sich  aus  nacHbtehender  Tabelle  I. 

Die  in  dieser  Tabelle  in  einer  und  derselben  Zeile  stehenden  Zahlen 
geben  die  gleichzeitigen  Geschwindigkeiten  und  Richtungen  der  einzelnen 
Theilchen  für  den  Augenblick  an,  in  welchem  das  mit  +  Richtung  ver- 
sehene vorangehende  Theilchen  auf  das  nächstfolgende  sich  in  der  ent- 
gegengesetzten Richtung  bewegende  istösst.  Die  Bewegung,  die  aus  diesem 
Zasammenstosse  folgt,  steht  für  jedes  Theilchen  in  der  nächstfolgenden 
Zeile.  Die  erste  Zeile  giebt  also  an,  dass  A  mit  der  Geschwindigkeit 
15,000  auf  b  stösst,  dessen  Bewegung  durch  —1000,0  angegeben  ist.  Daraus 
ergiebt  sich  für  A  —  5,0991 ,  für  b  dagegen  + 1009,9.  In  dem  nämlichen 
Augenblicke  stösst  C  mit  + 10,000  auf  d  mit  — 1000,0  und  es  folgt  daraus 
für  C  —  10,000,  für  d  +  1000,0.  Dasselbe  geschieht  gleichzeitig  bei  E  und  /*, 
bei  G  und  h.  Nun  geht  A  zurück,  um  sich,  wie  vorausgesetzt  wurde,  neuer- 
dings die  Geschwindigkeit  + 15,000  zu  holen.  Während  dieses  geschiehti 
stösst  b  mit  der  Geschwindigkeit 

+  1009,9  an  C  (—  10,000),  d  (+ 1000,0)  an  E  (— 10,000) 
u«  s.  w. 
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Hätte  A  dieselbe  Bewegung,  wie  die  ihm  an  Quantität  der  materiellen 
Substanz  gleichen  C^  E^  G,  so  wäre  das  ganze  Ergebniss  nichts  weiter  als 
ein  fortwährendes  Wechseln  der  Bewegungen  + 10,000  und  — 1000,0  mit 
—  10,000  und  + 1000,0.  Der  Voraussetzung  gemäss  hat  aber  A  beim  ersten 
Stosse  die  Geschwindigkeit  +'1^)000  und  hat  diese  jedesmal  wieder,  wenn 
es  von  Neuem  mit  b  zusammenstösst.  Das  Resultat  dieses  Umstandes  fin- 
det sich  in  den  schief  abwärts  laufenden  fetteren  Ziffern  zusammengestellt. 

A  stöBst  also  an  b  und  das  Ergebniss  des  ersten  Zusammenprallens  ist 
für  A  —5,0991,  für  b  +  1009,9.  Nun  stösst  b  mit  der  Geschwindigkeit 
+ 1009,9  an  C  und  daraus  folgt  für  b  —  1009,7,  für  C  +  10,196;  C  stösst  dann 
an  d,  ersteres  bekommt  — 9,8080,  letzteres  +  1000,4.  Durch  Zusammenstoss 
von  d  mit  E  ergiebt  sich  für  d  —  1000,4  und  für  E  -|- 10,008,  und  wenn  dann 
E  AU  f  stösst,  80  bekommt  man  für  E  —  9,9920,  für  f  (bei  Anwendung  fünf- 
stelliger Logarithmen)  -|-  1000,0.  Kommen  nun  f  und  G ,  dann  G  und  h  zu- 
sammen, so  ist  offenbar  der  Effect  in  nichts  von  dem  verschieden,  den 
man  hätte,  wenn  A  den  Werth  10,000  gehabt  hätte.  Die  Wirkung  des 
ersten  Stosses  von  A  versiegt  also,  wenn  der  Stoss  sich  bis  f 
fortgepflanzt  hat. 

Während  all  dieses  geschehen  ist,  hat  sich^  neuerdings  die  Geschwin- 
digkeit 15,000  geholt;  und  hat  zum  zweitenmale  an  b  gestossen ,  das  seiner- 
seits durch  den  Zusammenstoss  mit  C  die  Bewegung  — 1009,7  erhalten  hat. 
Das  Ergebniss  ist  für  A  —  5,2911,  fnr  b  1019,4.  Es  wiederholt  sich  nun  die 
Beihenfolge  der  Erscheinungen  des  ersten  Stosses,  und  die  Wirkung  des 
zweiten  versiegt  bei  G.  Die  Wirkung  des  fünften  Stosses  erstreckt  sich 
bis  A,  und  so  geht  es  weiter,  es  wird  die  Bewegung  nach  so  und  so  vielen 
wiederholten  Stössen  immer  weiter  und  weiter,  aber  stets  nur  schrittweise 
fortgepflanzt. 

Bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit,  die  ein  Theilchen  besitzt,  wenn 
es  in  der  einen  Richtung  geht,  mit  u,  diejenige,  welche  es  auf  dem  Rück- 
wege hat ,  mit  v ,  so  ist  die  Summe  der  lebendigen  Kräfte  für  beide  Be- 
wegungen ^(w*  +  i;*),  wenn  M  die  Quantität  der  materiellen  Substanz  vor- 
stellt. Für  den  Fall,  dass  A  sich  von  den  übrigen  Theilchen  C,  E,  G  nicht 
unterscheidet,  d.  i.  für  den  Fall  des  Beharrungszustandes,  sind  die  genann- 
ten Summen  für  dieDynamiden  je  20000,  für  die  Aethertheilchen  je  2000000. 
Wenn  dagegen  A  nach  jedem  Stosse  wieder  auf  die  Geschwindigkeit  15,000 
gebracht  wird,  ergiebt  sich  das  in  nachfolgender  Tabelle  zusammenge- 
stellte Resultat. 
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Tabelle  IL 

Nummer 

des 
Slosses. 

A 

b 

c 

d 

E 

f 

G 

h 

1 

25100 

2039400 

20016 

2001600 

20000 

2000000 

20000 

2000000 

2 

25300 

2076800 

20103 

2006000 

20000 

2000400 

20000 

2000000 

3 

25489 

2110600 

20333 

2014500 

20010 

2001200 

20000 

2000000 

4 

25661 

2139800 

20776 

2027000 

20031 

2003200 

20000 

2000000 

5 

25809 

2166200 

21454 

20437Ö0 

20087 

2006000 

20000 

2000400 

6 

25929 

2182400 

22338 

2064300 

20158 

2012200 

20010 

2001200 

7 

26015 

2195100 

23443 

2087900 

20414 

2020100 

20028 

2002600 

8 

26072 

*-J  202500 

24548 

2112700 

20743 

2030400 

20062 

2005100 

0 

26098 

2204900 

25572 

2137600 

21243 

2044000 

20127 

2009000 

Ich-  mass  hier  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  vorstehenden  Zah- 
len die  lebendigen  Kräfte  angeben,  welche  ein  Theilchen  in  Folge  des 
ersten,  zweiten  . . .  Stosses,  der  an  dasselbe  gelangt,  besitzt;  da  aber  der 
Stoss  jedesmal  einige  Zeit  braucht,  um  zu  den  nachfolgenden  Theilchen  zu 
gelangen,  sind  in  den  einzelnen  Zeilen  der  Tabelle  verschiedene  Zeitmo- 
mente repräsentirt. 

Aus  dieser  Zusammenstellung  ergiebt  sich^  dass  A  bei  jedem  Stosse 
an  lebendiger  Kraft  verliert,  denn  ohne  Verlust  müsste  in  der  ersten  Co- 
lumne  constant  die  Zahl  2.100.15^  =  45000  stehen.  Die  lebendige  Kraft, 
welche  A  verliert,  geht  auf  b  über,  denn  die  Zahlen  der  Columne  b  wach- 
sen fortwährend,  b  aber  behält  nicht  alles  für  sich,  sondern  giebt  von  sei- 
nem Reichthum  an  Cab,  ohne  die  eigene  Zunahme  zu  vergessen.  C  ver- 
hält sich  gegen  d  ebenso  wie  b  gegen  C  und  soweit  die  Genauigkeit  fünf- 
stelliger Logarithmen  es  erkennen  lässt,  stellt  sich  das  gleiche  Verhalten 
auch  bei  den  nachfolgenden  Theilchen  ein.  Die  lebendige  Kraft  theilt  sich 
also  mit,  aber  diese  Mittheilung**  geschieht  ganz  allmälig  und  die  von  A 
weiter  entfernten  Theilchen  bekommen  ihren  Zuschuss  erst  nach  öfter  wie- 
derholten Stössen  von  A. 

Es  dürfte  wohl  Niemandem  entgangen  sein,  dass  der  vorstehend  be- 
trachtete Vorgang  alle  Analogien  zeigt  mit  der  Reihenfolge  von  Erschein 
nungen,  welche  ein  Körper,  der  mit  einer  Wärmequelle  von  etwas  höherer 
aber  constanter  Temperatur  in  Berührung  steht,  wahrnehmen  lässt.  Die 
Temperatur  der  Körper  wird  allgemein  auf  die  lebendige  Kraft  der  in  ihr 
befindlichen  Theilchen  zurückgeführt,  und  das,  was  man  Leitung  der 
Wärme  nennt,  findet  daher  seine  Erklärung  in  Stössen  elasti- 
scher Körper  von  verschiedener  Menge  der  materiellen  Sub- 
stanz, während  die  Fortpflanzung  der  Wärme  durch  Strah- 
lung dann  eintritt,  wenn  die  Menge  materieller  Substanz  der 
stossenden  Theilchen  stets  dieselbe  bleibt. 

Ein  Gas,  dessen  Dynamiden  so  zerstreut  sind,  dass  nicht  alle  durch- 
ziehenden Wärmestrahlen  auf  Dynamiden  treffen,  wird  neben  der  Wärme- 
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leitQDg  auch  Diathei^mansie  zeigen.  Letztere  mnss  mit  wachsender  Dichtig- 
keit des  Gases nnd  wachsendem  Djnamidenvolumen  abnehmen,  weil  die  Wahr- 
scheinlichkeit wächst,  dass  eine  Dynamide  von  dem  Stosse  getroffen  wird. 

Ich  glanhe  kaum  erwähnen  zu  müssen ,  dass  der  oben  vorausgesetzte 
durchaus  centrale  Stoss  der  einzelnen  Theilchen  auf  einander  in  der  Natur 
kaum  vorkommen  wird,  dass  dieses  aber  den  endlichen  Erfolg  nicht  auf- 
hebt, sondern  ihn  nur  modificirt.  Ist  der  Stoss  nicht  selbst  central,  so  ist 
es  eine  Componirende  desselben,  und  da  die  lebendige  Kraft  nicht  verloren 
gehen  kann,  so  müssen  die  anderen  Componirenden  ebenfalls  thätig  sein. 
Es  ergiebt  sich  also  nur  eine  Vertheilung  eines  Stosses  in  mehrere  von  ver- 
schiedener Richtung  und  es  breitet  sich  also  die  Wärme  nach  allen  Rich- 
tungen aus.  Darum  finden  auch  Transversalschwingungen  statt,  welche  ja 
bei  den  Gasen  bereits  nachgewiesen  sind. 

Die  vorstehende  Erklärung  der  Wärmeleitung  gilt  zunächst  für  die 
Luftarten,  bei  denen  die  Voraussetzung,  dass  die  Djnamiden  mit  freien 
ÄBthertheilchen  abwechseln ,  erfüllt  ist«  Bei  den  tropfbarflüssigen  und  den 
festen  Körpern  ist,  wie  ich  in  meinem  Entwürfe  einer  Molecnlarphysik  ge- 
zeigt habe ,  dieser  freie  Aether  nicht  oder  nur  in  verhältnissmässig  unbe- 
deutender Menge  vorhanden,  und  es  muss  sich  bei  diesen  Stoffen  die  Fort- 
pflanzung der  Wärme  durch  Leitung  auf  die  Bewegungen  innerhalb  der 
Djnamiden,  die  Bewegungen  der  elastischen  Polster  der  Massenkerne  re- 
duciren,  die  ich  bei  den  Gasen  wenigstens  einstweilen  vernachlässigen 
konnte.  Auch  bei  den  tropfbarflüssigen  und  den  festen  Körpern  müs- 
sen ezcentrische  Stösse  vorkommen,  auch  bei  ihnen  müssen  daher  Trans« 
yersalschwingungen  eintreten. 

Af 

Der  Werth  des  Quotienten  —  ist  für  die  Leitung  der  Wärme  wenig- 
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stens  in  den  Gasen  von  grosser  Bedeutung.    Setzt  man  —  =  10  statt  wie 


^'.  r 


früher  =100,  das  Verhältniss  —  =sj\)^  statt  -|^£^,  so  ist  das  Resultat  der 

ersten  2  Stösse  von  A  nachfolgendes ,  wenn  wie  in  Tabelle  II  die  in  der 
gleichen  Zeile  stehenden  Zahlen  nicht  die  gleichzeitigen  Zastände  reprä- 
sentiren,  sondern  die  Ergebnisse  eines  und  desselben  Stosses. 

Tabelle  IH. 


Nammer 

des 
Stosses. 

Geschwindigkeit  und  Richtung  von                      1 

A 

b 

C 

d 

E 

r 

G 

h 

1 
2 

15,000 

—  5,9091 

15,000 

—  7,2619 

109,09 

— 107.44 

115,18 

—  109.96 

11,658 

—  8,6478 

18,867 

—  7.2837 

108,01 

— 102.46 

109,05 

—  106,59 

10,547 

—  9,5528 

12,011 

-8,5018 

100,99 

—  100.81 

104,82 

—  103,26 

10,180 

—  9,8528 

10,006 

—  9,2174 

100,88 

— 100,27 

101,96 

—  101,52 
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Bei  Zusammenstellung   der   lebendigen  Kräfte  ergiebt  sich   entspre- 
chend der  Tabelle  IT 


Tabelle  IV. 

Nu^ninier 

des 
StoBses. 

A 

b 

c 

d 

E 

f 

G 

h 

l 
2 

2599 
2777 

23444 
25359 

2106 
2453 

21110 
23253 

2025 
2165 

20362 
21546 

2007 
2039 

20121 
20702 

Bei  Vergleichung  der  Tabellen  III  und  IV  mit  I  und  II  ergiebt  sich 
der  Unterschied,  dass  bei  III  und  IV  die  Wirkung  des  ersten  Stosses  bei 
/"  nicht  versiegt,  sondern  noch  über  h  hinansreicht,  wenn  sie  sich  auch  hier 
wie  dort  fortwährend  abschwächt.  Die  von  der  Wärmequelle  weiter  ent- 
fernten Theilchen  verspüren  also  die  Temperaturerhöhung  rascher,  wenn 

der  Quotient  —  abnimmt,  d.  h.  die  Leitungsfähigkeit  des  Gases  nimmt  zu, 
m 

wenn  sich  die  Masse  der  einzelnen  Dynamiden  verringert,  welche  Verrin- 
gerung zwar  nicht  ganz,  aber  doch  nahe  zu- mit  der  Abnahme  des 
Atomgewichtes  zusammenfallt.  Ein  Gas  mit  kleinerem  Atomgewicht  hat 
also  ein  grösseres  Wärmeleitungsvermögen. 

Die  experimentelle  Bestimmung  des  Wäi'meleitungsvermögens  der 
Gase  unterliegt  bekanntlich  bedeutenden  Schwierigkeiten  und  selbst  Herrn 
Magnus*)  ist  es  nicht  gelungen,  die  Gase  nach  ihrem  relativen  Leitungs- 
vermögen zu  ordnen ,  aber  so  viel  ergiebt  sich  aus  seinen  Untersuchungen 
als  sicher,  dass  dasjenige  Gas,  dessen  Atomgewicht  das  geringste  ist,  der 
Wasserstoff,  unter  allen  Luftarten  die  höchste  Leitungsfähigkeit  besitzt. 

Hat  man  irgend  eine  Gasart  in  einem  Gefässe,  so  befinden  sich  in  die- 
sem sowohl  Dynamiden  als  Aethertheilchen.  Comprimirt  man  nun  das 
Gas,  so  sind  in  dem  Gefässe  noch  die  nämlichen  Dynamiden,  aber  die 
Aethermenge  hat  sich  um  so  viel  vermindert,  als  der  Kaum  Verminderung 
entspricht,  es  ist  um  soviel  Aether  weniger  vorhanden,  als  in  einem  Räume 
des  allgemeinen  Aethers  sich  befindet,  der  der  Verringerung  des  Gasvolumens 
gleichkommt.  Der  Aether  muss  demnach  aus  dem  Gefässe  herausgekom- 
men sein ,  er  ist  durch  die  Poren  der  Wände  hindurch ,  denn  einen  andern 
Weg  giebt  es  nicht.  Ich  habe  nun  nie  etwas  davon  gehört,  dass  ein  Beobach- 
ter ein  Blasen  oder  dergleichen  wahrgenommen  hätte,  wie  man  es  bemerkt, 
wenn  Luft  durch  enge  Oaffnungen  gepresst  wird ,  und  es  bleibt  daher  nicht 
wohl  ein  anderer  Schluss  übrig  als  der,  dass  die  Poren  des  Gefasses  im 
Verhältniss  zu  den  Dimensionen  der  Aetherkugeln  sehr  gross  seien.     Der 


♦)  Pogg.  Ann.  CXII. 
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Aetber  gebt  darcb  die  Wandungen  wie  Wasser  durcb  ein  weitmaschiges 
Netz  und  die  Dynamiden  sind,  nm  das  Bild  zu  vervollständigen,  die  Fiscbe, 
die  darin  gefangen  werden.  Darum  ist  es  wohl  nicht  fehlerhaft,  wenn  ich 
annehme ,  dass  der  Aetber  auf  die  Wände  keinen  Druck  ausübt ,  und  dass, 
wenn  ein  solcher  beobachtet  wird,  dieser  einzig  der  Wirkung  der  Dynami- 
den zuzuschreiben  ist,  und  es  müssen  daher,  insofern  von  einem  Drucke 
nach  aussen  die  Rede  ist,  die  lebendigen  Kräfte  der  Dynamiden  und  die 
der  Aethertheilchen  getrennt  gehalten  werden.  Die  Dynamiden  stellen  so 
und  so  viele  elastische  Körper  vor,  die  hin  und  hergehen  und  an  die  Wand 
anprallen.  Ob  sie  alle  selbst  an  die  Wand  gehen,  oder  ob  sich  blos  der 
Stoss  jeweilig  fortpflanzt,  ist  vollständig  gleicbgiltig ,  da  die  lebendigen 
Kräfte  immer  die  nämlichen  bleiben.  Ich  komme  so  ganz  auf  die  Darstel- 
lung hinaus,  welche  Herr  Krön  ig*)  in  seinen  Grundzügen  einer  Theorie  der 
Gase  gegeben  und  mit  deren  Hilfe  er  das  Mariotte'sche  und  das  Gay- 
Lussa ersehe  Gesetz  abgeleitet  hat,  und  worauf  ich  hiermit  verweise. 

Man  kann  mir  hier  einen  Einwurf  machen.  Nach  Krön  ig  ist  die 
Wirkung,  die  ein  Lufttheilcben  auf  die  Wand  ausübt,  proportional  dem 
Prodncte  aus  der  Geschwindigkeit  in  die  Zahl  der  Stösse ,  die  es  in  der 
Zeiteinheit  auf  die  Wand  macht,  und  da  diese  Zahl  wieder  der  Geschwin- 
digkeit proportional  ist,  erhält  er  die  Wirkung  als  im  directen  Verhältnisse 
zum  Quadrate  der  Geschwindigkeit  stehend.  Ist  ein  Theilchen  an  die 
Wand  angeprallt  und  stösst  es  am  Rückweg  (wir  wollen  setzen  central)  auf 
ein  anderes,  so  kehrt  es  um  und  prallt  wieder  an;  dafür  kommt  aber  das 
andere  nicht  und  der  auf  die  Wand  ausgeübte  Effect  bleibt  also  unge- 
ändert. 

Nach  meinen  Voraussetzungen  geht  die  Dynamide  nicht  bis  zur  näch- 
sten Dynamide  zurück,  sondern  nur  bis  zum  nächsten  Aethertheilchen;  sie 
kommt  also  jedenfalls  früher  an  der  Wand  an,  und  seine  Wirkung  auf 
letztere  vergrössert  sich  also.  Dafür  stossen  aber  entsprechend  viele  Dy- 
namiden nicht  an  die  Wand,  sondern  die  Aethertheilchen  thun  es,  die  von 
dem  in  den  Poren  befindlichen  Aetber  zurückgetrieben  werden  und  keinen 
Druck  auf  die  Wand  ausüben.  Nehmen  wir  z.  B.  an,  die  Theilchen  seien 
alle  in  parallele  Reihen  geordnet,  die  Richtung  der  Bewegungen  falle 
mit  der  Richtung  der  Reihe  zusammen,  die  Wand  stehe  senkrecht  darauf 
und  zwischen  je  2  Dynamiden  seien  9  Aethertheilchen  !  Ist  am  äussersten 
Ende  einer  solchen  Reihe  eine  Dynamide,  so  geht  diese  nach  dem  Anpral- 
len bis  zum  nächsten  Aethertheilchen  zurück  und  kehrt  wieder  um.  Ihr 
Weg  ist  durch  die  Einschaltung  auf  ^\f  des  ursprünglichen  vermindert,  sie 
kommt  also  zehnmal  so  oft  und  übt  die  zehnfache  Pression  aus.  Bildet  je- 
doch in  jeder  Reihe  eine  Dynamide  das  äusserste  Glied?  Nach  den  Ge- 
setzen der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  ist  dieses  unter  10  Reihen  nur  ein- 


*)  Pogg.  Ann.  XCIX. 
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mal  der  Fall.  Nenn  Beihen  unter  zehn  enden  mit  Aethertheilchen,  drücken 
also  nicht,  und  die  zehnte  wirkt  mit  der  zehnfachen  Kraft,  wir  haben  also 

Meine  Annahme  gerftth  also  mit  dem  Mariotte 'sehen  und  dem  Oaj- 
L  u  BS ac 'sehen  Gesetze  nicht  in  Collision,  und  die  Oase  folgen  diesen  Ge- 
setzen soweit  die  am  Eingange  angeführten  Normen  n  — ]»<*(/  oder 
n*^l=zcd  richtig  sind.  Finden  Abweichungen  von  diesen  statt ,  so  ist  die 
Annahme,  dass  die  Aetherabscheidang  der  Volumvermindernng  der  Gase 
proportional  sei,  auch  nicht  mehr  richtig,  nnd  es  ergeben  sich  dann  Ab- 
weichungen von  den  genannten  Gesetzen. 


IV. 

üntenuclmng  einiger  Oewölbformen ,  durch  welche  ein 

Baum  mit  trapezoidförmigem  Orundrisse  überwölbt 

werden  kann. 

Von 

Rudolf  Staudigl, 

Adjnnct  am  k,  k.  polytechnischen  Institate  in  Wien. 


(Hierzn  Taf.  III,  Fig.  1  —  11.) 


Die  wesentlichen  Unterschiede  der  Gewölbe  werden  vorzugsweise 
dnrch  die  Form  und  Anordnung  der  Flächen  bedingt,  welche  den  Körper 
des  Gewölbes  nach  unten  begrenzen.  Daher  versteht  man  unter  dem  Worte 
Oewölbform  fast  immer  nur  die  aus  der  Zusammensetzung  jener  Flä- 
chen entstandene  Form.  Am  häufigsten  werden  Gewölbformen  durch  eine 
einzige  Fläche  gebildet,  in  welchem  Falle  man  sie  eine  einfache  nennen 
könnte,  im  Gegensatze  zu  den  zusammengesetzten  Gewölbformen,  die 
durch  Verbindung  von  zwei  oder  mehreren  Flächen  zu  Stande  kommen. 

Wir  wollen  hier  nur  einige  für  unseren  Fall  anwendbare  Gewölbfor- 
men untersuchen ,  und  zwar  solche ,  welche  nicht  nur  praktisch  verwend- 
bar sind,  sondern  auch  ein  theoretisches  Interesse  bieten. 

L    Die  windschiefe  Oewölbform  mit  horizontaler  Sichtebene  trnd  swei 
elliptisohen  Leitlinien,  welche  zugleich  Stirnbögen  sind. 

In  Fig.  i  sind  die  Leitlinien  der  Fläche,  welche  wir  in  Betracht  ziehen, 
aber  den  Seiten  AB'  und  C  D'  des  vierseitigen ,  unregelmässigen  Grund- 
risses angenommen.  Die  geradlinigen  Erzeugenden,  also  auch  die  Schluss- 
linie, sollen  alle  horizontal  werden,  daher  die  Pfeilhöhen  der  Leitlinien 
gleich  sein  müssen..  Nimmt  man  als  Leitlinien  Ellipsen  mit  gleichen  verti- 
calen  Azen  an,  so  erhält  man  Erzeugende,  deren  horizontale  Projectionen 
ganz  unabhängig  von  der  Grösse  dieser  Axe  sind ,  wie  aus  Folgendem  her- 
vorgeht. 

Da  jede  Erzeugende  horizontal  ist ,  so  müssen  die  Punkte ,  in  welchen 
sie  die  beiden  Leitlinien  treffen ,  gleich  hoch  über  der  horizontalen  Ebene 
des  Grundrisses  liegen.     Es  seien  nun: 

Z«itschrin  f.  Mathematik  a.  Physik  XIV,  2.  7 
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^+^  =  1  und  ^.+  ij  =  l 

die  Gleichungen  der  beiden  Leitlinien  mit  gleicher  ve^ticaler  Halbaxe  b 
und  x\y\  x\y  seien  die  Coordinaten  der  gleich  hoch  liegenden  Punkte 
mundp,  in  welchen  eine  Erzeugende  beide  Leitlinien  schneidet,  so  be- 
stehen für  diese  Punkte  die  Gleichungen : 

Durch  Subtraction  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 

x'  :a  =  x'* :  üj 
und  daraus: 

1)  a  +  a:' :  fl  —  a;'  =  a,  +  a:"  :  ff,  —  x\ 

Nimmt  man  nun  die  Grnndrissseiten  Ai  B'  und  C"  D'  zugleich  als  hori- 
zontale Axen  der  Leitlinien  an,  so  ist  m'il!f'=a:'  und  p'ö'==a:",  wenn  Jlf 
und  0'  die  Mittelpunkte  dieser  Linien  sind.     Aas  l)  folgt  dann : 

I)  m  B':tnÄ=p(f:p  1/, 

d.  h.  die  horizontale  Projection  einer  jeden  Erzeugenden  der  windschiefen 
Fläche  theilt  die  Grandrissseiten,  über  welchen  die  elliptischen  Leitlinien 
angenommen  wurden ,  proportional  und  ist  unabhängig  von  der  Grösse  der 
verticalen  Halbaxe  b. 

Daraus  folgt,  dass  man  die  horizontale  Projection  einer  Erzengenden 
erhält,  wenn  man  die  entsprechenden  Grandrissseiten  proportional  in  zwei 
Theile  theilt,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Theile  derselben  Grund- 
rissseite anliegen ,  und  die  Theilpunkte  darch  eine  Gerade  verbindet.  Das 
Theilen  geschieht  auf  einfache  Weise  wie  folgt: 

Wählt  man  rn  als  einen  Punkt  der  A'  B\  darch  welchen  die  horizon- 
tale Projection  einer  Erzeugenden  gehen  soll ,  so  wird  n  B'=:mJi  gemacht, 
na  parallel  zar  Diagonale  B' D'  und  ap'  parallel  zur  anderen  Diagonale 
jt  (/  gezogen,  wodurch  sich  der  Paukt p'  in  (f  B'  als  ein  zweiter  Pankt  der 
gesuchten  Projection  ergiebt.     Denn  es  ist  zufolge  der  Construction : 

n^_aA'_p(r 
nB'^  aD''^  p'B" 
und  da  n' B=m  Ä ^  n  Ä^=^m  ß  ist: 

mß  _pC 
nÄ'^p'D" 
welches  Resultat  mit  I)  übereinstimmt. 

Die  einfachste  Art,  horizontale  Projectionen  von  Erzeugenden  zu  con- 
strniren,  besteht  jedoch  offenbar  darin,  dass  man  die  Seiten  Ä B^  und  (f  B' 
in  dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  entsprechend 
darch  gerade  Linien  verbindet. 

Es  soll  nun  untersucht  werden ,  nach  welchen  Eichtangen  geschnitten 
diese  Fläche  Ellipsen  gicbt. 
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Ziebt  man  irgend  eine  Gerade  J?  T  so ,  dass 

STmff 

wird,  wenn  S  den  Darchschnittspunkt  von  RT  mit  der  borizontalen  Projec- 
tion  irgend  einer  Erzeugenden  m  p  bezeichnet,  balbirt  JRT  in  N  und  setzt: 

RNc=zNT:=:J, 

so  gebt  obige  Gleichung  über  in  folgende : 


^=:?' 


woraus  sich  ergiebt: 
Nun  ist  aber: 


X 

1 


^^^V^y\ 


a        b 
wenn  durch  y    die  Ordinate  des  Punktes  m  bezeichnet  wird^  also  ist  auch: 

Die  Ordinate  in  S  ist  ebenfalls  gleich  y\  es  bestehl;  also,  da  m  p  und  so- 
mit au6b  S  beliebig  gewählt  wurde ,  für  alle  Coordinaten  x  und  y  des  ver- 
ticalen  Schnittes  /27der  windschiefen  Fläche  die  Gleichung  a),  welche  eine 
Ellipse  mit  den  Halbaxen  A  und  b  ausdrückt.  Der  Schnitt  R  T  ist  also 
unter  der  Voraussetzung,  dass 

sei,  eine  Ellipse  mit  der  horizontalen  Axe  AT  und  der  verticalen  26.  Wir 
wollen  nun  ermitteln,  welche  Lage  RT  haben  muss,  damit  diese  Gleichung 
erfüllt  werde. 

In  dem  Vierecke  ABCD  (Fig.  2)  seien  AB  und  CD  durch  die  Gerade 
mp  in  demselben  Verhältnisse  getbeilt  und  ebenso  AD  und  BC  durch  RT^ 

80  dass  also : 

mA^^pD 

mB^pl) 

und 

RA_TB 

RD'^TC 

ist     Verbindet  man  den  Durchschnittspunkt  E  von  mp  und  RT  mit  den 

Punkten  A^  R  und  />,  zieht  ferner  die  Linien  CT^  TG^  und  BH  parallel 

zu  mp,  so  wird  die  Verbindungslinie  der  Punkte  F  und  H  parallel  zu  AD^ 

denn  ea  ist: 

7* 
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ED^^pDmÄEÄ 
~EF~'p  C^  mB^  EH' 
Ans  der  Aebnlichkeit  der  beiden  Dreiecke  ADE  und  SFE  folgt: 

Gff__RA 
GF'^  RD' 
ferner  weil  CF,  TG^  und  5 JJ parallel  sind: 

G,H_TB 
G,  F^  T  C 
Aus  letzteren  zwei  Gleichungen  ergiebt  sieb: 
*  GH     G,H 

G  F~'  G,  F' 
d.  b.  die  Pankte  G  und  G^  müssen  zusammenfallen. 

Die  beiden  Dreiecke  RTG  und  i^^^sind  ähnlicb,  weil £^i? parallel  zu 
TG  ist  und  man  bat  daber: 

SR_EREÄ_mA_pD 
Sf^  E  G^  EH^  mB'^  pC 
Die  Linie  jßJwird  also  durcb  mp  in  demselben  Verhältnisse  getheilt,  als 
AB  und  CD  von  mp  getheilt  werden,  wenn  i^Jdie  beiden  anderen  gegen- 
überliegenden Vierecksseiten  proportional  tbeilt. 

Auf  dieselbe  Art  lässt  sich  auch  beweisen,  dass  mp  von  RT in  dem- 
selben Verhältnisse  getheilt  wird,  als  RT  die  Seiten  AD  und  BC  tbeilt. 
Da  nun  mp  nnd  /{J beliebig  gewählt  wurden,  so  gilt  folgender  Satz: 

Zieht  man  innerhalb  eines  Viereckes  zweiTrans- 
versalen,  welche  je  zwei  gegenüberliegende  Seiten 
proportional  theilen,  so  dass  die  grösseren  oder  klei* 
neren  Stücke  derselben  Vierecksseite  anliegen,  so 
tbeilt  auch  jede  Transversale  die  andere  in  demsel- 
ben Verhältnisse,  in  welchem  sie  die  gegenüberlie- 
genden Vierecksseiten  tbeilt» 
Die  Gerade  R  T  (Fig.  1) ,  für  welche 

STm'^ 
SR'^m'jf 
wird  und  die  zugleich  die  horizontale  Trace  einer  vorticalen  Ebene  sein 
soll,  deren  Schnitt  mit  der  windschiefen  Fläche  eine  Ellipse  giebt,  muss 
demnach  die  Widerlagslinien  proportional  theileu.     Es  lässt  sich  also  der 
Satz  aufstellen: 

Die  windschiefe  Gewölbform  wird  durch  jede 
verticale  Ebene,  welche  die  beiden  Widerlagslinien 
proportional  tbeilt,  so  dass  die  grösseren  oder  klei- 
neren Theile  an  demselben  Stirnbogen  liegen,  nach 
einer  Ellipse  geschnitten,  welche  dieselbe  verticale 
Axe  hat  wie  die  Stirnbögen  und  deren  horizontale 
Axe  die  Verbindungslinie  der  Theilpunkte  Iste 


mit  trapezoidförmigem  Grundrisse  überwölbt  werden  kann.     101 

Dieser  Satz  ist  bei  der  Ausführung  des  Lehrgerüstes  von  Wichtigkeit, 
denn  er  giebt  an,  nach  welchen  Kichtungen  die  Gewölbform  elliptische 
Lehrbögen  zulässt  und  welche  Axen  diese  Bögen  haben  müssen.  Am  ein- 
fachsten erhält  man  diese  Richtungen,  indem  man  die  Widerlagslinien  in 
dieselbe  Anzahl  gleicher  Theile  theilt  und  die  Theilpunkte  entsprechend 
verbindet. 

Sollen  keine  halben  Ellipsen ,  sondern  andere  Ellipsensegmente  als 
Leitlinien  oder  Stirnbögen  benützt  werden ,  so  braucht  man  nur  die  verti- 
calen  Axen  dieser  Leitlinien  gleich  gross  und  in  der  Mitte  zwischen  den 
Anlanfspunkten  der  Stirnbögen  anzunehmen,  um  bei  der  Construction  der 
Erzengenden  in  analoger  Weise  verfahren  zu  können ,  als  wären  die  Leit- 
linien halbe  Ellipsen.  Denn  denkt  man  sich  die  Gewölbform  mit  halben 
Ellipsen  als  Stirnbögen  durch  eine  horizontale  Ebene  geschnitten  nnd  be- 
trachtet die  Durchschnittspunkte  dieser  Ebene  mit  den  Stirnbögen  als  An- 
laufspunkte, so  ergiebt  sich  eine  Gewölbform  mit  Ellipsensegmenten  von 
gleicher  Pfeilhöhe  als  Stirnbögen ,  welche  aus  derselben  Fläche  besteht, 
wie  jene  mit  halben  Ellipsen. 

2.    Eine  Oew51bform,   bei  welcher  alle  vier  Stirnbögen  halbe  Ellipsen 
mit  gleich  grosser  yerticaler  Aze  sind. 

Nimmt  mau  den  Stirnbogen  über  einer  Grundrissseite  Ä  D'  (Fig.  3) 
als  eine  halbe  Ellipse  mit  verticaler  Halbaxe  von  der  Länge  h  an  nnd  be- 
trachtet denselben  als  Leitlinie  für  einen  zweiten  halben  elliptischen  Bogen 
mit  constanter  verticaler  Halbaxe  von  derselben  Länge  h ,  dessen  horizon- 
tale Projection  in  allen  Lagen  die  Grundrissseiten  Ä D'  und  Bf  C  proportio- 
nal theilt,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Stücke  derselben  Grundriss- 
seite anliegen,  so  ergiebt  sich  eine  sehr  zweckmässige  Gewölbform  mit  vier 
elliptischen  Stirnbögen  von  gleicher  Pfeilhöhe. 

Schon  zufolge  des  Entstehungsgesetzes  der  Gewölbform  sind  die 
Stirnbögen  AB  und  CD  halbe  Ellipsen  mit  verticalen  Halbaxen  von  der 
Länge  6,  denn  sie  bilden  zwei  Lagen  der  erzeugenden  Ellipse.  Es  soll 
nun  bewiesen  werden,  dass  auch  der  vierte  Stirnbogen  BC  eine  halbe 
Ellipse  mit  der  verticalen  Halbaxe  h  sein  muss. 

Zufolge  des  Entstehungsgesetzes  der  Gewölbform  sind  je  zwei  Punkte 
Ar  und  e  der  Stirnbögen  AB  und  ^(7 gleich  hoch,  wenn  die  Gleichung  er- 
füllt wird: 

Ist  also  die  Ordinate  von  k  im  Stirnbogen  AB  gleich  y,  so  muss  auch  jene 
von  e  im  Stirnbogen  B  C  gleich  y  sein ,  vorausgesetzt ,  dass  man  die  hori- 
zontalen Axen  dieser  Bögen  als  Abscissenaxen  ansieht.  Die  Gleichung  des 
Stirnbogens  ^2>  ist: 
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X 


wenn  a'=Ä  ff  =s angenommen  wird. 

Aas  obiger  Gleichung  folgt: 

k'A      e'B' 

und  wenn  man 


setzt , 


woraus  sich  ergiebt : 


a — X     a, — X 
2a  2^1    ' 


X       X         l 


a        a         b  ^ 


Da  nun  x'  und  y  die  Coordinaten  des  Punktes  e  im  Stirnbogen  B  0  sind, 
so  moss  dieser  letztere  eine  Ellipse  mit  den  üalbaxen  a^  und  b  sein. 

Es  sind  'also  alle  vier  Stirnbögen  dieser  Gewölbform  halbe  Ellipsen 
mit  gleich  grosser  verticaler  Axe ,  der  Grundriss  mag  was  immer  für  eine 
vierseitige  Figur  sein. 

Mit  allen  verticalen  Ebenen,  welche  AD'  und  Sf  C  proportional  so 
theilen ,  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Theile  derselben  Grundrissseite 
anliegen ,  giebt  diese  Gewölbform  halbe  Ellipsen  mit  verticaler  Halbaxe  6 
zum  Schnitte,  denn  diese  Schnitte  sind  ja  einzelne  Lagen  der 'erzeugenden 
halben  Ellipse.  Es  sind  aber  auch  alle  Schnitte,  welche  die  zwei  anderen 
Grundrissseiten  so  theilen,  halbe  Ellipsen  mit  derselben  verticalen  Axe, 
wie  ans  Folgendem  klar  wird. 

Es  sei  k' e  die  horizontale  Projection  einer  beliebigen  Lage  der  erzen- 
genden halben  Ellipse  und  c  h'  die  horizontale  Trace  einer  verticalen  Ebene, 
welche  Äff  und  (f  D'  so  schneidet,  dass 

wird.  Der  Durchschnittspunkt  von  k'  e'  und  c  h'  heisse  p\  Aus  dem  oben 
aufgestellten  Satze  über  die  Transversalen  des  Viereckes  folgt  unter  den 
hier  gemachten  Voraussetzungen : 

k'  Ä     p  c 

Yuf^p'Jr 

der 

U Ä  _P  c 
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Denkt  man  sich  cK  in  m  halbirt  und  setzt  wieder  B' k'^x^  mp'=:x\ 
^E^=:a  und  tnc=sAf  ferner  die  Ordinaten  von  Arnndp  beziehungsweise 
gleich  y  und  y\  so  hat  man : 

a—x _  Ä^x 
2a  2jr' 

woraus  folgt: 

X       x'        l     j 

In  dieser  Gleichung  bedeutet  y  die  Ordinate  des  Punktes  k  im  Stirn- 
bogen ÄD.  Um  die  Gleichung  des  Schnittes  cA  zu  bekommen,  muss  in 
obiger  Gleichung  die  Ordinate  y  durch  y  ausgedrückt  werden.  Ist  die  Or- 
dinate des  Punktes  c  gleich  d,  so  wiid  mit  Rücksicht  auf  das  Entstehungs- 
gesetz der  Gewölbsform 

Die  Gleichung  des  Schnittes  ch  ist  also: 


X 


Der  Schnitt  ist  somit  ebenfalls  eine  halbe  Ellipse  mit  der  verticalen  Halb- 
axe  h  und  der  horizontalen  Axe  cU.  Es  lässt  sich  nun  folgender  Satz 
aufstellen : 

Jede  verticale  Ebene,    welche  zwei  gegenüber- 
liegende Seiten  des  Grundrisses  proportional  theilt, 
80  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Stücke  dersel. 
ben    Grundrissseite    anliegen,   giebt    mit   dieser   Ge- 
,  wölbform   eine  halbe  Ellipse   als  Schnitt,  deren  ver- 

ticale Halb  axe  der  gleichnamigen  Halb  axe  der  Stirn- 
bögen gleich  ist. 
Der  Fall,  in  welchem  die  Stimbögen  keine  halben  Ellipsen,  sondern 
andere  Ellipsensegmente  mit  gleich  grosser  Pfeilhöhe  sind ,  unterscheidet 
sich  von  dem  eben  behandelten  nur  dadurch ,  dass  die  Ebene  der  Anlaufs- 
punkte nicht  auch  die  horizontalen  Axen  der  Stirnbögen  enthält,  sondern 
höher  als  diese  Axen  liegt,  ein  Unterschied,  welcher  keine  Aenderung  in 
der  Natur  der  Fläche  bedingt,  von  der  die  Gewölbform  gebildet  wird. 

3.    Die  Yon  zwei  Conoiden  gebildete  Kreuzgewölbform. 

Es  seien  die  Stirnbögen  AB  und  AB  (Fig.  4)  Ellipsen  mit  gleichen 
verticalen  Halbaxen  6  und  sie  sollen  zugleich  die  Leitlinien  der  beiden  ge- 
raden Conoide  mit  horizontaler  Richtebene  sein,  welche  in  ihrer  Verbin- 
dung die  Kreuzgewölbform  bilden.  Sind  P  und  Q  die  Durchschnittspunkte 
je  zweier  gegenüberliegender  Grundrissseiten,  so  müssen  offenbar  die  ge- 
raden Leitlinien  der  Conoide  durch  je  einen  dieser  Punkte  hindurchgehen. 
Femer  werden  die  geraden  Leitlinien  vertical  stehen  müssen,  nachdem 
wir  gerade  Conoide  mit  horizontaler  Bichtebene  angenommen  haben. 
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Die  Stirnbögen  B  C  und  CD  sind,  wenn  der  Orundriss  ein  beliebiges 
nnregelmässiges  Viereck  ist,  im  Allgemeinen  keine  Ellipsen,  sondern  Oar- 
ven  höherer  Ordnung,  da,  wie  bekannt,  Conoide  wie  wir  sie  vorausgesetzt 
haben,  nur  nach  einer  Kichtung  elliptische  ebene  Schnitte  geben. 

Wenn  die  Bichtung  der  gegenüberliegenden  Grundrissseiten  nicht  all- 
zusehr von  einander  abweicht,  so  ist  auch  die  Form  dieser  nicht  elliptischen 
Stirnbögen  nicht  sehr  verschieden  von  der  Form  der  Ellipse  und  immerhin 
noch  praktisch  verwendbar. 

Eine  besondere  Beachtung  verdienen  die  Gratbögen  und  deren  ho- 
rizontale I'rojection.  Diese  Bögen  kommen  durch  die  Durchdringung  der 
beiden  Conoide  zu  Stande  und  einzelne  Punkte  derselben  ergeben  sich  im 
Durchschnitte  zweier  gleich  hoch  gelegener  Erzeugenden  der  genannten 
Flüchen. 

Um  die  Grundrisse  zweier  solcher  Erzeugenden  zu  finden,  hat  man  nur 
A  i  ui\d  Ä D'  z.  B.  in  den  Punkten  m  und  p  proportional  zu  theileo,  so  dass 

Am      Äff 
Ap'^ÄD' 

wird ,  und  die  Punkte  m  und  p  beziehungsweise  mit  Q  und  P  zu  verbinden. 
Der  Durchschnitt  von  m  Q  undp'  P  ist  die  horizontale  Projection  eines  Punk- 
tes ,  der  in  dem  von  A  ausgehenden  Gratbogen  liegt  Die  verticale  Pro- 
jection desselben  Punktes  wird  durch  die  Höhe  der  Punkte  m  und  p  be- 
stimmt. —  Dass  letztere  Punkte  wirklich  in  derselben  Höhe  liegen,  also  die 
durch  sie  gezogenen  Erzeugenden  der  Conoide  sich  schneiden  müssen, 
lässt  sich  mit  Zuhilfenahme  der  Gleichungen  der  elliptischen  Leitlinien«  auf 
einfache  Art  nachweisen. 

Theilt  man  also  AB'  und  AB^  proportional  —  am  einfachsten  in  eine 
gleiche  Anzahl  gleicher  Theile  —  und  verbindet  die  Theilpunkte  von  AB' 
mit  Q  und  jene  von  AB'  mit  jP,  so  sind  die  Verbindungslinien  horizontale 
Projectionen  von  Erzeugenden ,  deren  entsprechende  Durchschnittspunkte 
den  Gratbögen  angehören.  Daraus  folgt:  Die  horizontalen  Projec- 
tionen der  Gratbögen  sind  von  der  verticalen  Halbaze  der 
elliptischen  Leitlinien  unabhängig. 

Die  Bestimmung  der  verticalen  Projection  der  Gratbögen  ist  sehr  ein- 
fach und  besteht  in  der  Aufsuchung  der  Punkte ,  in  welchen  sich  die  ver- 
ticalen Projectionen  der  Erzeugenden  mit  den  projicirenden  Geraden 
schneiden. 

Es  soll  nun  untersucht  werden,  welcher  Art  die  Curven  sind,  die  man 
als  horizontale  Projectionen  der  Gratbögen  erhält.  Dazu  benöthigen  wir 
die  Gleichungen  dieser  Curven. 

Der  Punkt  E  (Fig.  5),  welcher  die  Seite  AB  des  Grundrisses  ABCB 
halbirt,  sei  der  Ursprung  des  Coordinatensystems,  EP  die  Axe  der  x  und 
die  Ebene  der  Anlaufspunkte  ABCB  sei  zugleich  die  Ebene  der  xy.   Setzen 
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wir  AE=iEB=ia^  die  verticalen  Halbazen  der  elliptischen  Leitlinien  gleich 
b  and  die  Coordinaten  von  Q  gleich  a  und  /3,  so  ist: 


1  ray-ßxV      z« 


die  Gleichung  des  Conoides  ABQ. 

Für  das  zweite  Conoid  nehmen  wir  der  Allgemeinheit  wegen  nicht  ^Z>, 
sondern  eine  beliebige  andere,  elliptische  Leitlinie  6 ZT  an. 

Ist 

and  der  Winkel  PGH=sm^  so  wird: 

2)  -r i    ,  , Y *^  — «1^05  0)  — ff     +—=1 

die  Gleichang  des  zweiten  Conoides  GBP. 

Durch  Elimination  von  z  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  erhält  man 
die  Gleichang  der  horizontalen  Projection  des  Schnittes  beider  Conoide. 
Bei  dieser  Elimination  fällt  auch  b  hinaus,  wodurch  der  oben  aufgestellte 
Satz  gerechtfertigt  erscheint. 

Die  Gleichung  der  horizontalen  Projection  des  Schnittes  ist: 

1 a.  cos  o  —  0  I  =  T  — 77; 7« 

a,  cos  w  L    tong  a>  («— «i)  —  y  J      —  a  (p—y) 

Dieser  Schnitt  besteht  demnach  aus  zwei  Theilen;  für  den  einen  gilt 

das  obere,  für  den  anderen  das  untere  Zeichen.     Für  das  obere  Zeichen 

hat  man : 

|[fl(i—  «t)-~ö,  (a— a)co5»]y*+fli  [/?co»(ö+(a— -a)««©]  xy 
— fl,/3*wa>a;*+[aj5(ai— ff)— 01«!  (a— a)*ma)— aa|/3co*w]y 
+  ffi  /JttVi  «(«j  +  a)  o:— aflj  a^ßsin  co  =  0 
und  für  das  untere : 

i[a(aj— ff)— öj  (a  +  ö)<?ö5a)]y*+rf,  [/3cosa)  +  (a+a)«no)]  xy 
—  a^ßsintax*—  [a/3(ai  — ff)  +a^€tj^  (a+a)*mcö— aa,|5coso)]y 
+  a,  |5  51«  üo  («1  +  a)  a;  +  a  a,  «j/J  m  (0  =  0. 
Diese  Gleichungen  sind  vom  zweiten  Grade,  mithin  sind  die  hori- 
zontalen   Projectionen    der    Gratbögen    Kegelschnittlinien, 
welche  Gestalt  auch  der  Grundriss  haben  mag. 

Für  y=0  wird  x  aus  Gleichung  3)  gleich  4-^9  «Iso  geht  der  durch  S) 
ausgedrückte  Schnitt  durch  den  Punkt  B^  während  der  durch  4)  ausge- 
drückte Schnitt  durch  A  geht,  weil  die  Werthey =0  und  a:=— o  diese  Glei- 
chung erfüllen. 

Für  y=^ß  erhält  man  sowohl  aus  3)  als  auch  aus  4): 
«j  —  « ,     rr,  =  ßcoiang  «— ctj 
und  fiir  y=0  aus  3) : 

x^  =  +  a,     3:,  =  «!, 
aus  4): 

ar,  =s  — a,     0:,  =  «,, 
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Beide  Schnitte  haben  also  die  drei  Punkte : 

y=o  r-  y=ß\''  y=ß  r 

gemeinschaftlich,  r  and  s  sind  die  Coordinaten  der  Punkte  P  und  Q  and  / 
sind  jene  des  Durchschnittes  zweier  Geraden ,  wovon  die  eine  parallel  zu 
AB  durch  Q  und  die  andere  parallel  zu  GE  durch  P  gezogen  wird.  Dieser 
Durchscbnittspunkt  heisse  Ji, 

Es  lässt  sich  nun  beweisen,  dass  die  horizontalen  Projectionen  beider 
Gratbögen  niemals  zugleich  geradlinig  werden  können. 

Da,  wie  gezeigt  wurde,  der  eine  Schnitt  immer  durch  die  Punkte 
i4,  P,  jß,  R  geht  and  der  andere  durch  die  Punkte  B^  P,  Q^  R,  und  da  fer- 
ner  sowohl  die  ersteren  als  auch  die  letzteren  vier  Punkte  bei  einem  trape- 
zoidförmigen  Grundrisse  niemals  in  einer  einzigen  Geraden  liegen  können, 
so  müsste  die  horizontale  Projection  des  Schnittes,  wenn  sie  geradlinig 
werden  soll  in  zwei  Gerade  übergehen.  Mehr  als  zwei  Gerade  können 
die  Gleichungen  8)  und  4)  nicht  bedeuten,  weil  sie  nur  vom  zweiten  Grade 
sind.  Diese  zwei  Geraden  müssten  für  den  durch  A  gehenden  Schnitt  die 
Geraden  AR  und  PQ  und  für  den  durch  B  gehenden  die  Geraden  BR  und 
PQ  aeiuy  da  sich  die  Conoide  nie  in  einer  anderen  Curve  schneiden  können, 
deren  horizontale  Projection  andere  Verbindungslinien  der  fünf  Punkte, 
nämlich  die  Linien  AQ^  BQ,  AP  oder  AQ  wären.  Wir  haben  also  nur  drei 
gerade  Linien,  ARj  BR  und  PQ^  in  welche  die  horizontalen  Projectionen 
der  Schnitte  übergehen  können.  Sollen  beide  Grat  bögen  geradlinige  hori- 
zontale Projectionen  haben,  so  müssten  also  zwei  von  den  drei  Linien  AR^ 
BR  und  PQ  diese  Projectionen  bilden  und  zugleich  Diagonalen  des  Grund- 
risses sein.  Diese  zwei  Geraden  sind  AR  und  BR^  weil  PQ  unter  keiner 
Bedingung  durch  eine  Ecke  des  Grundrisses  gehen  kann.  So  lange  der 
Grundriss  ein  Trapezoid  ist,  erhält  man  nur  einen  Punkt  R\  dieser  Punkt 
liegt  immer  ausserhalb  des  Grundrisses,  daher  können  ^jß  und  BR  nie« 
mals  zugleich  Diagonalen  des  Grundrisses  bilden.     Daraus  folgt: 

Die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  können,  so 
lange  der  Grundriss  ein  Trapezoid  ist,  niemals  zugleich  ge- 
radlinig werden,  wenn  die  eine  elliptische  Leitlinie  als  Stirnbogen,  die 
audere  an  irgend  einer  Stelle  angenommen  wird.  ^ 

Wir  wollen  nun  wieder  unseren  speciellen  Fall  (Fig.  4)  betrachten,  in 
welchem  zwei  Stirnbögen  AB  und  AD  die  elliptischen  Leitlinien  sind. 

Um  die  Gleichung  der  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  zu  er- 

ß 
halten,  hat  man  nur  statt  d|— a  und  statt  iangm^  -_-_  iq  die  Gleichungen 

3)  und  4)  zu  setzen,  wodurch  sich  ergiebt: 
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+  laß{a  +  a,)j/{a  +  ay  +  ß'  +  a,a,ß(a^a)-aa^ß{a  +  a)]y 

[-fl,  (fl  +  «i)«+a(a+tt,)?/(a+«y-y]y'+2aii3(a  +  tt)^y-fliyj:' 

—  a,/5*(a  — a,)ar+aa,  tt,/5«  =  0. 
Untersachen  wir  nun,    unter  welchen  Bedingungen  3'  und  4'    eine 
Ellipse ,  Parabel  oder  Hyperbel  ausdrücken.    Es  ergiebt  sich ,  dass  3'  eine 
dieser  Gurven  bedeutet,  je  nachdem» beziehungsweise 

{a+a,)j/{a  +  ay  +  ß^'-aa,^0 
ist  und  4^  je  nachdem 

Man  sieht,  dass  3'  für  einen  trape;6oidförmigen  Grundriss  unter  kei- 
ner Bedingung  eine  Parabel  werden  kann,  da  a+ai^a  und 


immer  grösser  als  ai,  also 

{a+a')}/{a+ay  +  ß'>aa, 
ist  Auch  4'  kann  nie  eine  Parabel  werden,  weil  weder  a+cci 
noch  j/(a +«)*  +  /?*  für  einen  trapezoidförmigen  Grundriss  gleich  Null  wer- 
den können.  Sind  a  +  «i  und  y^(a+tt)*  +  i^  gleichbezeichnet,  so  wird 
3'  immer  eine  Ellipse,  weil  dann  (a  +  aj)y^(ö  +  «)'  +  /5*  — ooi  positiv 
ist;  sind  diese  beiden  Werthe  aber  ungleich  bezeichnet,  so  wird  3' 
eine  Hyperbel.  Bei  a'  ist  gerade  das  Umgekehrte  der  Fall.  Aus  die- 
ser Untersuchung  folgt  mithin : 

Die    horizontalen    Projectionen     der    Gratbögen 
können,   wenn  sie  nicht  geradlinig  oder  kreisförmig 
sind,  nur  elliptische  oder  hyperbolische  Bögen  sein, 
doch  werden  nie  beide  zugleich  elliptisch  oder  beide 
zugleich  hyperbolisch. 
Bemerkenswerth  ist  noch,  dass  für  a=0  die  Axen  des  Kegelschnittes 
S'  and  für  a=— a  die  Axen  des  Schnittes  4'  parallel  zu  den  Coordinaten- 
axen  werden,  weildann  das  Glied  mit  xy  in  diesen  Gleichungen  verschwindet. 
Zieht  man  in  Figur  4  durch  P  eine  Parallele  zu  ^  D\  so  schneidet  die- 
selbe die  durch  Q  parallel  zu  ^  B'  gezogene  Gerade  in  einem  Punkte  R^ 
welcher,  wie  oben  bewiesen  wurde,  beiden  Schnitten  3'  und  4V angehören 
muss.     Die  Linien  P]/  und  QR  sind   also  Sehnen  der  horizontalen  Projec- 
tion  des  durch  B'  gehenden  Gratbogens ,  weil  auch  P  und  Q  in  dieser  Pro- 
jection  liegen  müssen,  und  da  P^' und  ()i2  parallel  sind,  soistdieLiniecif, 
welche  Pß"  und  QR  in  den  Punkten  c  und  d  halbirt,  ein  Durchmesser 
dieser  Projection.     cd  ist  parallel  zu  EQ^  weil 
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'       2  2 

and 

QR      a  +  a 
^  2  2     ' 

also 

JS^c==^Od 

ist.'  E'O  achneidet  die  horizontalen  Projectionen  beider  Gratbögen  in  S^^ 
folglich  ist  S^Q  eine  Sehne  des  Kegelschnittes  3^  welche  zu  dem  die  paral- 
lelen Sehnen  P£^  und  QR  balbirenden'Darchmesser  cd  parallel  ist.  Hal- 
birt  man  also  S'P  in  ^  und  zieht  gM  parallel  zu  j^ B\  so  geben  gM  und  cd 
die  Läge  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  horizontalen 
Frojection  des  durch  ^'gehenden  Gratbogens  an  und  der  Mittel- 
punkt dieser  Frojection  ist  der  Durchschnittspunkt  M  von  gM  mit  cd. 

Auf  analoge  Weise  lässt  sich  zeigen,  dass,  wenn  man  ^' P  in /" und 
A^Q  in  h  halbirt  und  kM^  parallel  zu  A' B^  zieht,  die  Linien  hMi  und  fMi 
die  Lagen  zweier  conjugirter  Durchmesser  der  horizontalen 
Frojection  des  durchs  gebenden  Gratbogens  angeben.  Der 
Mittelpunkt  dieser  Frojection  ist  der  Durchschnittspunkt  iKf]  von  Alf,  und  fM^. 

Wird  a=0,  so  stehen  ^^und  cM  senkrecht  auf  einander  und  gehen 
daher  in  Axen  des  Schnittes  3'  über.  Ist  o  =— a,  so  werden  hMi  und 
fM^  aus  demselben  Grunde  Axen  des  Schnittes  4'. 

Man  hat  nun  für  die  horizontalen  Frojectionen  eines  jeden  Gratbogens 
zwei  Funkte  und  die  Lagen  zweier  conjugirter  Durchmesser  gegeben,  aus 
welchen  Angaben  allein  der  entsprechende  Kegelschnitt  sich  immer  einfach 
construiren  lässt.  Die  horizontalen  Frojectionen  der  Gratbögen  können 
somit  auch  construirt  werden,  'ohne  dass  man  die  Erzeugenden  der  Oonoide 
zu  suchen  braucht. 

Es  dürfte  von  Interesse  sein  zu  erfahren ,  unter  welchen  Bedingungen 
die  horizontalen  Frojectionen  der  Gratbögen  geradeLinien  oder  Kreis- 
bögen werden. 

Dass  für  einen  trapezoidförmigen  Grundriss  nicht  beide  zugleich  ge- 
radlinig werden  können ,  wurde  schon  nachgewiesen ,  ebenso  dass  jede  ge- 
radlinige Frojection  durch  R  gehen  muss.  Die  horizontalen  Frojectionen 
der  Gratbögen  A  C  oder  BD  werden  somit  nur  dann  geradlinig,  wenn  be- 
ziehungsweise die  Diagonalen  A! C'  oder  BD'  durch  i2  gehen, 
was  nur  möglich  ist,  sobald  die  Proportionen  bestehen: 

oder 

Äl^  xÄD'^ffP'.ÄQ. 

Diese  Proportionen  kann  man  auch  schreiben : 
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and  in  4',  wenn: 


a  :  flj  =  «j  —  a  :  ]/(ä+af~+ß\ 

Die  Gleichungen  3'  nnd  4^  können  nur  dann  Kreise  ausdrücken ,  wenn  das 
Glied  mit  xy  yerschwindet  und  die  Coefficienten  von  a:*  und  y*  einander 
gleich  werden«     Dies  ist  in  3'  nur  dann  der  Fall ,  wenn : 

a  =  0  i 

fl  +  a,  a  \ 

a  =  —  a 
a  +  Cj  _— «t 
ß       ~    « 

wird.  Man  sieht  daraus,  dass  beideGratbögen  nie  zugleich  Kreis- 
bögen als  horizontale  Projectionen  hahen  können,  weil  a  nicht 
gleich  Null  werden  kann,  also  die  Gleichungen  «ssO  und  a=:—a  nie  zu- 
gleich zu  erfüllen  sind. 

Wir  wollen  nun  die  Bedingungen  aufsuchen ,  unter  denen  die  horizon- 
tale Projection  eines  Gratbogens  ein  Kreis  und  jene  des  zweiten  eine  Ge- 
rade wird. 

Soll  3' eine  Gerade  und  a'  ein  Kreis  sein,  so  müssen  die  Gleichun- 
gen erfüllt  werden : 

-!?.—        «  —  « 

«  =  — a, 


aus  denen  folgt: 


ß 

o  =  —  a, 


|3«  =  (a  +  aO(«i-«), 
welchen  Gleichungen  in  Fig.  6  Genüge  geleistet  wurde,  daher  ist  in  dieser 
Figur  die  horizontale  Projection  des  durch  B  gehenden  Gratbogens  eine  Ge- 
rade und  jene  des  durch  A  gehenden  ein  Kreisbogen.  Es  wurde  nämlich 
Winkel  B^j(Q^^^  gemacht,  zwischen  B'P{=a+ci^)  und  .4'P(=a,— a) 
die  mittlere  geometrische  Proportionale  Pk  gesucht  und  PR  {=ß)  gleich 
Pk  angenommen. 

Soll  4'  eine  Gerade  und  3'  ein  Kreis  sein,  so  müssen  die  Gleichun- 
gen erfüllt  werden :  * 

a  ^         a  +  ai 
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«  =  0, 

Ö  +  Of, 


a       j/^a  +  ay  +  ß' 
aus  welchen  folgt: 

a  =  0,    a=ai,     a  +  «^  =  ^a*  + /J*. 

Diesen  Gleichungen  wurde  in  Fig.  7  entsprochen.  Es  wurde  nämlich 
0  in  einer  auf  j{  B^  senkrechten  Geraden  angenommen,  wodurch  flr=Owirdy 
dann  wurde  ÄP-^  Ä  Q  und  j(  B  ^=  Ä  D'  gemacht,  wodurch  die  beiden  letz- 
teren Gleichungen  erfüllt  werden.  Es  lässt  sich  einfach  zeigen ;  dass  in 
dem  so  entstehenden  Grundrisse  Ä  1>  C  If  auch  ff(f:=:(fD'  und  ÄCt=zA  V 
=A D'  sein  muss.  Der  Grund riss  ist  demnach  ein  Deltoid,  welches 
durch  jede  seiner  Diagonalen  in  zwei  gleichschenklige  Dreiecke  getheilt 
wird. 

Wenn  die  elliptischen  Leitlinien  nicht  zugleich  Stirn- 
bögen sind,  dürfte  es  am  zweckmässigsten  sein,  diese  Linien  so  anzu- 
nehmen, dass  deren  horizontale  Projectionen  ^  G'  und  F'  H'  (Fig.  8)  ver- 
längert durch  die  entsprechenden  Durchschnittspunkte  Q  und  P  der  gegen- 
überliegenden Grundrissseiten  gehen  und  sich  gegenseitig  in  ihrem  Durch- 
schnittspudkte  ^  halbiren,  weil  dann  die  Stirnbögen  nicht  allzusehr  Ton 
der  elliptischen  Form  abweichen.  Durch  zwei  fehlerzeigende  Curven  wird 
ä  wohl  am  einfachsten  gefunden.  Diese  Curven  ergeben  sich,  wenn  man 
von  P  und  Q  aus  beliebige  (von  S  nicht  zu  sehr  entfernte)  Gerade  zieht 
und  die  Halbirungspunkte  der  zwischen  den  Grundrissseiten  gelegenen 
Stücke  durch  eine  stetige  Curve  verbindet.  Der  Durchschnittspunkt  bei- 
der so  erhaltener  Curven  ist  S.  Da  die  fehlerzeigenden  Curven  sich  der 
geraden  Linie  sehr  nähern,  so  genügt  es,  von  jeder  derselben  nur  zwei  bis 
drei  Punkte  zu  bestimmen. 

Die  Construction  der  Stirn-  sowie  der  Gratbögen  ist  hier  ganz  analog 
derjenigen  des  ersteren  Falles. 

Von  Interesse  dürfte  es  sein,  wie  dort  die  horizontalen  Projectionen 
der  Gratbögen  zu  untersuchen. 

Es  sei  der  Punkt  ä  der  Ursprung,  S^ P  die  Axe  der  x  und  die  Ebene 
der  Anlaufspunkte  sei  die  Ebene  der  xy.  Als  Leitlinien  nehmen  wir  wie- 
der halbe  Ellipsen,  deren  horizontale  Axen  EG'  und  F' H'  in  der  Anlaufs- 
ebene liegen  und  deren  verticale  Axe  gleich  gross  ist.  Letztere  Axe  sei 
gleich  2h,  ferner  sei  g H'  =  S'^'  =  a ,  5^ Jg:'  ==  5'C'  =  a, ,  S'iP  =  «^  und  die 
Coordinaten  von  Q  seien  a  und  ß. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist: 

^'  a*\.  ß-y  ]^  b* 

die  Gleichung  des  Conoides  ABQ  nnd 
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die  Gleichung  des  zweiten  Conoides  ADP. 

Durch  Elimination  von  z  aus  1  und  2  ergiebt  sich  die  Gleichung  der 
horizontalen  Projection  des  Schnittes  beider  Conoide.  Bei  dieser  Elimina- 
tion Hillt  auch  &  hinaus,  es  ist  daher  die  horizontale  Projectio-n  der 
Gratbögen  von  der  verticalen  Halbaxe  h  der  elliptischen 
Leitlinien  auch  in  diesem  Falle  unabhängig. 

Die  Gleichung  dieser  Projectionen  ist: 

Der  Schnitt  besteht  also  ans  zwei  Theilen;  für  das  obere  Zeichen  hat  man 

+«,i5[(i,a-fl/a*+iS']y-öia,/5«a;«=:0, 
fdr  das  untere  Zeichen : 

+  cc^ß[ri^a+aj/a*+ß']y-aiCiiß'x:=^0. 

Diese  Gleichungen  sind  vom  zweiten  Grade,  daher  werden  die 
horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  ebenfalls  Eegel- 
schnittslinien. 

Für  2^=0  wird  sowohl  aus  3)  wie  aus  4): 

und  fiir  y:=ß  ebenfalls  aus  beiden  Gleichungen 

Die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen  haben  also  die  vier  Punkte 
x=i 

y- 

gemeinschaftlich ;  diese  Punkte  sind  i^,  P,  Q  und  R.  Der  Punkt  R  liegt  im 
Durchachnitte  der  Geraden  QR^  welche  parallel  zu  H' F'  und  der  Geraden 
PÄ,  welche  parallel  zu  Ef  G'  gezogen  wird,  ä',  P,  Q  und  R  bilden  daher 
die  Eckpunkte  eines  Parallelogramms.  Der  Mittelpunkt  M  dieses 
Parallelogramms  ist  zugleich  der  Mittelpunkt  der  horizon- 
talen Projectionen  der  beiden  Gratbögen,  denn  er  ist  der  Durch- 
schnittspunkt der  Linien  cd  und  fg^  welche  die  Lagen  von  zwei  conju- 
girten  Durchmessern  angeben,  da  sie  die  Seiten  des  Parallelogramms, 
welche  Sehnen  der  Kegelschnitte  sind ,  halbiren. 

Für  a=0  werden  cd  und  fg  parallel  zu  den  Coordinatenazen  und 
geben  dann  die  Lagen  der  Kegelschnitte  an.     Uebrigens  folgt  unmittelbar 


=0)'    y=o  )•   »=/»('   y=ß        ] 
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aas  den  Gleichungen  3  und  4,  dass  für  o=0  die  Axen  dieser  CurTen  pa- 
rallel zu  den  .Coordinatenaxen  werden ,  weil  für  diesen  Werth  das  Glied 
mit  xy  aus  3)  und  4)  verschwindet. 

Da  man  nun  die  Lage  zweier  conjugirter  Durchmesser  und  zwei  Punkte 
der  Kegelschnitte  kennt,  bei  welchen  Angaben  ein  Kegelschnitt  immer  con- 
struirt  werden  kann,  so  lassen  sich  die  horizontalen  Projectionen  der  Grat- 
bögen, ohne  dass  man  die  Erzeugenden  der  Conoide  aufzusuchen  braucht, 
bestimmen. 

Auf  ganz  analoge  Weise ,  wie  im  früheren  Falle ,  kann  auch  hier  nach- 
gewiesen werden,  dass  die  horizontalen  Projectionen  der  beide.n  Gratbögen, 
so  lange  der  Grund ri SS  ein  Trapezoid  ist,  unter  keiner  Bedin- 
gung zugleich  geradlinig  werden  können. 

Ist  die  durch  ^  gehende  Projection  geradlinig,  so  findet  man,  dass 
die  Gleichung  bestehen  muss: 


und  wenn  die  durch  B'  gehende  Projection  eine  Gerade  ist, 

Der  Ausdruck  AAC—B'^Oj  welcher  erkennen  lässt,  ob  eine  Gleichung 
vom  zweiten  Grade  eine  Ellipse,  Parabel  oder  Hyperbel  bedeutet,  wenn 
A  der  Coefficient  von  y*,  B  jener  von  xy  und  C  der  Coefficient  von  .t*  ist, 
wird  für  die  Gleichung  3) : 

und  für  die  Gleichung  4) : 

woraus  mau  sogleich  erkennt,  dass  die  horizontalen  Projectionen 
beider  Gratbögen  unter  keiner  Bedingung  Zugleich  Ellipsen 
oder  zugleich  Hyperbeln  werden  können. 

Da  keiner  der  zwei  Werthe  gleich  Null  werden  kann ,  nachdem  alle 
Glieder,  aus  denen  sie  bestehen,  endliche  Grössen  sind,  soistesauchun- 
möglich,  dass  für  einen  trapezoidförmigen  Grundriss  eine 
dieser  Projectionen  parabolisch  wird. 

Die  Gleichung  3)  bedeutet  einen  Kreis,  wenn  die  Gleichungen  be- 
stehen : 

«£=0,      —  =  -i-. 

Die  Gleichung  4)  drückt  einen  Kreis  aus,  sobald  a^O  und — =—  ist; 

daraus  erkennt  man ;  dass  die  horizontalen  Projectionen  beider  Gratfaögen 
nie  zugleich  Kreisbögen  werden  können. 
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Damit  eine  Projection  ein  Kreisbogen  und  die  andere  eine  Gerade 
werde,  müssen  folgende  Gleichungen  besteben.     Entweder: 

oder: 

fl  +«1  ^        i     ^        ß 

«1      /«*+/?  «I       «1 

Die  ersteren,  sowie  die  letzteren  Gleichungen  geben  a=0,  a=^<i, 
a,=:/3.  Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  wird  immer  die  Projec- 
tion eines  Gratbogens  eine  Gerade  und  die  des  anderen  ein 
Kreisbogen. 

In  Fig.  0  ist  ein  solcher  Fall  angenommen  worden.  Das  Trapezoid 
geht  hier  in  ein  Deltoid  Über,  in  welchem  zwei  gegenüberliegende  Win- 
kel Ä  ffC  und  J'D'C  rechte  sind. 

4.    Eme  Krenzgewölbform,  welche  ans  windschiefen  Flächen  mit  einer 
horixontalen  Biohtebene  und  awei  elliptischen  Leitlinien  besteht. 

Die  Kreuzgewölbform  für  einen  trapezoidförmigen  Grundriss  kann 
auch  mit  Vortheil  aus  jenen  windschiefen  Flächen  gebildet  werden,  die  be- 
reits unter  2  behandelt  wurden.  Man  erhält  durch  diese  Zusammensetzang 
(Fig.  10)  eine  Kreuzgew ölbforro  mit  vier  Stirnbögen,  welche  halbe  Ellip- 
sen mit  gleichen  verticalen  Axen  sind. 

Diese  Form  kann  ebenso  einfach  wie  jene  der  aus  Conoiden  zusam- 
mengesetzten construirt  werden  und  hat  gegen  letztere  noch  den  Vorzug 
der  Schönheit  voraus,  nachdem  alle  vier  Stirnbögen  bei  derselben  ellip- 
tisch sind. 

Die  Construction  der  einzelnen  Erzeugenden  geschieht  auf  dieselbe 
Weise  wie  bei  der  unter  2  behandelten  Gewölbform,  aus  welcher  die  hier 
betrachtete  Form  besteht.  Es  erübrigt  nunmehr  die  Construction  der  Grat- 
bögen zu  untersuchen.  Man  gelangt  mittelst  derselben  Schlüsse,  welche 
bei  der  aus  Conoiden  gebildeten  Form  gemacht  wurden  und  mit  Kücksicht 
auf  den  oben  aufgestellten  Satz  über  die  Transversalen  des  Viereckes  zu 
dem  Resultate : 

Theilt  man  alle  vier  Grundrissseiten  in  demselben  Verhältnisse  in  zwei 
Theile,  so  dass  die  grösseren  oder  kleineren  Stücke  von  je  zwei  gegen- 
überliegenden Seiten  derselben  Seite  anliegen,  so  sind  die  entsprechenden 
Verbindungslinien  der  vier  Theilpunkte  horizontale  Projectionen  von  Er- 
zeugenden, die  sich  in  einem  Punkte  der  Gratbögen  schneiden. 

Daraus  folgt  unmittelbar: 

Die  horizontalen  Projectionen  der  Gratbögen 
sind  von  der  verticalen  llalbaxe  der  Stirnbögen  unab- 
bängig.  /^^^V?"'^^ 

ZeiUehrifl  f.  Maihematik  u.  Physik  XIV,  2.  'T^NIVt'^      T^r  ^ 
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Die  Construction  der  horizontalen  Projcction  der  Oratbögen  besteht  in 
der  Bestimmung  einzelner  Punkte  dieser  Projection  nach  obigem  Satze. 
Am  einfachsten  ist  es  dabei,  die  vier  Grundrissseiten  in  dieselbe 
Anzahl  gleic*her  Theile  zu  theilen.  Die  yerticalen  Projectioneu 
werden  so  wie  bei  der  aus  Conoiden  gebildeten  Kreuzgewölbform  bestimmt. 

Es  dürfte,  wie  bei  der  vorhergehenden  Form,  angezeigt  sein,  die  ho- 
rizontalen Projectionen  der  Gratbögen  analytisch  nfther  zu  untersuchen. 

Wir  nehmen  wieder  Ef  (Fig.  10)  als  Ursprung,  E' B'  als  Axe  der  x  und 
die  Ebene  der  Anlnufspnnkte  als  Ebene  der  xy  an.  Die  verticale  Halb- 
axe  der  Stirnbögen  sei  6,  ferner  setzen  wir  J^-/=^^'=a,  C'C'=ö'// 
=a,,  R* Ä=^H' B'^c^  F'  B' ^F' Cf ^c^.  Die  Coordinaten  von  C  seien 
a;=:a,  y=ßj  von  P,  in  welcbem  Punkte. -^'^'  und  C'/>'  sich  schneiden, 
a:=a,,  y=0,  und  die  Winkel  D'A' B'=z(p,  d B[Ä^i\f^  D' PB'^iXi. 

Die  horizontalen  Projectionen  aller  Erzeugenden  zusammen  genommen, 
welche  yf  E^  und  (f  B'  proportional  theilen,  wollen  wir  der  Kürze  wegen 
das  System  I  und  alle  übrigen  Erzeugenden  zusammengenommen,  welche 
B' Cf  und  a' B'  in  demselben  Verbältnisse  theilen,  das  System  IT  nennen. 

p' q  sei  eine  Linie  aus  dem  Systeme  I  und  r  s'  eine  Linie  aus  dem  Sy- 
steme II  und  sie  seien  so  gewählt,  dass  ihr  Durchschnittspunkt  l'  ein  Punkt 
der  horizontalen  Projection  des  durch  B'  gehenden  Gratbogens  ist.  Dieser 
Voraussetzung  zufolge  müssen  die  Gleichungen  bestehen : 

oder  auch,  wenn  pff=fn  gesetzt  wird: 

m q'C r  A* s  B^ 

a        a^         c         Cj  ' 
Aus  letzteren  Gleichungen  erhält  man: 

qC^—-,     rA=—,      sff^—. 
n  a  a 

Setzt  man  noch  der  Kürze  halber: 

«/==  —  «1  cos  OD  ^ 

c  =  c  cos  tp , 
c,'  =F=  Cj  cos  ^ , 
60  sind  die  Coordinaten  von  p',  q\  r  und  s'  folgende: 

!,  t  Wfl, 
X  ^=CL'\'  **\ 
y  ==:—(«,  —  aj  lang  w  +  f  «i ?  j  lang  (o 

.    mc    ]  mc{ 

a:  =  — ö+   —    i       x^=a-\ 

a     \    ,  a 

)  r ,                 ,  \s . 

mc                 i                m  f , 
y  =  —  tang  qr»    I       y  =  lang  fjj 
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Demnach  ist  die  Gleichung  d  er  p'/  oder  des  Systemes  I,  wenn  m  ver- 
änderlich gedacht  wird: 


(,    '  ma/\ 


1)  y= ^,-(a:-«  +  m) 


a 


ma^ 


-^m  —  a  —  a^  H i 


a 


und  die  Gleichung  der  r  t  oder  des  Bystemes  II: 


m 


mc  iangq> a 


—  (c  lang  tp  —  c^'  fang  t^) 


{'*'—)■ 


oder  weil : 


c  = 


2  '  ^^  2 

,       a  +  fl,'  — a  .  —  («1—«— «,')/««(/ 0) 


ist: 


.      /  —ffi  tang  a»  ^  f       ^ 

Für  alle  Punkte  1'  der  horizontalen  Projection  des  dnrch  B  gehenden 
Gratbogens  müssen  1  und  2  zugleich  bestehen,  wobei  m  veränderlich  ge- 
dacht wird.  Da  nun  jeder  Werth  von  m  einem  bestimmten  Punkte  l'  zu- 
gehört, 80  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  m  aus  1  und  2  die  Gleichuog 
für  alle  Punkte  i',  also  die  Gleichung  der  horizontalen  Projection 
des  durch  ^gehenden  Gratbogens. 

Die  Elimination  von  m  geschieht  wohl  am  einfachsten,  indem  man  ans 
1  und  aus  2  die  Grösse  m  bestimmt  und  die  so  erhaltenen  Werthe  einander 
gleichsetzt. 

Aus  1  erhält  man : 

und  ans  2 : 


4)  m= — , 

wenn  die  Grössen  i4,  i?,  C,  >^, ,  ^, ,  {7, ,  folgende  Werthe  haben: 

^A=^'^iangfay 
a 

B^(a^  —  a—a^)  langco+  — tang  ca  +  ll ^  )y»  | 

C=  (o:  — a)(«,  — a  — ff,')  tow^o — («  — «  — fl,'j  y, 

J 
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B^=^{ccj^—a+ai')tang(o+-^ —tangca  +  fl  — — jy, 

Ci=  —  2ay. 
Entwickelt  man  nun  B^—AAC  und   5^*— 4^, C, ,  so  zeigt  sieb,   dass 
diese  beiden  Ausdrücke  einander  gleich  werden  und  zwar  ist: 

+  ^  to«f7  c»^  a;»+2  K«,  ■- «)  A  -  y  j  ~  ^^1 

2a/ 
iangrn^  («,  —  «)  a:+  {a^—aytangm. 

Dieser  Ausdruck  gleich  Null  gesetzt,  ist  die  Gleicbung  der  die  hori- 
zontalen Projectioneu  aller  Erzeugenden  beider  Flftcben  umhüllenden 
Curve,  wie  sogleich  gezeigt  werden  wird. 

Die  Gleichung  1)  hat  die  Form : 

Setzt  man  den  Differentialqaotienten  —^  aus  dieser  Gleichnng  jgleich  Null 

und  eliminirt  aus  --^  =.  0  und  a  die  Grösse  m,  so  erficiebt  sich  die  Gleichnne: 
dm  o  o 

jener  Curve,  welche  alle  durch  a  ausgedrückten  Geraden  berührt  oder  um- 
hüllt, unter  der  Voraussetzuug ,  dass  m  veränderlich  gedacht  wird.  Man 
erhält: 

dy^Q(x+a  +  2m^-Sy  +  P^^ 

dm  R  +  Sm 

und  daraus: 

'  20 

Aus  a  wird: 

V    ^^^Sy-'0x-'0a'-P+y(Sy-^0x'-Qa-Py-4Q(^nx  +  Pa-^n^) 
^^    '"  20 

Setzt  man  nun  die  Werthe  von  m  aus  b  und  c  einander  gleich ,  so  er- 
giebt  sich  die  Gleichung  der  Curve,  welche  das  System  I  umhüllt: 
(5y  — Öa:— ()a-/>)«— 40tP;r+/>ö-Äy)  =  O. 
Diese  Gleichung  ist   identisch '  mit  der  Gleichung  -^—4-^^=0,   wie 
man  aus  3  und  c  sieht. 

Dass  dieselbe  Curve  auch  das  System  II  umhüllt,  wird  aus  Folgendem 


klar : 


y+P  =  -^—  (x-f  a  +  m/) 
r  +  ms 
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ist  die  Form  der  Gleichung  2),  woraus  man  erhalt: 
dm  r  +  sm 

^  2qi  ' 

und 

""^  ~2ft 

Werden  nun  die  Werthe  von  m  aus  b'  und  c  gleichgesetzt,  so  ergiebt 
sich  die  Gleichung  der  das  System  II  umhüllenden  Curve: 

welche  Gleichung  identisch  ist  mit  der  Gleichung  B^^ — 4Ai  ^^s=aO,  wie  man 
aus  4  und  r,  sieht;*  und  da  E^-'AAC=iB^-'\AxCy^  ist,  so  werden  beide 
Systeme  I  und  IE  von  einer  einzigen  Curve  umhüllt,  wie  oben  behauptet 
wurde. 

Die  Gleichung  der  die  horizontalen  Projectionen  aller  Er- 
zeugenden beider  Flächen  umhüllenden  Curve  ist  demnach: 

+  2    («1— a)(l— — j ^i-?l  langa.y ^  tengr  rf  (a,  —  a)  x 

+  (a,  —  a)*  tang  09  =>  0. 

Diese  umhüllende  Curve  wird  immer  eine  Parabel  sein, 
80  lange  der  Grundriss  trapezoidförmig  ist,  da  Gleichung  5)  in 
diesem  Falle  stets  vom  zweiten  Grade  und  das  Quadrat  des  Coefficienten 
von  xy  immer  dem  vierfachen  Producte  der  Coefficienten  von  y*  und  .t* 
gleich  ist. 

Wenn  3!y'+Nxy+Pa:^+0y+Bx+S  =  0  einen  Kegelschnitt  aus- 
drückt und  V  ist  der  Winkel,  den  eine  Uauptaze  dieses  Schnittes  mit  der 
positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  einschliesst ,  so  wird  bekanntlich: 

Ist  also  V  der  Winkel,  den  die  Axe  der  umhüllenden  Parabel  mit  der  Linie 
E^x  (Fig.  10)  einschliesst,  so  hat  man: 


Ziangv 
tang2v  = ^ — r= 

und  daraas: 


■(.-^)'-^'-.- 


a.  — a,*ifia) 

6)  tang  v= ;  tang  <o  = 


a — flj  a+a|CO«ai 

Die  Richtung  dieser  Axe  kann  somit  leicht  construirt  werden. 
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Um  die  Gleichung  der  horizontalen  Projection  des  durch  B  gehenden 
Gratbogens  zu  erhalten,  setzen  wir  nnn  die  Werthe  von  m  aus  3)  und  4) 
einander  gleich  und  es  ergiebt  riich  dadurch  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
jP«— 4^C=^,*— 4i4,C,  ist: 

±^i(^i  +  ^)  +  4^iC,  +  2^,C+2^Cj=0. 
Behält  man  in  dieser  Gleichung  die  oberen  Zeichen  bei,  so  ist  sie,  wenn 
man  für  i^,  B ^  Cy  A^y  B^y  C^  die  Werthe  setzt,  nach  x  und  y  vom  ersten 
Grade  und  kann  daher  mit  diesen  Zeichen  nicht  für  alle  Fälle  der  horizon- 
talen Projection  eines  Gratbogens  angehören.  —  Es  würde  zu  weit  fähren, 
(He  Bedeutung  der  Gleichung  mit  den  oberen  Zeichen  zu  untersuchen.  —  Die 
Gleichung  der  horizontalen  Projection  des  durch  B  gehenden  Gratbogens 
ist  somit: 

7)  '-B,{B^+B)+AA^C,+2A^C'{'2AC,=0. 

Die  Glieder  vom  zweiten  Grade  sind  : 

und 

2 -V(a«o  00*.  ar, 

aus  denen  man  erkennt,  dass  die  horizontale  Projection  des  durch 
B  gehenden  Gratbogens  ein  parabolisches  Seg'ment  ist. 

Der  Winkel  Vy  den  die  Axe  dieses  Segmentes  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  Abscissenaxe  bildet,  wird  durch  die  Formel  bestimmt: 


iang  2v  = 


4ö,'  /,       a,'\ 


/        o.'V      20,'» 
aus  welcher  folgt: 


Hl  —  ö,  sm  CO 

tang  t; = — . >  lajig  o  : 


a  — fli  a  '{'  Oicosm 

Dieses  Resultat  mit  Gleichung  6)  verglichen  zeigt,  dass  die  Axe 
dieses  Parabelsegmentes  und  jene  der  umhüllenden  Parabel 
parallel  sind. 

Um  die  Gleichung  der  horizontalen  Projection  des  zweiten,  durch  A 
gehenden  Gratbogens  zu  erhalten,  hat  man  die  Gleichungen  der  in  einem 
Punkte  2'  dieber  Projection  sich  schneidenden  Erzengenden  p'  q'  und  r/5/ 
aufzustellen  (Fig.  10)  und  aus  diesen  zwei  Gleichungen  m  zu  eliminiren. 

Da   r^D'^r  ÄyS;C^sV y  also  r,V=2ß-r'^'=2c- —  =  (2a-m) — 

und  5,'5'5=2<?,  — c^=2c, ^  =  (2rt--m)  —  ist,  so  braucht  man ,  um  die 

n  a 

Gleichung  der  r,'s/  zu  erhalten,  in  der  Gleichung  2)  der  r  %    nur  statt  m 

2  a  —  m  zu  setzen. 
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Es  ergeben  sich  demnach  ans  den  Gleichungen  der  j»'/  und  r^s^    fol- 
gende Werthe  von  m: 


welche,  einander  gleichgesetzt ,  die  Gleichung  der  horizontalen  Projectiou 
des  durch  A  gehenden  Gratbogens  liefern.     Diese  Gleichung  ist: 

8)    B^{B^  +  B)  —  4AtC\+2A^C+2ACt+4a{2aA+A^B+AB)=:0, 
in  welcher  Ay  B ^  C^  A^^  B^y  C^  die  oben  angeführten  Werthe  haben.    Durch 
Substitution  dieser  Werthe  in  die  Gleichung  erhält  man  als  Glieder  mit  den 
höchsten  Potenzen  von  y  und  x: 

und 

— ^iangfxr.iTy 
ar 

welche  mit  jenen  der  Gleichung  7}  identisch  sind.    Daraus  folgt,  mit  Rück- 
sicht auf  die  früheren  Kesultate: 

Die   horizontalen  Projectionen   der  beiden  Grat- 
bögen werden,  so  lange  derGrundriss  ein  Trapezoid 
ist,  stets  parabolische  Segmente,    deren  Axen  paral- 
lel sind  zurAxe  der  Parabel,  welche  die  horizontalen 
Projectionen  aller  Erzeugenden  beider  Flächen  um- 
hüllt (Fig.  U). 
Die  Bestimmung  einzelner  Punkte  der  verlängerten  parabolischen  Seg- 
mente, welche  Punkte  ausserhalb  des  Grundrisses  liegen,  geschieht,  indem 
man  m  negativ,  oder  auch  grösser  als  2a  nimmt. 

In  Figur  11  wurden  alle  vier  Grundrissseiten  verlängert  und  auf  den- 
selben von  den  Eckpunkten  ans  die  Länge  der  entsprechenden  Seite  mehr- 
mals aufgetragen  ,  also  auf  der  verlängerten  A'B'  die  Länge  a'  B'  und  auf 
der  verlängerten  B'  C  die  Länge  W  (f  u.  s.  w.  Durch  gehörige  Verbindung 
der  so  erhaltenen  Punkte,  wie  Fig  11  zeigt,  ergab  sich  eine  Reihe  von  Gera- 
den, welche  den  Systemen  I  und  II  angehören. 

Schliesslich  soll  noch  bewiesen  werden,  dass  wenigstens  eine  der  Pa- 
rabeln,  deren  Segmente  Projectionen  der  Gratbögen  sind,  die  umhül- 
lende Parabel  berührt.    In  Fig.  II  ist  es  die  durch  B  gehende  Parabel. 
Wenn  keine  Berührung  stattfände,  so  müssten  sich  die  Curven  entwe- 
der schneiden  oder  gar  nicht  treffen. 

Schneiden  können  sie  sich  nicht,  denn  durch  jeden  Punkt  a  der  hori- 
zontalen Projection  eines  Gratbogens  müssen  die  horizontalen  Projectionen 
zweier  Erzeugenden  gehen,   welche  oben   durch  ihren  Durchschnitt  den 
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Puokt  a  bestimmen,  und  da  alle  horizontalen  FroJQctiooen  der  Erzeug<»n- 
den  Tangenten  an  die  umhüllende  Parabel  sind,  so  kann  kein  Funkt  0  inner- 
halb dieser  letzteren  Curve  liegen. 

Treffen  müssen  sie  sieh  aber^  denn  sonst  wäre  es  möglich,  Tangenten 
an  die  umhüllende  Parabel  zu  ziehen,  welche  keinen  Punkt  mit  der  durch 
B  gehenden  Parabel  gemein  haben,  was  nicht  der  Fall  sein  kanu,  wie  ans 
Folgendem  hervorgeht: 

Jede  Tangente  T  der  umhüllenden  Parabel  wird,  ifur  einen  entspre- 
chenden Werth  von  m  durch  die  Gleichung  1)  ausgedrückt.  Sieht  man  also 
1  als  die  Gleichung  von  T  an,  bestimmt  aus  derselben  die  Grösse  m  und 
substituirt  den  so  gefundenen  Werth  von  m  in  die  Gleichung  2),  so  erhält 
man  die  Gleichung  einer  Geraden  T^  des  Systemes  II,  welche  T  in. einem 
Punkte  a  der  Parabel  schneidet,  deren  Segment  die  horizontale  Projection 
des  durch  B  gehenden  Gratbogens  ist.  Da  nun  für  jede  Tangente  T  die 
Grösse  m  reell  ist^  so  muss  es  auch  immer  eine  Gerade  T,  geben,  welche 
die  Tangente  T  in  einem  Punkte  a  der  genannten  Parabel  schneidet.  Es 
ist  also  nicht  möglich,  irgend  eine  Tangente  T  zu  ziehen,  welche  keinen 
Punkt  mit  der  durch  B  gehenden  Parabel  gemein  hätte,  woraus  folgt,  dass 
diese  Parabel  und  die  umhüllende  sich  treffen  müssen. 

Da,  wie  nun  gezeigt  wurde,  diese  Curven  sich  nicht  schneiden  können 
und  doch  treffen  müssen,  so  können  sie  sich  nur  berühren. 


XTeber  die  einfachen  Zahlensysteme. 

Von 

Dr.  Georg  Cantor 

in  Berlin. 


§.  1.    Das  Problem,  bei  einem  beliebig  gegebenen  Systeme 

a,  a ,  a  ,  ... 
von  positiven  ganzen  Zahlen  zn  bestimmen,  wie  oft  sich  eine  Zahl  n  aus 
den  Gliedern  jenes  Systemes  durch  Addition  zusammensetzen  lässt,  ist  durch 
E  u  1  e  r  {Iniroduclio^  Abschnitt :  De  partUtone  numerorum)  gleichsam  des  zahlen- 
theoretischen Charakters  entkleidet  und  als  ein  analytisches  aufgefasst 
worden,  bei  welchem  es  sich  darum  handelt,  ein  unendliches  Product  in 
eine  Potenzreihe  zu  verwandeln. 

Jenes  Zahlensystem  kann  so  beschaffen  sein,  dass  alle  Glieder  dessel- 
ben von  einander  verschieden  sind,  es  können  aber  auch  darin  mehrere 
Glieder,  selbst  in  unendlicher  Anzahl,  einander  gleich  sein.  Wir  können 
uns  daher  das  System  so  gegeben  denken,  dass  die  verschiedenen  Glieder 
desselben  der  Grösse  nach  geordnet: 

1)  •  o,  6,  c,  d,  . . . . 

sind ,  und  dass  sie  entsprechend  in  den  Anzahlen : 

2)  a,  6,  0,  ff,  ... 
vorkommen,  wo 

a,  6,  c,  (/,  ..-. 

nicht  bestimmte  ganze  Zahlen  zu  sein  brauchen,  sondern  ausserdem  noch 
das  unendliche  Vorkommen  der  entsprechenden  Zahlen  in  1)  angeben  können. 
Man  sagt  nun:  eine  ^hl  n  wird  in  dem  gegebenen  Systeme 
dargestellt,  wenn  man  n  auf  die  Weise 

«  =  aa  +  /J^  +  yc+ ... 

erhalten  kann,  wo  a  die  Werthe: 

0,  1,2,  ...  a 
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und  allgemein  die  Zahl  A,  welche  ein  beliebiges  Glied  /  der  Reihe  1)  raul- 
tiplicirt  die  Werthe : 

0,1,2,  ...7 
annehmen  darf. 

Um  die  Anzahl  der  verschiedenen  Darstellnngen  einer  Zahl  n  in  dem 
gegebenen  Systeme  zu  finden,  hat  man  nun  nach  Eul  er  das  Product: 

iu  eine  Potenzreihe: 

umzuwandeln.  Die  Zahl  C^  stellt  alsdann  die  gesuchte  Anzahl  vor,  wie 
oft  die  Zahl  n  in  dem  gegebenen  Systeme  dargestellt  werden  kann. 

Wir  wollen  dieses  Eul  er' sehe  Partitionsproblem  umkehren,  indem 
wir  fragen,  welche  Beschaffenheit  das  System  hahen  muss,  wenn  die  Zah- 
len (7,,  Cf,  Cf,  ...  gegeben  sind  und  wollen  hier  zunächst  den  einfachsten 
Fall  nehmen,  wo  Cj ,  (7,,  (7,,  ...  alle  gleich  1  sind.  Demnach  würde  die 
Frage,  welche  wir  hier  behandeln,  diese  sein :  Welches  ist  die  Beschaffen- 
heit eines  Zahlensystemes,  in  welchem  sich  jede  Zahl  und  jede  nur  auf  eine 
einzige  Weise  darstellen  lässt? 

Die  Zahlensysteme,  welche  die  letzte  Eigenschaft  haben,  verdienen 
vor  allen  übrigen  ausgezeichnet  zu  werden;  wir  wollen  sie  einfache 
Zahlensysteme  nennen.  Unsere  Aufgabe  ist  also  keine  andere,  als 
zu  bestimmen,  welches  die  sämmtlichen  einfachen  Zahlensysteme  sind;  sie 
scheint  mir  deshalb  nicht  ohne  Interesse,  weil  das  verbreitetste  aller  Zahlen- 
systeme, das  dekadische,  bei  welchem  die  Reihen  1)  und  2)  diese  sind: 

l')  1,  10,  100,  1000,  10000,  ... 

2)  9,    9,     9,       9,  9,     ..., 

nebst  sämmtlichen  analogen ,  nämlich  denjenigen ,  in  welchen  die  Grund- 
zahl nicht  10,  sondern  irgend  eine  andere  Zahl  ist,  nur  ganz  specielle  Fälle 
der  allgemeinen  einfachen  Zahlensysteme  bilden. 

§.  2.  Die  Reihe  1),  §.  I9  besteht,  um  es  zu  wiederholen,  aus  den  ver- 
schiedenen Zahlen  des  Systemes,  ihrer  Grösse  nach  geordnet,  die  Reihe  2), 
§.  1 ,  aus  den  Anzahlen ,  wie  oft.  die  entsprechenden  Zahlen  in  dem  Systeme 
vorkommen.     Soll  das  System  ein  einfaches  sein ,  so  muss  man  haben : 

oder  anders:  ^ 

l.^a:^(a>i)  i-j^^cr+i)       _     1 

*^  l-o:-      •      X-x^       1-x 

Da  alle  Zahlen,  also  auch  die  Einheit,  sich  im  Systeme  darstellen  lassen, 
so  muss  die  kleinste  Zahl  der  Reihe  1),  §.  1,  die  wir  a  genannt  haben,  die 
Einheit  selbst  sein. 
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Mftn  hat  alsdaDn: 

Bodenkt  man,  dass  6,  c,  ...  grösser  als  die  Einbeit  sind,  and  dass  ^<^c 
<^d...,  so  sieht  man,  dass  sich  diese  Gleichung  weder  mit  der  Annahme 
a  +  1  >by  noch  mit  der  Annahme  a  -|-  1  <  ^  verträgt;  es  muss  also  a  -|-  1 
=r6  sein.  Wir  sehen  hieraas I  dass  in  einem  einfachen  Systeme 
die  Einheit  so  oft  vorkommt,  als  die  um  1  verminderte  nächst- 
grössere  Zahl  beträgt. 

Durch  Einfühmng  dieses  Resultates  in  1)  erhält  man : 

(l«a:*(M.i))(l+a;^  +  ...)(l+a:rf^...)...==l. 
Diese  Gleichung  ist  wiederam  nur  mit  der  Annahme : 

b(b+i)^c 

verträglich,  d.  h.:  in  einem  einfachen  Zahlensysteme  ist  die 
drittgrösste  Zahl  theilbar  durch  die  zweitgrösste  und  der 
Quotient  aus  der  letzteren  in  die  erstere  um  eins  vermindert 
giebt  die  Anzahl,  wie  oft  die  z weitgrös  ste  Zahl  im  Systeme 
vorkommt. 

Setzen  wir  --  =  6',  so  ist: 

0 

c^bb\     6  =  6'  —  !, 
und  man  hat  nun  die  neue  Gleichung: 

ans  welcher  man  ähnlich  wie  oben  die  Gleichung : 

c(c  +  l)  =  d 
erschliesst. 

Indem  man  diese  Schlüsse  wiederholt,  erkennt  man  ganz  allgemein, 
dass  bei  einem  einfachen  Systeme  jede  Zahl  k  der  Reihe  1),  §.  I,  in  der 
nächstgrösseren  ohne  Rest  aufgeht  und  dass  der  entsprechende  Quotient 
um  1  vermindert  die  Anzahl  k  giebt,  wie  oft  die  Zahl  k  im  Systeme  vor- 
kommt. 

Die  Reihen  l)  und  2)  von  §.  1  haben  also  bei  einem  einfachen  Systeme 
die  Gestalten: 

2)  1,6,  bb\bb'b'\bb'b"b"\  ... 

3)  6.^1,  ft'_l,  6"-l,  6'"-l,  ft""-.l, 
wo: 

4)  6 ,  6  ,  6' ,  6  ",  . . , 

eine  unendliche  Reihe  ganzer,  von  der  Einheit  versch||^ener  Zahlen  ist* 
Es  ist  aber  auch  umgekehrt  jedes  Zahlensystem,  wie  das  durch  die  Reihen 
2),  3)  definirte,  ein  einfaches;  denn  man  hat: 
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also: 

Wir  erhalten  demnach  das  Resultat:  die  einfachen  Zahlensysteme 
sind  diejenigen,  bei  denen  jede  Zahl  k  in  der  nächstgrösseren 

/  ohne  Best  aufgeht  und  k  so  oft  vorkommt  als  — — Ibetrftgt. 

§.  3.    Die  einfachen  Zahlensysteme  haben  eine  weitergehende  Bedeu- 
tuag.   Führt  man  ausser  den  ganzen  Zahlen  des  Systemes  noch  die  Brüche  : 

und  zwar  entsprechend  in  den  Anzahlen : 

2)  6-1,     6'-l,     6"-i,  ... 

ein,  so  kann  man  in  dem  also  erweiterten  Zahlensysteme  sämmtlicbe  Zah- 
lengrössen  und  jede  nur  auf  eine  einzige  Weise  durch  Addition  unendlich 
vieler  Glieder  des  Systemes  erhalten;  d.  h.  wenn  A  eine  beliebig  gegebene 
Zahlengrösse  ist,  so  hat  man  stets  nur  auf  eine  einzige  Weise  die  Gleichung : 

in  welcher  die  Eeihe  auf  der  rechten  Seite  unendlich  ist  und  die  Zahlen  a,  A 
die  Werthe  0,  1,2,... 6—1,  die  Zahlen  ß,  fi  die  Werthe  0,  1,2  ...  6'— 1, 
die  Zahlen  y,  v  die  Werthe  0, 1,  2, ...  6"— 1  annehmen  dürfen.  Der  ganz- 
zahlige Theil : 

>^o  =  «  +  /3^  +  y*^'+... 
ist  bestimmt  durch  die  Bedingungen: 

die  Zahl  X  durch  die  Bedingungen: 

die  Zahl  ft  durch  die  Bedingungen: 

{A--A;)bb''-'kb'>fi,     (.rf-^o)«'*'-^*'^^  +  l 

U.  8.  W.  . 

§.  4.   Wenn  ein  einfaches  Zahlensystem  die  Beschaffenheit  hat,  dass 
bei  beliebig  gedachter  Zahl  q  in  der  Reihe 

1,6,66,66  6  ,  . .. 
von  einem  gewissen  Gliede  an,  alle  durch  q  theilbar  sind,  so  lässtsich  über 

die  Darstellbarkeit  eines  rationalen  Bruches  —  das  folgende  Theorem  aus- 

9 
sagen: 

Theorem:  ffst 
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und 

80  hat  die  Zahlenreihe : 

A,  fi  ... 

die  Beschaffenheit,  dass  von  einem  gewissen  Oliede  an  sämmtliche  Glieder 
die  höchsten  ihnen  zustelyenden  Werthe  haben. 

Beweis:    Man  bezeichne  fi  mit  A',  v  mit  k"  u.  s.  w.  und  setze: 

wo : 

Dann  ist  einmal: 

andererseits : 


'J'^W^-  bb'  ...  bi9+i)'^bb'  ...i'^+'2)+--- 
Das  ist : 

Wir  haben  also : 

Sei  nun  it^'^  das  erste  Glied  der  Eeihe 

1,6,66',... 
welches  dnrch  die  Zahl  q  theilbar  ist;  dann  ist 

eine  dureh  q  thcilbare  ganze  Zahl,  die  nach  dem  soeben  Gezeigten  in  den 
Grenzen  liegt: 

r>0;     z^q; 
es  ist  folglich: 

mithin : 


z^q, 
p m<')  ^     I 


oder  auch: 

^0+  ^  "*"••    "•"66'...6(«)'*"66'..,6f*  +  »"'"66'.,.6<»+2)T,**' 
wie  zu  beweisen  war.  ' 

Corollar:     Hat  bei  einer  Zahl 

die  Reibe  A,  fi,  ...  nicht  die  Beschaffenheit,  welcheindembe- 
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wiesenen^rhooreme  für  eine  rationale  Zahl  —  gefordert  ist, 

9 
so  ist  die  Zahl  A  eine  Irrationalzahl. 

Hierher  gehört  die  Grundzahl  des  natürlichen  Logarithmensystemes : 


e: 


§.  5.  Von  den  einfachen  Zahlensystemen  Collen  wir  noch  diejenigen 
berücksichtigen,  bei  denen  die  Reihe 

von  einem  Glied  b^^^  an  periodisch  ist. 

Sei  r  die  Grösse  der  Periode,  deren  Glieder  wir  mit 

bezeichnen  wollen ,  so  dass 

1)  6(^+»'+Ar)«=^x')^ 

wo  X  die  Zahlen werthe  0, 1,  2,  ...  z  —  1  annehmen  kann  und  h  eine  beliebige 
positive  ganze  Zahl  oder  die  Null  ist. 

Wird  ferner: 

bb'  ,..  M*)=n(*) 
gesetzt  und  unter  den  dreien 

6(-i),  c<-»,  n(-») 
die  positive  Einheit  verstanden,  so  hat  man,  wenn  gesetzt  wird: 

2)  n<^-i)«=il/,     cc  ...c<*-*)«JV, 
die  Gleichung:  ^ 

8)  fi(^-i+*'+A»)  =  AfAÄcc'  ...  c(^-^l 

Es  besteht  hier  das  folgende 

Theorem:  Ist  in  dem  einfachen  Zahlensysteme  dieses 
Paragraphen  eine  Zahl 

bJbF^'" 

dargestellt,    in   welcher    die   Zahlenreihe  ßy  ß\  ^  .    von   einem 
Gliede  an  periodisch  ist,  so  ist  dieseZahl  eine  rationale  Zahl, 

und   umgekehrt,   wird  ein  achter  rationaler  Bruch  —  in  dem 

9 
Systeme  dargestellt  durch  d.ie  Gleichung: 

q        b  ^bb^ 
so  ist  die  Reihe  /?,/?',  ...   von  einem  bestimmten  Gliede  an  pe- 
riodisch. 

Beweis:  Den  ersten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen  hat  keine  Schwie- 
rigkeit, weil  sich  die  gegebene  Reibe  auf  eine  endliche  Anzahl  geometri- 
scher Reihen  zurückführen  lUsst  und  damit  eine  rationale  Zahl  stets  zur 
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Summe  liat.  Anders  mit  dem  zweiten  Tlieile,  welcher  die  vollständige 
Uukebrung  des  ersten  ist. 

Wir   denken  uns  den  Brach  —  in  der  irreductibeln  Form  gegeben, 

darin  p  und  q  ohne  gemeinschaftlichen  Theiler  sind  und  bezeichnen  die 
ganze  Zahl: 

mit  m^^>,  80  daas 
Dann  ist: 

Führen  wir  daher  eine  Zahlenreibe 

a,y,  r ... 

darch  die  Gleichung:  . 

eiu,  bo  bebteht  dieselbe  aus  lauter  positiven  ganzen  Zahlen,  die  sämmtlich 
kleiner  sind  als  9+  1.    Diese  Reihe  der  8  steht  mit  der  Reihe  der  ß  in  einer 
solchen  Verbindung,  dass  wenn  die  eine  periodisch  ist,  es  auch  die  andere 
ist ,  wegen  der  Periodicität  der  Reihe  der  b. 
Man  bat  nämlich: 

^)  q  ^  6(^+2)^  ••• 

und  daraus: 

7  ?       = 

Durch  die  Gleichung  5)  ist  d<*+i)  eindeutig  aus  den  /3(*+i),  /J(*+2),  ...  be- 
stimmt, durch  die  Ungleichheiten  6)  hängt  die  ganze  Zahl  j3(*+0  eindeutig 
von  d<*+^>  ab. 

Wir  haben  also  nur  die  Periodicität  (von  einem  gewissen  Gliede  an) 

der  Reihe : 

Ä,  6  ,  6' ,  ... 

nachzuweisen.     Man  hat,  wenn  Ar=^ — I  +  t'+At: 

3^*+«)  =  p MN^  cc  ...  c<«' - '> - ^ m(*). 
Sei  s  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  q  und  My  und  es  sei 
9=5r;  sei  r'=.r  r\  wo  r"  alle  Primfactoren  von  r  enthält,  die  auch  in  N 
vorkommen ,  so  dass  r  relativ  prim  zu  i^  und  zu  r*  ist. 

Man  verstehe  ferner  unter  ^  die  kleinste  Zahl ,  für  welche 
^^  =:  I ,  modr 
und  unter  n  die  kleinste  Zahl,  für  welche 

iV»  ^0,  modr" \ 
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dann  ist  in  Bezug  auf  beide  Moduln  /  nnd  r": 

wo  O'  die  Bedeutung  einer  der  Zahlen  0, 1,  2,  ...  ^—1  hat  und  g  eine  be- 
liebige ganze  positive  Zahl  ist.  Da  r  und  r'  relativ  prim  zu  einander 
sind,  so  hat  die  letzte  Congraenz  auch  für  den  Modul  r  Giltigkeit;  es  ist: 

iVÄ+^+i'^  =  N^-¥^\  modr. 
Hieraus  geht  zunächst   die  Congruenz  hervor: 

7)  ö(^+»»+«'+rr-f-^^i^)  =  Ä(ff+«i?4-t'+rr)^  modq. 

Die  Zahlen  d  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  alle  >0  und  <5r+l;  sie  kön- 
nen daher  unter  einander  nur  in  dem  Falle  congruent  in  Bezug  auf  ^  sein, 
wenn  sie  einander  gleich  sind.     Man  hat  also ,  wenn 

^  +  «T  =  Ä,     T'  +  a'T  =  Ö',     r^  =  0 
gesetzt  wird : 

8)  5(Ä+0'+^e)  =  ^iSl+e'K 

Berücksichtigt  man  die  Werthreihe  der  x   und  die  der  ^',  so  findet  man, 

dass  die  Werthreihe  der  6* 

0,  1,2,  ...  e— 1 

ist.  Die  Gleichung  8)  zeigt  uns  also,  dass  die  Reihe  der  i  vom  Gliede 
d^Ä)  an  periodisch  mit  der  Periode  0  =  1-^  ist.  Einer  frühern  Bemerkung 
zufolge  ist  nun  auch  die  Reihe  der  ß  vom  Gliede  ^Sl^  an  periodisch,  und 
zwar  mit  derselben  Periode  6,  weil  O  theilbar  ist  durch  t. 

Das  dekadische  Zahlensystem  ist  derjenige  Fall  der  in  diesem  Para> 
graphen  behandelten  Systeme,  in  welchem 

^=0,     t=l,     c  =  10. 


VI. 

AnflöBung  eines  Systems  von  Oleichnngen,  worunter  eine 
quadratisch,  die  anderen  linear. 

Von 

Professor  Dr.  C.  W,  Bauk 

am  Polytechnicum  zu  Stuttgart. 


I. 
Es  möge  an  A&s  allbekannte  Beispiel  erinnert  wenion,  wonach  man  aus 
.r  4-  y  =  «     und     x^  +  y^^  //- 
zunftchst 

ar  —  y  =  +  ^26*  — r/« 
bestimmt.     Ebenso  erhlilt  man  aus 

ax  -{-  ßy  =  ((     und     Jx^+By^  =  b^ 
zunftchst 

{AßX'-'Bayy={Jß^+Ba^)  {Jx^  +  By^-- AB  {ax  +  ßi/f 
Aßx-Buy=^+  ]/(7ß^'+  Ba^)  b^-  A  B  .  a^. 
In  beiden  Fällen  ist  die  Bestimmung  der  zwei  Unbekannten  auf  die  Auf* 
lösung  zuerst  einer  reinen  quadratischen  Gleichung,  und  dann  von  zwei 
Gleichungen   des  ersten  Grades  zurückgeführt,   von   denen   die   eine  auf 
ihrer  Rechten  eine  zweideutige  Wurzelgrösse  enthftlt. 

Die  Verallgemeinerung  dieses  Verfahrens  im  Sinne  der  vorangestell- 
ten Ueberschrift  führt,  wenn  die  linke  Seite  der  quadratinchen  Gleichung 
vorerst  als  homogen  nach  den  Unbekannten  angenommen  wird,  zu  der 
Aufgabe: 

Es  soll  eine  Substitution 

1)  '        yo  =  «oo^o  +  «oi*i+ ••    +«0«^» 

derart  ermittelt  werden ,  dass  vermöge  derselben  und  der  willkür- 
lich vorgeschriebenen  Substitutionen: 

l  yi  =  «10^0  +  ^11^1  +  •  •  •  +  «1»^» 

2)  )   ^2  =  «20^0  +  «21^1  +  •  •  •  +  ff^n^n 

\    yn==^n00CQ+a„}X^+  ... +ft^„Xi, 
der  Ausdruck: 

ZeiLschrtn  f.  M«Uipniatik  a.  Physik.  XIV,  2.  Ü 
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n  w 

sich  in  y^^  y^^  ^2'*'^i*   darstellen   lässt,   ohne   y^  anders  als  in 
einem  einzigen  Gliede  mit  //j,  zu  enthalten. 
Haben  nämlich  y^^  y^^  ...  J^n  und  F  gegebene  Werthe,  so  liefert  die 
durch  Auflösung  dieser  Aufgabe  entstehende  Gleichung: 


4) 


ff  Ti 


für  y^  eine  gegebene  Wurzelgrösse ,  und  erfordert  also,  nachdem  die  Coef- 
ficienton  in  1)  geeignet  ermittelt  worden  sind,  die  Bestimmung  der  Un- 
bekannten nur  noch  die  Auflösung  der  n  linearen  Gleichungen  l)  und  2). 
Für  den  Zweck  der  verlaugten  Transformation  denken  wir  uns  die 
Gleichungen  1)  und  2)  nach  0:^,  x^^  ...  a:„  aufgelöst  und  erhalten  be- 
kanntlich, wenn  uik  den  Coefficienten  von  fl,/t  in  der  Entwickelung  der 
Determinante 

a^  '»Ol  •  -  •  ^'0»   ! 

^_  ;    «i„  flfji   ...  (iin 

' I 

I    flnO^nl  ...«nn    I  ' 

bedeutet: 

ö)  «^i«=«'oiyo  +  ^''»'yi+  ...  +«'»i/.Vn. 

Durch  Substitution  in  3)  wird  also: 

r  w  fi 

U  0  1  u  u 

wo  Fq  den  Werth  bedeutet,  den  vermöge  des  vorhergehenden  Ausdrucks 
F  für  y^  =  0  annimmt.  Das  zweite  Glied  des  Ausdrucks  7)  aber  giebt  als 
die  Bedingung,  dass  die  Transformation  der  gestellten  Anforderung  ent- 
spricht, die  n  folgenden  Gleichungen  zu  erkennen,  in  welchen  zur  Ab- 
kürzung 


^^  AnaQkr=Si 


gesetzt  ist: 


«'lü  ^^i  +  ö'll  'S  +  .  . .  +  a'l«  ^n  =  0, 
^20  '%  +  "'21  'S  +  •  •  •  +  «'2n  ^^n  =  0, 


«'»0^%  +  «'«1  -^1  +  . . .  +  «'nn  »^n  ==  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt,  wenn  mit  «"a  der  Coefficient  von  a'a  in 
der  Entwickelung  der  Determinante 
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/ 
3    = 

.  «On 
.  «In 

^•_- 

ö  «oa'nl  • 

Sn 

bezeichnet  wird: 


'l  00       ^   Ol  **  0« 

Nun  ist  />'  die  adjnngirte  Determinante  zn  a  in  5) ,  also  nach  einem 
bekannten  Satze: 

a"o/=  «"""'rtorf, 

somit,  venn  die  ursprüngliche  Bedeutung  der  S  wieder  hergestellt  wird: 
^00^  00  +  -^01^  Ol  +  -  "  +  ^OnaPn  _  ^10  ^00  +  ^11  «'oi  +  * ' '  +  ^^ "  ^'ow  __ 


'•oo 


^nOö'oo+  -^nl^^oiH"     "  +  ^nn^ 


"Ol 


-^no^oo 


«On 

Da  die  a  bei  der  Entwickelung  aus  a  nur  die  Coefficienten  der  gegebenen 
Substitutionen  2)  enthalten ,  so  ist  hiermit  das  Verhältniss  der  Coefficien- 
ten  der  verlangten  Substitution  1)  gefunden,  welches  in  der  That  auch 
allein  durch  die  Aufgabe  bestimmt  wird,  da  in  Gleichung  7)  und  den 
daraus  gezogenen  Folgerungen  keine  wesentliche  Veränderung  vor  sich 
geht,  wenn  anstatt  y^  sein  Product  mit  einem  beliebigen  Factor  eingeführt 
wird.  Nehmen  wir  daher  für  a^,  a^^,  ...  aon  ihre  obigen  Proportionalen 
selbst,  d.  h.  setzen  wir: 

-^tO  ^i\    •  •  •  ^in 


«0£  =  ^iO  fl'of  +  -^n  ö  Ol  +  •  •  •  +  ^t«  «  Oft  = 


'•lO   "11 


«In 


OnOOnl 


8) 


80  heisst  die  verlangte  Substitution: 

1   ^0  =  ('^00  '*'oO  +  '^Ol  '^'oi  +  •  •  ■  +  ^On  «On)  ^q 

+  ('^lO  ^00  +  ^11  ''  Ol  +  •  .  •  +  -^1  n  «On)  «Ti 

+      ..... 

+  (^«0«'oo  +  ^«1  «01+  •  •  •  +  ^»»  ^On)  '^'n 
=  (''^OO  ^0   +  ^10  •''l    +  •  •  •  +  ^nO  -^n)  «'«o 
+  (^01  ''^^O    +  -^U  ^1   +  •  •  •  +  ^nl  ^n)  "'(„ 

+ 

+  (-^On  ^0  +  An  ^1  +  . . .  +  ^nn  ^n)  «On 

dP  d^         dj^ 
dxQ  dx^         dXn 
=  i    ^10    "ii    •••   ^1« 


Ö) 


O^o    «n#   •••    «nn 


Ö* 
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Dasselbe  Ergebniss  kann   anch  so  gewonnen  werden:    Gleichnng  4) 
giebt  partiell  nach  yg  abgeleitet 


oder  wegen  6) 


«     D  dF      .        dF     .     ,         ,dF 


dXn 


Aq8  dem  oben  angegebenen  Grnnde  kann  hierfür  ebensowohl  8)  oder  9) 
angenommen  werden. 

Es  sind  nnn  aber  anch  die  Coefficienten  der  drei  übrig  bleibenden 
Glieder  in  7)  auf  eine  nur  von  den  gegebenen  Coefficienten  abhängige 
Form  zu  bringen.     Derjenige  von  y^^  ist  es  schon,  auf  der  Linken  wird 


a  =  0. 


00  "00 


+  «, 


Ol  -  Ol 


+  ...  +  ^Ofiaofi 


=  (-^00 ^00+  ^01  ö'oi  +  •  •  •  +  -^Onö'on)  «'oo 

+  (^10 ^00  +  -^11  ^01  +  • . •  +  ^1  tt o'o«)  «Ol 

+  .  .  .  .  .^ . 

+  (^nOfl  oo+-4aia'oi  +  •  •  •  +  ^nna'of^  «0« 


=  ^*«'oi^*'^.A 


«0* 


identisch  mit  dem  Coefficienten  von  y^^,    ^egen  des  letzten  Gliedes  füh- 
ren wir  ein  System  von  Hilfsgrössen  ein: 

^10  ^11  •••  ^i»> 

^20  ^«1  •••  ^2«j 


^nO^nl  •  •  •  ^nny 

welche  den  n  {n-\-\)  Gleichungen  genügen  sollen,  die  aus 

10)  ^rO  -^Ot  +  ^n  ^U  +  • . .  +  frn  ^nk  =  «r* 

dadurch  hervorgehen,  dass  k  alle  ganzen  Werthe  von  0  bis  n  und  r  alle 
von  1  bis  n  durchläuft;  mit  anderen  Worten,  wir  setzen,  wenn  A'ik  den 
Coefficienten  von  Aik  in  der  Entwickelung  der  Determinante 

,.  An\ 


A  = 


^01  -^11 


bedeutet : 

11)  A  ,  eri=  «rO  ^'iO+  ^rt  ^'il  +  •  •  •  +  «rn  ^'in- 

Infolge  dieser  Annahme  wird  nach  der  Multiplicationsregel : 

dF  dF         dF 


12) 


^nO^fil  •• 


=  4 


dx^  djT^         dXn 


'•lO      "11 


fl«0    ^nl 


«1« 


=  yo- 
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Es  könnte  demnach  scheinen,  da  auch  (i%j  =  a"~^.  ao.,  also  nach  1): 

*^o    •'^i     •  •  •  **'*" 
^10  ^11    •••  ^'in 


«'«0««1  ...  ö, 


=  ö»-* 


Vo' 


dass  i^a*--*<»ri  =  ö'ri  wäre,   es  ist   dies  jedoch  nicht  der  Fall.     Aus  12) 
aber  ergiebt  sich  weiter: 

dF  dF         dF 


13) 


y\=A. 


^10  ^11    •  •  •    ^J » 


\ 


dxQ  dx^ 


dx„ 
«1« 


^nO    Ont 


Durch   Anwendung   der   Multiplicationsregel  auf  das   Prodnct    der    zwei 
letzten  Factoren  erhält  man  eine  Determinante  mit  folgenderlei  Gliedern : 


,  dF   ,  ,  dF  ,  ,  ^  dF 


dx^ 


dx. 


dxn 


femer : 
ferner : 


.    dF     .  i  dF    ^  .  , 


dF 
dxQ   '  '"'"^dx^   '  ••   •  """'■(/«„ 


=  <?rO  •    (-^00  «^0  +  -^01  ^1  +  •  •  •  +  -^0«  ^») 

+  «rl  .  (^10  ^0  +  ^u  ^1  +  •  •'•  +  ^1»  ^n) 

+ 

+  em  .  (^ftO  iTo  +  ^«1^1  +  •  •  •  +  A»Ä?n) 
*=  (<?rO  ««00  "T   ^r  1  -^lo         +  •  •  •  +  ^rn  -«no)  *o 

+  («rO  ^01  +   «rl   ^11         +  .  .  .  +  ^m  -^«0  ^i 

+ 

+  (^rO   ^0»  +   ^rl  -^In       +  .  .  .  +  ^rn  ^mn)  ^n 

=  öro  a?o    +  ^n  ^1       + . .  •  +  ör«  a;«  =  yr 
vermöge  10)  und  2). 

Endlich  kommt  mit  eingeführter  Abkürzung  noch   ein  System  yoa 
Gliedern : 

Brt  =  örO  ^#0  +  «rl  ^«1  +  .  •  .  +  (^rn  ^sh 

oder,  wegen  11): 

/ABr,  =  ÖrO  (a#0  -^'oo  +  ^»1  ^01  +  •  .  .  +  ö#»  ^  Vn) 

.         + 


Gleichung  13)  liefert  daher  jetzt: 
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I  ^  yi    y«    . . .  y» 
j  yi  ^11  ^12  •  •  •  ^1 » 

15)      y\  =  A.     y^B^,  B^  , .  .  B^n 


=  A  (BF'-^''  yr  ^'  B\sy,), 


WO  B*rs  den  Goefficienten  yon  Br»  in  der  Entwickelung  der  folgenden 
Determinante  bedeutet: 

.    B^n 


B  = 


^11  ^1« 

^21    ^M 


Die  Aufgabe  ist  nun  vollständig  aufgelöst. 
Beispielshalber  sei: 

F=  ^00^^*0  +  ^11^*1  +  ^M^s;     yi  =010^0  +  «11^1  +  «^li^j; 

t/t  =  «20^0  +  ^11  ^1  +  ^»^8» 


wird 


^n^T^-Tj    -T  j    1-^12— ^«i  —  -l       r"V~   +~i~» 


'05 

»      __  '^  20   1^  «1    I    ^  22 
-«00         ^\l        ^22 


1 


-^00  ^n  ^92 


[^00  («ll«22-«12«2l)  ^0+  ^u(«12'»20--^1ö«m)^1  +^«  («10«21-«ll«2ü)  ^sl* 


=  (»11  /?22  -  ^'12)  ^-  ^22y*i  +  2»i2yiy2  -  ^iiy*2- 

Tritt  die  erste  Gleichung  in  der  vollständigeren  Gestalt  auf: 

/-=  A^x\  +  2A^^x^x^  +  A^^x\  +  2^80^2*0  +  ^22^2  +  2  >^oi^O-'^i» 
so  wird : 

A  —  9  A     A     A     4-*>>i     A     A     A     A^     A     A^     A     >l« 

-^  ' — *^0O^ll'^22T^*'^12^2O     Ol         -^00^    12         ^11'''    20         -^22^    Ol» 


^  00  "~  -^11  "^22  ' 


12  > 


A'    --  A'    ^  A     A 

-^  12  —  ^  21  —  ^20  ^01 ' 


^21^00» 


A'     —  A     A     >!>•       A'     A'     A     A     A         A 

-^11  —  -^22^*00         ''^    20»       "^20 — ''^  02  —  '^Ol'^W         '^02*'^lli 


A', 


22" 


^^OO'-^ll" 


.  A%     .         A'      A'      A       A      A       A 

-^   OH       -^Ol^^-^IO — -^12^20         ^10 '^l 


10^^221 


AB^^^A  '00  a\  +  2  i4  \^  a^^  a^^  +  A  \^  a*^^  +  « >*  'so  «i«  «lo  +  ^  '22  ^*i2 


+  2yl 


01^10^11  —  Ml» 


^  ^22  =  ^'00«^20  +  2  ^ 'l2Ö21«22  +  ^'n«%l  +  ^^'»0"22«'20  +  '^'m«*22 

+  2^  01^20^21  =  ^22» 
A  //jg  =  >4'oo «10^20  +  ^  ^12  («ll^22  +  «12Ö2l)  +  ^'ll«ll«21  +  ^'20  ("««SO  +  «10 «22) 
+  ^  H«12«22  +  ^  '01  («10^21  +  «20  •  «u)  =  ^12» 

1(^00^0  +  ^01^1  +  ^02^2)  («11  «22  —  «12  «21)  /  * 
+  (^10^0  +  ^11  •'^l  +  ^12-'«^2)  («12''20  —  «10«22)  | 
+  (^20 •'^0+  ^21^1  +  ^22^2)  («10 «21  —  «11  «20) 

=  J  (^11  ^^22  -  P\t)  F-  P^,y\  +  2  P,,y,y,  -  P^y\ 
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In  diesen  Resultaten,  sowie  schon  in  der  allgemeinen  Gleichung  15)  tritt 
der  Coefficient  von  F  nicht  in  derjenigen  Gestalt  auf,  welche  vermöge  7) 
zu  erwarten  war;  wir  hahen  denselben  nämlich  in  der  Determinante  B 
ausgedrückt  erhalten,  während  er  dort  angegeben  wurde  mit 

was  bei  der  zuletzt  behandelten  vollständigen  Form  v^n  F  den  Ausdruck 
liefert : 

^00  (<'U^82  —  ««l^lä)"^  +  2  '4,2  ("l«^'2J  —  «10«««)   («10 "21  —  "*ü"ll) 
+  ^11  (''l2^'20—  "«««lü)"^  +  '^'^Sü  •  '"l0"21  — ^'U  •  «w)  •  (''11^22—  ^'21 '^is) 
+  ^2«  («W«2l  —  «2ü«ll)''  +  '^  ^ül   (''ll  "22  —  «12  •  «2l)       ("i*"20  ^  «22  '  «lo)' 

Die  Uebereinstimmnii«;  lässt  sich ,  besonders  im  Fall  des  ersten  Beispiels, 
durch  eine  wenig  umfangreiche  Kechnung  nachweisen,  man  findet  dort 
sogleich : 

RR  R2     _(«ll"22--«21«12)^    .    («12«20— «10«22)'^    ,    («10^21 -«20«  u)^ 

"^11-^22  ^22  •  "^00  '^00  "^11 

Um  die  Ueberein Stimmung  allgemein  nachzuweisen  und  zugleich  die  ent- 
sprechende Umwandlung  mit  dem  Coefficienten  von  f/rPs  vorzunehmen, 
soll  hier  in  einer  über  das  augenblickliche  Bedürfnisa  hinaus  erweiterten 
Fassung  ein  Satz  über  die  Umwandlung  gewisser  aus  einer  bilinearen 
Function  entspringenden  Determinanten  auf  die  Form  ebenfalls  einer  sol- 
chen Function  entwickelt  werden. 

Es  seien  c,  d^  , . .  e  und  /*,  g ^  .  . ,  h  zwei  bestimmte,  nach  der  Nnm- 
memfolge  geordnete  Combinationen  zu  m  zwischen  den  « +  1  Zahlen  0, 
1,  2,  . . .  w.     Man  bilde  die  Werthe,  welche  aus: 


U  U 

dadurch  hervorgehen,  dass  r  die  Werthe  c,  d,  ,,,e  und  s  die  Werthe 
/*,  g^  ...  h  durchläuft,  so  ist  die  Determinante,  deren  Umwandlung  ver- 
langt wird: 

^df  ^dg  '  •  .  ^dk 


i>  = 


Bef  B«f  . .  .  Bgj^ 

Setzt  man  zu  diesem  Zweck: 

«I*  =  -^lO  fl^#0  +  ^i\  «#l  +  .  .  .  +  Ain  ö#n> 

so  wird: 

Brs  =  örO  "ü#  +  «rl  Wl#  +  .  .  •  +  Arn  W#i|. 

Schreibt  man  hiernach  die  Elemente  von  />  an,  so  lässt  sich  diese  De- 
terminante als  eine  Summe  von  Producten  je  zweier  Determinanten  durch 
folgenden  Ausdruck  darstellen ,  in  welchem  c\  d\  , . .  e  alle  überhaupt 
möglichen  Combinationen  derart  wie  c,  dy  ...e  bedeutet: 
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■■^^^^^^^^^^^^^^^^^'^^^^^, 


aec'  aa^  .,.  üee' 

, 

flce'  »d/  .  .  .  f^ce* 

^e'r  ^€'g   .  -  .  W^A 

c*77#' 


Vermöge  der  Bedeutung  von  uu  geht  nach  demselben  Verfahren  der 
zweite  Factor,  wenn  auch  /",  g\  *  •  •  ä'  alle  überhaupt  möglichen  Com- 
binationen,  wie  c,  d,  , , .  e  oder  f,  g^  • , .  A. darstellt,  in  folgende  Summe 
über : 


r^'f^ 


^d't  ^dW ' 


^d'h' 


Uff  afg- 
ügf  ag^ 


^gk 


(^hf  Ohg* 


OkA' 


AeY  A/g'  . . .  Ayy 

also ,  wenn  der  Kürze  halber  die  schon  oben  zur  Anschauung  .gebrachten 
Determinanten  in  der  bekannten  Weise  durch  ihre  Anfangsglieder  be- 
zeichnet werden: 

Hiermit  ist  die  verlangte  Form, in  der  Weise  hergestellt,  dass  im  Ver- 
gleich mit  dem  Ausdruck  für  Brt  an  der  Stelle  der  Goefficienten  Ä  und 
der  Elemente  a  Partialdeterminanten  aus  deren  Systemen  auftreten. 

Die  Anwendung  auf  B  und  B'r^  in  Gleichung  löj  ist  nicht  schwierig. 
B  geht  vermöge  14)  in  A^B  über,  wenn  für  c,  d^  , ,  .  e  nur  1,  2,  . . .  w 
angenommen  wird  und  die  A'  an  die  Stelle  der  A  treten;  es  gehen  ferner 
c,  d\  ,  ,  .  e  und  f\  g\  •  •  >  h'  aus  0,  1,  2,  • . .  n  hervor,  wenn  nach  ein- 
ander die  einzelnen  (n  + 1)  Zahlen  aus  der  Reihe  gestrichen  werden. 
Schreibt  man  demgemäss  z.  B.  für 

c\  d\.,.e  =0,  1,  2,...  1  —  1,  f+I,  ...11, 
und 

/', /,  ...Ä'  =  0,  l,2,...A-.l,  Ä+I,...it 
die  drei  Determinanten  in  Gleichung  16)  an,  so  zeigt  sich  sogleich,  dass 
sie  die  folgenden  drei  Werthe  erhalten: 


somit 


n  M 

A^B^2^aoi^''AikA'''K 


«0*1 


n  n 

AB  =^^'  a'oi\^*  ^/*«'o*  =  «t 


womit  die  Coefficienten  von  F  in  7)  und  15)  vollständig  zur  Ueberein- 
Stimmung  gebracht  sind. 

Was  ferner  den  Coefficienten  von  ifrlft  in  15)  betrifft,  so  geht  B  in 
(— 1)'*+'>4"-*  B'rt  über,  wenn  für  c,  rf, ...  e  und  /*,  g^,,.h  die  Combiua- 
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tionen  1,2,.,.,  r— 1,  r+l,...ii  und  1,2,,..,  5—1,  «+1,  ...n  gesetzt 
werden  und  statt  der  Ä  wieder  die  A'  auftreten.  Die  Combinationen 
c,  d\*,4 e  und  /",  g\  ...  V  gehen  aus  der  Reihe  0,  1,  2, ...  n  hervor,  wenn 
nach  und  nach  alle  möglichen  Combinationen  zu  2  wie  t,i  und  /r,x  yon 
0,1  bis  n—l,  n  aus  der  Reihe  gestrichen  werden.  Durch  dieselbe  Be- 
handlung wie  vorhin  zeigt  sich,  dass  die  drei  Determinanten  in  10)  fol- 
gende Werthe  erhalten: 


(-.iy+*+r 


An— 7. 


Die  hier  auftretenden  gestrichelten  Determinanten  stehen  zu  den  gleich- 
lautenden ungestrichelten  in  derselben  Beziehung  wie  an  zu  a^.  Schliess- 
lich wird  nun: 

«— 1,«  «—1, 


AB\ 


Alk  -^»x 


^tk  ^tx 


Gleichung  15)  ist  daher  jetzt  auf  folgende  Form  gebracht: 

n  n 

I  y*o  =  ^  •  ^ '  a'oi  ^  *  Aik  aok 


r 


") 


W—I.tl 


-^^yr^'y.:§"\ 


Ori 


1.A 


«O^'^OX 

a#k  ««X 


Für  ns=2  reducirt  sich  der  letzte,  *  sowie  der  drittletzte  Factor  auf  ein 
einzelnes  a,  der  vorletzte  auf  ein  A\  wie  dies  schon  die  beiden  oben 
behandelten  Beispiele  bemerken  Hessen. 

Es  bleibt  jetzt  nur  noch  der  Fall  zu  betrachten,  dass  F  keine  ho« 
mogene  Function  der  unbekannten  Xq,  x^y.x^  ist.  Derselbe  lässt  sich 
durch  einen  bekannten  Kunstgriff  auf  den  einer  homogenen  Function  zu- 
rfickftlbren ,  wenn  .man  in  F  die  Glieder  des  ersten  und  nullten  Grades 
nach  X  durch  Multiplication  mit  (T^  =  1  und  (X^p  =  1,  wo  pi^n  +  l,  in 
Glieder  des  zweiten  Grades  verwandelt  und  entsprechend  den  Coefficien- 
ten  Ton  Xi  mit  2Aip^  das  Absolutglied  aber  mit  App  bezeichnet.  Mit 
der  Anzahl  der  Unbekannten  hat  sich  auch  die  Anzahl  der  Gleichun- 
gen 2)  um  Eins  erhöht,  es  tritt  nämlich 

y^^Xp^l 

hinsn,  in  welcher  a^oi  op\^  »••^pn  verschwinden  und  a^y  =  l  ist.  Ab- 
•olutglieder  auf  der  rechten  Seite  der  bisherigen  Gleichungen  2)  anzu- 
nehmen bfltte  keinen  Sinn ,  da  dieselben  negativ  auf  die  linke  Seite  um- 
gesetzt sich  mit  den  gegebenen  Werthen  von  jf^,  y^^^*<yn  vereinigen 
Hessen,  es  verschwinden  also  auch  die  Coefficienten  a\p^  a^p^ ...  a^pi  welche 
der  Uebergang  von  n  in  '<  + 1  =  P  i^B  Spiel  bring^. 
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Was  nun  zunächst  die  verlangte  Substitution  betrifft,  so  komm*  der 
Ausdruck,  welcher  nach  9)  dafür  anzusetzen  ist: 


//o=  4  i 


HoTq 

ilF 

dF 
"  (ix„ 

riF 

tfXp 

"■• 

«11    • 

..    flfin 

0 

0 

0 

..    ölt* 
0 

0 
1 

wegen  der  Nullen  in  der  letzten  Horizontalreihe  lediglich  auf  den  bis- 
herigen Ausdruck  9)  zurück,  nur  dass  die  Ableitungen  in  der  ersten  Ho- 
rizou talreihe  auch  die  Coefficienten  der  Glieder  des  ersten  Grades  nach 
X  enthalten. 

Im  ersten  Gliede  der  rechten  Seite  der  Gleichung  17),  in  welcher 
jetzt  überall  t  und  Ar,  r  und  s  bis  p,  die  Combinationen  t,i  und  k^  bis 
w,  n  +  1  fortschreiten,  behält  der  Factor  a'o,-  seine  bisherige  Bedeutung 
bei,  so  lange  t<p,  verschwindet  aber  wegen  der  Nullen  in  der  letzten 
Horizontalreihe  im  System  der  Coefficienten  fl,  für  t=p,  ebenso  verhält 
es  sich  mit  a'ojti  es  brauchen  hier  also  t  und  k  nur  bis  n  in  Betracht 
gezogen  zu  werden  und  dieses  erste  Glied  kaun  im  Sinne  der  vorherigen 
Bezeichnung  unverändert  beibehalten  werden. 

Im  zweiten  Gliede  der  rechten  Seite  der  neuen  Gleichung  17)  behült 
für  r<p  der  Factor 

aoi  ffoi 

seine  vorherige  Bedeutung  bei,  so  lange  i<,Py  verschwindet  aber  für 
i  =  p,  es  brauclit  also  vorerst  »  nur  bis  n  oder  t,»  nur  bis  n-^1,  n  ia 
Betracht  gezogen  zu  werden;  entsprechend  verhält  es  sich  mit  dem  Factor 

ookOom 

«#*  ö#x 

so  lange  s<Cp  und  kann  somit  von  der  rechten  Seite  der  neuen  Gleleb* 
U9g  17)  das  zweite  Glied  der  ursprUngliehen  Gleichung  unverändert  ab'* 
gesondert  werden« 

Für  r<p  und  9=Pt  also  ^«»=1  heisst  der  letzte  Factor 

«0»  «OK 

und  verschwindet  wegen  der  Nullen  in  der  letzten  Verticalreihe  des  Sy- 
stems a  so  lange  x.</7,.  für  K=p  aber  geht  er  in  a'oA  über,  es  brauckA 
also  nur  der  Uebergang  der  Combination  Ar,»  von  O^p  bis  n,p  oder  der 
des  allein  noch  veränderlichen  Index  k  von  0  in  n  in  Betracht  gezogen 
zu  werden  und  das  Glied  erhält  denjenigen  Werth ,  der  im  ersten  Theile 
des  weiter  unten  mitgetheilten  Ausdrucks  18)  noch  mit  dem  Coefficienten 
2  behaftet  erscheint.     Doppelt  nämlich  tritt  der  Werth  auf,  weil  mit  r=^p 
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und  '<p  lediglich  dasselbe  Resultat,  nur  mit  $,  Ar,  x,  i  statt  r,  t,  a,  ä 
gewonnen  wird. 

Für  r=ji>  nnd  &c=:p  ^ootnit,  wie  vorhin  %y  so  jetzt  auch  nnr  ic:=p, 
also  nnr  der  Fortschritt  des  veränderlichen  Index  t  in  der  Ceanbination 
V  von  0  bis  n  in  Betracht ,  man  eriiält  also  schliesslich: 


Ok 


s  n 

Der  erste  dieser  beiden  Theile  Uisst  sich  mit  dem  ersten  GHede  der  rech- 
ten Seite  von  17)  vereinigen,  wenn  hier  nnr  F-^App  statt  F  geschrieben 
wird,  es  lässt  sich  auch  ganz  davon  absehen,  wenn  man  sich  vorbehält, 
ein  etwaiges  Absolutglied  in  F  negativ  auf  die  linke  Seite  umgesetzt  mit 
dem  gegebenen  constanten  Werth  von  F  zu  vereinigen,  es  sind  also 
schliesslich  unter  dieser  Voraussetzung  für  den  Fall  einer  auch  mit  Glie- 
dern der  ersten  Ordnung  nach  x  behafteten  Function  F  zu  der  rechten 
Seite  von  17)  im  Sinne  der  vorherigen  Bezeichnung  nnr  folgende  Glie- 
der nachzutragen: 

I»— 1.»  n 


-«5'yrJ''.'h"'''''i'2'*|t>|«'o* 

^  TlT        |flri«rl|      U        lAk^tpl 

n  n 

+  ^*  ^'oi^'^  ^ip^pk^'ok' 


0 

In  Betreff  der  Auflösung  der  linearen  Gleichungen  1)  und  2)  soll  nur 
bemerkt  werden,  dass  der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Ausdrücke  für 
die  Unbekannten  Xq,  a?^t...x«  durch 

n  u 

ff  =^'  a'ri^''  Aik  a'ojb 

angegeben  wird. 

Die  Anwendungen  der  hier  entwickelten  Methoden  auf  die  Theorie 
der  conjugirten  Durchmesser  und  Diametralebenen  der  Curven  und  Flächen 
zweiter  Ordnung  liegen  nahe.  Werden  unter  x^^  x^  und  x^  cartesische 
Coordinaten,  unter  ^^,  y,  aber  constante  Werthe  verstanden,  so  bietet 
die  Endgleichnng  in  jedem  der  zwei  oben  behandelten  Beispiele  nach 
der  Wurzelausziehung  die  Gleichung  zweier  parallelen  und  gleichweit 
vom  Ursprung  abstehenden  Ebenen  dar,  welche  mit  den  Ebenen 

und 
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dieselben  Schnittpunkte  liefern,  wie  die  Fläche  Fs=zConsi.]  die  parallel 
zu  jenen  beiden  ersteren  Ebenen  durch  den  Ursprung  gelegte  halbirt  also 
die  Sehne,  welche  in  den  Schnitt  der  zwei  anderen  Ebenen  fällt  und, 
da  die  Gleichung  Pq  =  0  jener  durch  den  Ursprung  gelegten  Ebene  y^ 
und  1/2  nicht  enthält,  so  halbirt  sie  auch  alle  zu  jener  einen  Sehne  oder 
dem  Schnitt  der  Ebenen  ^^  =  0  und  ^2=^^  parallelen  Sehnen.  Kürzer 
gelangt  man  zu  demselben  Resultat  durch  Betrachtung  der  Gleichung  l^) 
oder  17)  als  der  Gleichung  der  Fläche  in  transformirten  Coordinaten 
^0'  ^if  ifr  ^^  dieser  Gegenstand  jedoch  über  die  hier  wesentlich 'ge- 
machte Voraussetzung,  dass  eine  Substitution  zu  den  anderen  gegebenen 
gefunden  werden  soll,  hinausführt  und  andererseits  erschöpfend  behan- 
delt ist,  so  wird  nicht  weiter  darauf  eingegangen.  ^g  ^.  fol  t> 
Stuttgart,  December  1868. 


Kleinere  Mittheilungen. 


lY.  Ablettnng  des  Potentialef  bewegter  elektrii eher  Kauen  ans 
dem  Potentiale  ftr  den  Bnhesnitand.  Von  J.  Loschmidt,  Prof.  der  Phy- 
sik an  der  Universität  zu  Wien. 

Das  Ampire'sche  Gesetz  wird  zwar  durch  die  Transformation  We- 
ber's  mit  dem  Coulom bischen  in  eine  gewisse  Verbindung  gesetzt,  alleiu 
die  rationeile  Deutung  jenes  Zusatzes,  welchen  das  letztere  Gesetz  erhalten 
mnsa,  um  gleichzeitig  die  Fern  Wirkung  der  ruhenden  und  der  bewegten 
Elektricität  zu  umfassen,  ist  bisher  nicht  gelungen.  Die  neueren  Versuche, 
welche  in  dieser  Richtung  gemacht  wurden ,  haben  mit  gutem  Grunde  die 
Verbindung  zwischen  den  betreffenden  Potentialformeln ,  statt  jener  zwi- 
schen den  Formeln  für  die  bewegenden  Kräfte  als  nächstes  Ziel  ins  Auge 
gefasst.  Denn  einmal  ist  es  sehr  wahrscheinlich,  dass  eben  die  Spannung, 
welche  Ton  dem  elektrischen  Theilchen  ausgehend  sich  ringsum  durch  den 
Baum  verbreitet,  das  Primäre  der  Anziehungserscheinungen  sei,  und  daher 
mittelst  einer  schicklich  gewählten  Hypothese  zu  allernächst  sich  deduciren 
lassen  dfirfle,  und  zweitens  ist  auch  der  analytische  Ausdruck  f(ir  das  Po- 
tentiale geschlossener  Ströme  —  und  nur  die  Wechselwirkung  solcher  lässt 
sich  mit  Genauigkeit  experimental  verfolgen  —  viel  einfacher,  als  der  ent- 
sprechende Ausdruck  für  die  bewegende  Kraft. 

Wenn  man  die  Ansicht  von  der  Existenz  zweier  elektrischer  Flüssig- 
keiten festhält,  und  die  Wechselwirkung  zweier  Stromelemente  nach  der 
We herrschen  Weise  in  die  vier  Partialwirkungen  der  elektrischen  Massen- 
theilchen  zerlegt,  so  kann  man  als  eine  allgemeinere  Form  für  den  Poten- 
tialwerth  zweier  elektrischer  Massentheilchen  e  und  e  im  Abstände  r  im 
Znstande  der  Bewegung  setzen : 
ee 

T 

worin  u  und  ti  die  Geschwindigkeiten  von  e  und  e,  Ay  A\  By  B'y  C  aber 
Coostanten  bedeuten.  Unter  Anwendung  eines  leicht  verständlichen  Algo- 
rithmus erhalten  wir  dann  für  die  betreffenden  vier  Partialwirkungen  die 
Ausdrücke : 
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+<'i7+'''=+  — — ***    0  +  Ju+A'u  +  Bu*+B'u*+Cuu) 
r 

+'11-''=-^----  fl  +  ^«_  ^„'  +  ßtt»+  ß'u'»  -  Cuu) 
r 


und  für  ihre  Summe 


r 

I>er  letztere  Ausdruck  wird  ait  der  bekannten  Potcmtialformel  eweier 
Stramelemente  ftdentiseiif  wann  man  motzt 

C=  -jCosB  cos  0*, 

wo  B  und  B'  die  Winkelig  welche  ds  und  ds'  mit  der  beiderseits  nacb  aus- 
wärt« yeriftngerten  Verbindungslinie  r  bilden,  und  a  eine  bestimmte  Con- 
stante  bedeuten. 

Es  bandelt  sich  nun  zunächst  darum,  eine  Hypothese  ausfindig  zu 
machen,  welche  erstlich  zu  der  oben  angeführten  allgemeinen  Form  des 
Potentiales  zweier  elektrischer  Massen  führt,  zweitens  aber  auch  für  die 
Constante  C  den  ermittelten  Ausdruck  liefert 

Eine  zu  diesem  Ziele  unmittelbar  führende  Annahme  wftre  nun  die, 
dass  die  Intensität  der  yon  einem  elektrischen  Theilchen  e  ausgehenden 
Spannung  gegen  ein  anderes  e*  vermehrt  oder  vermindert  werde,  je  nach- 
dem dasselbe  eben  in  einer  annähernden  oder  in  einer  dieser  entgegenge- 
setzten Bewegung  gegen  letzteres  begriffen  ist.  Und  zwar  müsste  die  Ver- 
mehrung oder  Verminderung  proportional  der  betreffenden  Geschwindig- 
keitscomponente  genommen  werden.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung^ 
erhielte  man  für  das  partielle  Potential  den  Ausdruck 

n^y(^l±^cose)(i±^<:o$B') 

und  für  das  totale 

P=  —r—UU   CC3  B  cos  Bf, 

a'r 

Allein  dieser  Hypothese  mangelt  die  unmittelbare  Evidenz,  und  es 
müsste  daher  noch  der  Nachweis  geliefert  werden,  wie  die  blosse  Bewe- 
gung der  elektrischen  Hasse  eine  solche  Aeuderung  ihrer  Spannungsver- 
hältnisse hervorzubringen  fm  Stande  sei. 

Da  ein  solcher  Nachweis  offenbar  sehr  schwer  zu  führen  Bein  wfirde, 
ohne  eine  mechanische  Theorie  der  elektrischen  Wirkungen  überhaupt 
vorauszusetzen,  so  war  es  natürlich,  dass  man  einen  Versuch  machte  mit 
der  Annahme,  jene  Einwirkung  der  Bewegung  möge  sich  zu  allemächst 
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nicht  direct  avf  die  Spannung,  sondern  unmittelbar  auf  die  Entfernung  r 
beziehen,  und  so  erst  mittelbar  jene  Spannangsändernngen  hervorrufen. 
Diese  erst  vor  Kurzem  von  Riemann*)  entwickelte  Hypothese  findet 
eine  starke  Stütze  in  dem  merkwürdigen  Umstand,  dass  sie  für  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit der  elektrischen  Spannung  genaa  die  Fortpflan- 
zungsgeschwindigkeit des  Lichtes  ergiebt. 

Die  der  Deduction  Riemann's  zu  Grunde  liegende  Annahme  be- 
schränkt sich  auf  den  einen  Satz,  dass  die  von  einem  elektrischen  Theil- 
chen  ausgehende  Spannung  zu  ihrer  Verbreitnng  im  Räume  Zeit  branebe, 
Qiid  dass  die  Geschwindigkeit  dieser  Verbreitung  eine  constante  Grösse  sei. 
Die  Deduction  Riemann's  ist  aber,  wenigstens  in  der  vorliegenden  Aus- 
führung, nicht  genügend ,  und  man  findet  bei  näherer  Betrachtung  zudem, 
dass  die  angenommene  Basis  der  Deduction  eine  zu  beschrttnkte  aei. 

Denn  nehmen  wir  an,  dass  im  Moment  i  (s.  Tafel  IV,  Fig.  9)  die  beiden 
elektrischen  Theilcfaen  e  und  e  sich  in  £  und  |'  im  Znstande  der  Büke  be- 
finden, 80  wird  das  Petential  sein: 

r 

Lassen  wir  aber  e  und  e  im  BewipgnngszTistande  sein,  derart,  das«  e 
sich  in  der  Richtung  von  iq  nach  £  mit  der  Geschwindigkeit  w,  nnd  e  sich  in 
der  Richtung  von  y{  gegen  ^  mit  der  Geschwindigkeit  t!  bewege,  und  dass 
im  selben  Moment  /,  €  in  $  und  e  in  £'  eintreffe,  so  wird  das  obige  Poten- 
tial infolge  dieses  Bewegungszustandes  allerdings  eine  Aenderung  erfah- 
ren müssen,  wenn  voraosgesetzt  wird ,  dass  die  Wirkung  von  e  auf  e  und 
von  e  auf  e  zu  ihrer  Fortpflanzung  eine  gewisse  Zeit  brauche. 

Denn  setzen  wir  die  betreffende  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  gleich 
«,  so  kommt  im  Moment  t  im  Punkte  |  ein  Impuls  an,  welcher  von  e  in 
einem  vorausgegangenen  Moment  /— t'  ausgesendet  wurde,  als  sich  das- 
selbe noch  in  ii{  befand. 

Die  Distanz.  V  £'  bestimmt  sich  aus  der  Betrachtung,  dass  während 
derselben  Zeit  x  e  mit  der  Geschwindigkeit  u  von  17'  nach  ^',  der  Ton  e  un 
Punkte  f{  ausgesendete  Impuls  aber  mit  der  Geschwindigkeit  a  von  rf 
nsch  £  gekommen  sein  müsse. 

Dieser  in  £  eintreffende  Impuls  steht  der  Stärke  nach  aber  im  Verbält- 

niss  von  -7 :  —  zu  jenem,  welcher  stattgefunden  hätte,  wenn  e  sich  fort- 
während in  ^  befunden  h^tte  —  wenn  man  die  Distanz  17'lmit/  beaeichdet. 
Derselbe  hat  überdies  die  Richtung  /  statt  die  von  r,  daher  man  noch  mit 
dem  Cosinus  des  Winkels  o\  den  r  und  r  miteinander  machen,  zu  muitipli- 
ciren  hat,  um  den  Effect  in  der  Richtung  r  an  erhalten.  £s  hat  demnach 
die  Bewegung  von  e,  was  die  Einwirkung  auf  e  im  Moment  /  betrifft,  den 


*)  £iii  Beitrag  »ur  Kiektrodynamik  von  B.  Rieinan«.  Pog(^.  CXKXI,  p.  237. 
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L 


Effect,  als  ob  sich  in  |'  an  der  Stelle  von  e  eine  elektrische  Masse  e^  be- 
fände, deren. GrÖKse  gegeben  ist  durch  die  Gleichung: 

^  r  , 

e»  =e  —,  cos 0  . 
r 

Da  sich  auf  das  Elektricitätstheilchen  e  dieselben  Betrachtungen  an- 
wenden lassen,    infolge  deren   dasselbe  bezüglich  seiner  Wirkung  auf  e 

zur  Zeit  i  durch  die  elektrische  Masse  €,  zu  ersetzen  ist,  wenn  e^^^e  —  coso^ 

nnd  r^=:ri^  gesetzt  wird,  so  könnte  es  allerdings  scheinen,  als  ob  sich  für 
das  Potentiale  von  e  auf  e  im  Moment  /  der  Ausdruck  ergAbe: 

27= — > ,  cos  0  cos  0, 

r      r^r 

Dieser  Ausdruck  würde  nun  freilich  zu  dem  richtigen  Werth  für  das 
Gesammtpotential  zweier  Stromelemente  führen,  aber  leider  involvirt  der 
zuletzt  gemachte  Schritt  eine  unzulässige  Voraussetzung.  Es  wird  nämlich 
dabei  stillschweigend  angenommen ,  dass  es  bei  der  Wechselwirkung  zwi- 
schen e  und  e  nur  auf  den  Ort  ankomme,  von  welchem  die  Impulse  aus- 
gehen und  gar  nicht  auf  denjenigen,  wo  sie  aufgenommen  werden.  Sobald 
man  aber  für  den  Effect,  den  e  von  e  erfährt,  die  Richtung  v{i  beibehält, 
wird  das  Gesammtpotential  gleich  Null. 

Wenn  es  daher  sehr  zweifelhaft  erscheint,  dass  die  Annahme  einer 
endlichen  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  elektrischen*  Spannung  Hir 
sich  allein  ausreiche,  so  ist  es  doch  wahrscheinlich  geworden,  dass  die  Ein- 
führung dieses  Gedankens  für  die  Lösung  der  vorliegenden  Aufgabe  ein 
sehr  wichtiger  Schritt  gewesen  ist,  nnd  dass  es  nur  einer  gewissen  Modifi- 
cation  bedürfen  möge,  um  zum  Ziele  zu  gelangen. 

Eine  solche  Modification  könnte  man  in  der  Annahme  erblicken,  daaa 
die  Intensität  der  Spannung,  welche  sich  an  e  von  Seite  des  e  mani- 
festirt,  proportional  sei  der  Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  von  e  ausge- 
gangenen Impulse  in  t'  eintreffen.  Denn  dadurch  würde  das  Potential  des 
Buhezustandes : 

^      «e'  .      „      ee  /a  +  u  cos%'\-u  cos%'y 

ö  =  —  »n  17  =  —  I I 

r  r  \  ff  / 

übergehen.  Dieses  führt  ohne  Weiteres  auf  die  richtige  Formel  ftir  das 
Gesammtpotential,  und  es  findet  sich  für  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit et  der  Werth  der  bekannten  Weber^scben  Constante  c,  also  50320  Mei- 
len in  der  Secunde. 

Aber  auch  diese  Hypothese  trifft  der  Vorwurf  der  mangelnden  Evi- 
denz, der  Unzulänglichkeit  für  eine  rationelle  Ausdeutung.  Wir  wenden 
uns  daher  schliesslich  zu  einer  anderen,  welche  dieser  Vorwurf  weit  weni- 
ger zu  treffen  scheint. 

Diese  Hypothese  nun,  welche  auch  nach  sonstigen  Analogien  als  nicht 
unannehmbar  erscheinen  dürfte,  besteht  in  Folgendem: 
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„Eid  elektrisches  Theilcben  sendet  fortwährend  nach  allen  Richtungen 
periodische  Impulse  aus,  welche  sich  mit  constanter  Geschwindigkeit  im 
Ranme  fortpflanzen.  Treffen  dieselben  bei  ihrer  Verbreitung  auf  ein  an- 
deres elektrisches  Theilcben,  so  bewirken  sie  eine  Anziehung  oder  Abstos - 
soug  zwischen  beiden  elektrischen  Theilcben  im  Sinne  des  Conlomb'schen 
Gesetzes. 

Die  Intensität  der  Spannung  aber,  mit  welcher  das  erstere  Theilcben 
auf  das  letztere  wirkt,  hängt  nicht  nur  von  der  Stärke  der  einzelnen  Im- 
pulse, sondern  auch  von  der  Anzahl  derselben,  die  während  der  Zeitein- 
heit bei  letzterem  ankommen,  ab,  und  zwar  derart,  dass  sie  dieser  Anzahl 
proportional  sei.*' 

Bezeichnen  wir  also  den  Abstand  der  beiden  elektrischen  Theilcben  e 
und  e  mit  r,  die  in  r  fallenden  Geschwindigkeitscomponenten  derselben, 
neos 9  und  u  cos  9',  mit  v  und  v\  nehmen  der  Einfachheit  halber  an,  dass 
sowohl  V  als  V  die  Distanz  r  zu  vermindern  streben ,  und  bestimmen  wir 
nun  den  Einfluss,  welchen  beide  Geschwindigkeiten  r  und  v'  auf  die  Anzahl 
der  in  der  Zeiteinheit  in  e  von  Seite  des  e  anlangenden  Impulse  ausüben. 

Zu  diesem  Ende  betrachten  wir  eine  auf  r  senkrechte  Ebene  JB  im 
Abstände  q  vom  anfänglichen  Orte  des  e,  und  bezeichnen  das  Zeitintervall 
zweier  unmittelbar  aufeinander  folgender  Impulse ,  welche  in  j4  B  seitens  e 
ankommen,  wenn  dieses  sich  im  Ruheznstande  befindet,  mit  d,  im  Be- 
wegungsznstandß  aber  mit  d^. 

Im  letzteren  Falle  sendete  e  seinen  ersten  Impuls  vom  Ausgangspunkte 
ab;  seinen  zweiten  nach  der  Zeit  d  aber  von  einem  Punkte,  welcher  um  vS 
näher  tiu  JB  lag.  Die  Distanz,  welche  dieser  zweite  Impuls  zu  durchlau- 
fen hat,  ist  daher  p— vd.   Die  Zeit  r,  während  welcher  q  durchlaufen  wird, 

ist-^,  wo  a  die  constante  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Impulse  be- 
er 

deutet.  Daher  die  Zeit  tj,  während  welcher  q — vd  durchlaufen  wird,  gleich 

' ,  nnd  die  Differenz  t — u^= — . 

«  a 

um  diese  Differenz  aber  folgen  die  Impulse  m  AB  schneller  auf  ein- 
ander, als  vordem  im  Ruhezustand.   Es  ist  demnach  di  =  d  |l 1  und 

die  Anzahl  der  in  der  Zeiteinheit  \n  AB  anlangenden  Impulse: 

1  1 


i'-i) 


Diese  Anzahl  von  Impulsen  wttrd«  nun  in  der  Zeiteinheit  anf  e  tref- 
fen, wenn  es  in  Ruhe  wäre.  Vermöge  seiner  Bewegung  aber  empfängt  es 
statt  fi  Impnlee,  die  Anzahl  von  n'  Impulsen*  Denn  hatte  der  zuerst  in  e' 
anlangende  Impuls  den  Weg  Q=a  r  —  ^  zu  dnreblanfen  nnd  brauchte  dazu 

Zeil»chrirt  f.  Maihematik  a.  Ph)«ik  XIV,  2.  10 
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die  Zeit  ~  ,  so  hat  der  zweite  nur  mebr  den  Weg  q' — v'f  za  durchlaufen, 
tu 

WOZU  er  die  Zeit brauchen  wird. 

o 

Die  Differenz  beider  Zeiten  ist: 

V  6 

a 

Um  diese  Differenz  —  wird  nun  das  Zeitintervall  je  zweier  Impulse 
yermiDdert;  es  wird  also 

er 


und 


demnach 


.1    i  *+« 


a 

Machen  wir  nun  mit  Riemann  die  sehr  wahrscheinliche  Veraas- 
Setzung,  dass  die  Geschwindigkeiten,  womit  sich  die  elektrischen  Massen 
im  Strome  bewegen,  immtfr  sehr  klein  bleiben  gegen  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit o  der  elektrischen  Spannung,  so  darf  man  auch  setzen: 

o  \         «       «       «•  / 

und  dieser  Werth  giebt  für  die  Potential formel  zweier  Stromelemente  den 
Ausdruck:  * 

^     Aeeuudsds        n        n,    4eueu  dsds'    dr    dt 

P=s cos  ü  cos  öc= .  --  .  ---;. 

oV  o«r  ds    ds 

Diese    Formel    giebt    für   die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  a   den 

Werth  —=.=a  41049  geographische  Meilen,  also  gleich  der  Fortpflanzungs- 

geschwindigkeit  der  Lichtwellen.  Man  kann  aus  ihr  die  bewegende  Kraft, 
welche  zwischen  zwei  Elementen  zweier  geschlossener  Ströme  thätig  ist, 
ableiten  dadurch ,  dass  man  die  Analyse ,  welche  vom  A  m  p  i  r  e  *schen  Ge- 
setz zur  Potentialformel  führt,  einfach  umkehrt.  Durch  besondere  Kurse 
scheint  sich  Mgende  Ableitung  zu  empfehlen. 

Man  differenzire  P  in  dem  Sinne,  dass  nuin  den  Leiter  iS^  parallel  mit 
sich  selbst  in  beliebiger  Richtung  tf  nm  das  unendlich  kleine  Stück  dö  ver- 
schiebe.  Dabei  gabt  r  über  im 
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r  +  rfr  =  r  +  -^(/tf, 


and  man  hat 


€r     J  J  Lr  ds  dads      rds   dads       r*  dö  ds  ds  ] 

Es  ist  aber: 

/_l^  dr     d*r        ,_  f  1  dr  drVp  ^    /*/  1  dr    d»r l^  dr  dr  dr^\      . 
7~Jcidsds       ''Lr  da  dsjt'      J\rd$dcds       r»  dtf  dsdsj       ' 
/Idr     d*r       ._ri  dr  dr^p      /*/l   dr   d'r 1  dr  dr  dr\ 
7d<f  ds  ds    ^  ""  Lr  d<y  d/J,    J  \r  ds  d6  ds       t^'d6  ds  ds)    '* 

0 

Da  die  Ansdrttcke  rechts  des  Gleiehheitszeichens  vor  den  Integralen 
▼erschwinden ,  hat  man  anch 

//'(^dÄ7"7^S^)'''^''j5''^  = 

■"    JJ  Krdslöds'^TJs  döds      t*  do  ds  ds)    *    * 


und  somit 


p-_      dP_\eueu    f  Cds  ds' (       ^r         dr  dr\ 
^'^      dr^        «•      JJ      r«      \      dsds       dsds'y 

(Ans  den  Sitsnngsberichten  der  Wiener  Akademie.) 


T.  Veber  ein  Problem  der  aphiriselien  Oeometrie.  Von  Dr.  Enneper. 
Im  Vn.  Jahrgang  dieser  Zeitschrift  ist  die  LOsnng  des  Problems  ent- 
halten : 

Die  Relation  zwischen  den  Elementen  zweier  Ellipsen  zu  finden, 
von  denen  die  eine  einem  nnregelmflsstgen  Polygon  nmschrieben, 
die  andere  demselben  eingeschrieben  ist. 
Dnrch  ziemlich  einfache  analytische  Betrachtungen  lässt  sich  diese 
Aufgabe  ftir  zwei  sphärische  Ellipsen  behandeln ,  wie  im  Folgenden  gezeigt 
werden  soll.     Anf  einer  Rngelfläche  mit  dem  Radius  r  seien  zwei  feste 
Punkte  A  und  A^  gegeben;  ist  0  die  Mitte  des  Yerbindnngsbogens  dieser 
Punkte,  so  sei  OA:=OÄ^s.     Ist  P  ein  Punkt  einer  sphärischen  Ellipse, 
10  ist  die  Summe  seiner  Distanzen  von  den  Punkten  A  und  Ai  ,  gemessen 
durch  Bogen  grOsster  Kreise  gleich  2 er,  wo  a  eine  Constante  bedeutet.    Be- 
zeichnet man  die  sphärische  Distanz  OP  durch  q  und  durch  %•  den  Winkel 
POÄ^  so  findet  bekanntlich  die  Gleichnng  statt: 

1)  cof(f^co^d^ .  cofa+sin*9cofß^ 

wenn  cosa=:cosscosß  gesetzt  wird.  Um  den  Punkt  0  sei  ein  kleiner 
sphärischer  Kreis  beschrieben ,  dessen  Radios  gleich  «  ist.  Dureh  P  werde 
der  Bogen  eines  grössten  Kreises  gezogen ,  welcher  in  Q  nomal  steht  auf 
dem  Bogen  AA^  und  den  kleinen  sphärischen  Kreis  im  Punkte  P^  trifft. 

10* 
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Bezeichnet  man  dnrch  if;  den  Winkel,  welchen  der  Bogen  OPt  mit  dem  Bo- 
gen 0^  bildet,  so  geben  die  beiden  rechtwinkligen  sphärischen  Dreiecke 
OOP  und  OQPii 

CO^OQ:=    .    .  J   .   -     ,       CO^OQr- 


HierAus  folgt: 

coiQ  cosilß  =  cotucos^. 

Die  vorstehende  Gleichung  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  1)  giebt: 

r      ^^^ 1 

1  iang^aco^fjß+tang^ßsin*^^ 

I     fang  0  =  — ^-^  tang  tl;. 
(  ''         ianga 

Der  Mittelpunkt  der  Kngeliäche  werde  zum  Anfangspunkt  orthogonaler 
Coordinaten  genommen,  die  Ebene  des  Bogens  AA'  sei  die  a;z-£bene  und 
0  der' Punkt,  in  welchem  die  positive  z-Axe  die  Kugelflache  trifft.  Sind 
0?,  y^  z  die  Coordinaten  von  P^  so  lassen  sich  dieselben  dnrch  q  und  &  auf 
folgende  Weise  ausdrücken: 

Führt  man  in  die  vorstehenden  Gleichungen  i^  statt  q  und  ^  mittelst  der 
Gleichungen  2)  ein ,  so  gehen  dieselben  über  in : 

x y         _    _  r        ^ 


tätig  a  cos  fjf      tang  ß  sin  fj^'^    ""  ^  { 1  -|-  tang*  a  cos^  fjß + fang*  ß  sin*  t^  j ' 
Der  Winkel  ^  ist  nach  Analogie  einer  planen  Ellipse  die  excentrische  Ano- 
malie des  Punktes  P,     Führt  man  statt  ^  das  Supplement  2<p  dieses  Win 
kels  ein,  setzt i|;=9c-—29>,  so  ergeben  sich  iürx^y^z  folgende  Gleichungen: 

Z)  = f- =z 

— tang  a  cos  2  q>      tang  ß  sw  2  <p 

r 

^y  \l  + tang* a cos* (p+tang*ßsin*2(p\' 
Auf  dem  Umfang  der  sphärischen  Ellipse  seien  die  beiden  Punkte  P  und 
P^  durch  die  Supplemente  2tp  und  2q/  ihrer  excentrischen  Anomalien  be- 
stimmt.    Legt  man  durch  die  Punkte  P  und  P'  einen  grössten  Kreis,  so  ist 
nach  8)  die  Gleichung  der  Ebene  desselben: 

X  y  z 

--tang€ccos2(p^     tangßsin2(p^  1    c=0, 

*-'iangucos2ip\     iangßsin2q>\  l 

oder: 

X  ti 

4)  ^— ^  cos  (g)'  +  <p)  -  ^^  sin  {tp  -\-(p)  +  z  cos  iq>'—g>)  =  0. 

Um  den  Mittelpunkt  der  Kugelfläche  werde  das  Coordinatensystem  ao 
gedreht,  dass  der  Punkt  0  mit  einem  Punkte  0'  zusammenfällt,  dessen  Co- 
ordinaten in  Beeiehung  auf  das  primitive  System  i^fi^i  sind.    Beseichnet 
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man  die  Coordinaten  eines  Punktes  der  Kogelfläche  im  primitiven  System 
durch  X,  y^  z  und  im  zweiten  System  durch  x'^  y\  z\  so  finden  die  Glei- 
chungen statt: 

r  »         '  t         ff 

z  ^=znX'\'  ny  -Y  n  z^ 
wo  zwischen  /,  m,  n  etc.  die  Gleichungen  stattfinden: 

./»  +  /'!  + /"t.^1^     mn  +  m';r+m"n"=0, 

/  „2+n't^„"2^1^     /m+rm'+/"m"=iO. 
Die  Gleichung  der  horührenden  Ehene  im  Punkte  0\  bezogen  auf  das 
Sjstem  der  x\  y\  «',  ist  z  =  r.    Wegen  der  dritten  Gleichung  6)  ist  diese 
Gleichung  im  System  der  a?,  y,  z\ 

7)  «OJ  +  n'y  +  n"2  =  r. 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  im  Punkte  (/,  dessen  Coordi- 
naten I,  ij,  t  sind,  ist  auch: 

^S  +  y^  +  «5=»^- 

Diese  Gleichung  muss  mit  7)  identisch  sein.    Hieraus  folgt : 

8)  «= — »     11= — ,     11=  —  . 
/  r  r  r  • 

Mit  Hülfe  dieser  Gleichungen  gehen  die  Gleichungen  0)  über  in : 
/«+/•«+  /"«  =  1 ,     lm'ittrn'\-rm^  0 , 

Bezeichnet  man  durch  no  den  Winkel,  welchen  die  Axen  der  y  und  y' 

einschliessen ,  oder  auch ,  welchen  die  Ebene  der  x  z  mit  der  Ebene  der 

X  t  bildet,  so  ist: 

m'=  cos  (o. 

Aus  der  vorstehenden  Gleichung  und  den  Gleichungen  9)  findet  man : 

«  ({'  +  £•)=-!»» CO* »  +  u, 

ni  =cos  n^ 

^  =,  j/  Kl«  +  J2)  sm«  (ö  — ,,«  CO««  4»  |. 

Sind  I,  97,  t)  G>  gcgebe^i  so  sind  sämmtliche  Coefficienten  der  Substitu- 
tion 5)  mittelst  der  Gleichungen  8)  und  10)  bestimmt.  Ninirat  man  die  Co- 
ordinaten Xy  y^z  und  x\  y\  z  gleichzeitig  positiv,  so  gehen  in  den  Glei- 
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ebuDgen  10)  die  oberen  Zeiehen.  Liegt  z.B.  der  Pookt  0'  in  der  yj^-Ebene, 

1  =  0,»  =  -. 

Die  Gleichungen  5)  und  10)  geben  dann 

m  =  +  1 ,     m'=  0,     m"c=0,     also  y'=  +  x. 
Zufolge  der  Gleichungen  3)  kann  die  sphärische  Ellipse  mit  dem  Mit- 
telpunkt 0  und  den  Halbaxen  er,  /3  als  Durchschnitt  der  beiden  folgenden 
Flächen  angesehen  werden: 

Der  Punkt  0'  werde  zum  Mittelpunkt  einer  sphärischen  Ellipse  mit 
den  Halbaxen  u  und  ß'  angenommen.  Liegt  die  Axe  a  in  der  o;'/- Ebene 
und  der  Punkt  ff  in  der  Axe  der  z\  so  hat  man  für  einen  Punkt  der  Curve 
die  Gleichungen: 


«'«  +  Jf"  +  «''  =  r»,    7-^,+: 


lang*  a       tang^ß' 

Mittelst  der  Gleichungen  5)  gehen  die  yoratehenden  Gleichungen 
über  in: 

Sei  Xi,  y, ,  Z|  ein  Punkt  der  Kegelfläche  11)  und: 

Zwischen  Z,  My  N  findet  dann  nach  11)  die  Gleichung  statt : 

*^^  iang^  a''^ ianf  §^'^  ^ 

Die  Gleichung  der  berührenden  Ebene  zur  Kegelfläche  II)  im  Punkte 

(^mVii  «i)  ist- 

(    IL       ,     mM     ^        \  ^      (    TL      ^     m'M    ,     ,    \ 
\lang*  a  ^  tang*  ß  ^  *     J  ^  ^  \ian^  ^  lang*  ß"  ^        ) 

Diese  Ebene  schneidet  die  Kugelfläche  in  einem  grössten  Kreise;  soll 
derselbe  mit  deip  Verbindnngsbogen  der  Punkte  P  nnd  f  zusammenfallen« 
so  müssen  die  Gleichungen  4)  und  13)  identisch  sein.  Bedeutet  g  eine  Um- 
bestimmte, so  findet  man: 

T— >  + r-n  +  n  N^-^g  lang  a  stn  (©  +  cp) , 

lang\  a      lang*  ß>^  ^      ^  \^^^/^ 

r  L  vi'  M 
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Jdittelatder  Gleichaogen  6)  geben  die  vorstehenden  Gleichungen: 

7  te^V  =  '  ^"fi^  ^^  ^^*  (v+9>)  —  r  tanga  sin  (g>'+ v)» 

+  r  lang  a  tang  ß  cos  (q>'—  <p), 

I  JLf 

r^  =  tn  fang  3  cos  (<p'+  9)  —  tn  lang  asin  (<p'+<p), 

g  Uitig'p 

+  m'  tang  a  tang  ß  cos  (g»' —  9), 

—  iV  =  «  tang  ß  cos  (9  +  <p)  —  «'  /««^  «  sin  (g>'+  9) 

+  «"  lang  a  tang  ß  cos  {fp  —  qp). 

SeUt  man  diese  Werthe  von  Z,  M  and  N\u  die  Oleichnng  12),  so  folgt; 

tanf  a  { /  tang ß cos (qp'+  g>)  —  ^  tang a sin  (<p'+  qp) + /"  te«^ « tew^  ß cos (q/ —q>)\* 

+tang*  ^  \  m  tang  ß  cos  (ip''\-^)-^tang  a  sin  (^^'+q>)+fnUang  a  tang  ß  cos  (<p'— <p) }" 

=s  { n  tang  ß  cos  (9'+^?} — w'  ^f^9  «  «"  (9'+<p)+'»''  tang  a  tang  ß  cos  {q/ — <p)  \ 

oder 

14) 
tang' «  }  (/  +  f  tang  «)  tang  ß  —  (tang  q>  +  tang  q>')  t  tang  n 
—  (/  —  f  tang  a)  tang  ß  tang  q)  tang  tp  }* 
+  tan^  /^  I  (»«  +  ^"  t^^ff  «)  t^^ff  ß  —  Qong  tp  +  tang  q>')  tn  tang  a 

—  (m  —  m*  tang  «)  tang  ß  tang  tp  tang  q{ }* 

=  {  (n  +  n*'  tang  «)  tang  ß  —  (tang  <p  +  tang  tp)  n  tang  a 

—  (n  —  n"  tang  «)  tang  ß  tang  9  tang  <p'\\ 
Differentiirt  man  diese  Gleichung,  so  folgt: 

B'dtp    ,   Bdq> 
cos*  q>      cor  tp 
Setst  man  in  H'  für  tang  (p'  ihren  Werth  aus  14)  in  Function  von  tang^ 
und  ebenso  in  i7  für  tang  9  ihren  Werth  in  Function  von  tang  q>\  so  folgt : 

dq>     ^  dqf' 

V7Tv)~-VTWy 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  0)  findet  man : 

If^ui)  SS  tan^  «'  j  —  m lang  a  cos  t  u  +m'tangß  sin  2u  +m"  }• 
+  tanf  f(  \  —  l  tang  u  cos  2u  +  /'  tang  ß  sin  2u  +  T  }• 
—  tan^  a'  tang^  ß^  \  —  n  tang  acos2u  +  n  tang  ß  sin  iu-j-n'  j*. 
Da  9  und  q>'  gleichzeitig  wachsen ,  so  ist : 

dfp    __     d<p' 

Diese  Gleichung  integrirt  giebt : 

9 


oder 


/*  du f  du 

Vf^u)-Jyf{uy 


tn  ta  2. 

1«^  r  _a«_  _  r  du   _  r  du 
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wo  k  der  Werth  von  q/  ist,  welcher  dem  Werthe  <p  =  0  entspricht.     Setzt 
man  in  14)  <p  -ssO,  so  folgt : 

!tang^  a  \  (l  +  f  tätig  a)  tang  ß  —  /'  fang  a  lang  l  }• 
+  laug^  ^  \  {m  +  m"tang  a)  tang  ß  —  m'  tatig  a  tätig  l  }• 
^  =  {  (w  +  w"  tmg  a)  tang  ß  —  ti  tatig  a  tatig  l  {•. 

Wegen  der  Gleichung  15)  ist: 

y  du_^       r  du 
qn+tf  V 


Soll  nun  der  Ellipse  mit  dem  Mittelpunkt  0  ein  p-Eck  von  ^  Umläufen 
eingeschrieben  werden  können ,  welches  gleichzeitig  der  Ellipse  mit  dem 
Mittelpunkt  0'  umschrieben  ist,  so  erhält  man  aus  16)  auf  bekannte  Weise 
die  Relation: 

l  % 


18)  /1_?!L  ^i.  C  ^" 


0 

wo  i  durch  die  Gleichung  17)  bestimmt  ist.  Für  den  Fall  zweier  Kreise 
leitet  man  ans  17)  und  18)  ohne  Schwierigkeit  die  von  Riebe  tot  (Crelle's 
Journ.,  T.V)  gegebenen  Gleichungen  ab,  was  hier  der  Kürze  halber  unter- 
bleiben möge. 


»      VL  Zwei  Sfttse  über  eine  gewisse  Zerlegung  der  Zahlen  in  unend- 
liche Producte. 

In  Euler'd  ^^ItüroducHo  in  attaiysin  infitiitorutn^\  im  Abschnitte  „i>e 
partitione  numerorum^^  findet  sich,  .§.  328,  das  Product: 

(i+a:)(l+^)...(l+a:«/..., 

dessen  Werth  daselbst,  für  a:<Ci,  gleich gefunden  wird. 

1  •—■  «r 

Eni  er  benutzt  diese  Gleichung  nur  dazu,  die  Zerlegung  4^^  ganzen 
Zahlen  in  die  Summanden  1 ,  2,  4,  16, . . .  2^, . . .  nachzuweisen. 

Es  ruht  aber  auf  dieser  Gleichung  eine  bemerkenswerthe Darstellungs- 
weise von  Zahlengrössen  in  der  Form  unendlicher  Producte,  welche  von 
zahlentheoretischem  Interesse  ist,  in  vieler  Hinsicht  der  Darstellung  der 
Zahlen  als  einfache  Kettenbrfiche : 
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gegenüber  gestellt  werden  kann,  mit  ibr  sogar  einige  Anknüpfungspunkte 
gemein  bat  und  vor  allen  Dingen,  wie  bei  den  Kettenbrücben,  auf 
alle  Zablengr5s8en  sich  beziebt  und  für  jede  bestimmte  Zah- 
lengrösse  eine  einzige,  bestimmteist. 

Dies  ist  die  Darstellung  der  Zablengrössen  Ä^  i  in  der  Form: 

-=('+i)('+l)('+4)-. 

wo  a,  6,  c, . . .  ganze  Zablen  sind,  die  unter  einander  den  Grössenbedinguu- 
gen  unterworfen  sind: 

b^aüj   c^bö,    rf>rc.  ... 

Es  mag  hier  genügen,  die  wesentlichsten  Gesetze  dieser  Darstellungen 
in  den  beiden  folgenden  Theoremen  zu  geben. 

Theorem  I.    Man  kann  eine  jede  Z ah lengrösse  A  >  l  und 
zwar  nur  auf  eine  einzige  Weise  darstellen  als  Product: 

-(■+1)('  +  t)(-+7)-- 

wo  a,  b,  c,...  ganze  Zahlen  sind,  so  beschaffen,  dass: 
b^aa^  c^bb^  d^ce,  ... 

Beweis.  Wir  wollen  zuerst  zeigen,  dass,  wenn  die  gegebene  Zahlen- 
grosse  A  in  jener  Form  darstellbar,  sie  es  nur  auf  eine  Weise  ist* 

Ana 

-('+7)('+i)- 

ergiebt  sich  zunächst: 

dann  aber,  da 
ist  auch: 

■'S(<  +  i)('  +  .^)-('-t7')- 

d.  i.  (nach  £  u  1  e  r) : 
Man  hat  also: 


A-V       -A—l 
Üiesen  beiden  Bedingungen  genügt  aber  nur  eine  ganze  Zahl  a;  man  hat, 
wenn  unter  £(x)d\e  grösste  inx  enthaltene  ganze  Zahl  rerstanden  wird: 

— (^> 

Wird  nun: 
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«+l 
gesetzt,  so  ergiabt  sich  ans  B,  welche  Qrösse  offenbar  ebenfalls  ^1  ist, 
ebenso  fr,  nämlich: 

und  ftthrt  man  allgemein 

i)  jy=-^, 

'  m  +  1 

ein ,  80  hat  man  die  Gleichungen : 

Ans  l)  und  2)  folgt,  dass  die  a,  6,  c,  •  • .  ganz  bestimmte ,  ohne  Zwei- 
deutigkeit aus  A  sich  ergebende  ganze  Zahlen  sind. 

I^un  ist  zu  zeigen,  dass,  wenn  bei  gegebener  Zahl  A^\  die  ganzen 
Zahlen  a,  6,  c, . . .  den  Gleichungen  1)  und  2)  entsprechend  bestimmt  wer- 
den, sowohl: 

-('+4)('+f)('+i)- 

als  auch: 

d^«a,    c^66,  d^^cc,  .•• 
Wir  wollen  zunächst  den  letzten  Punkt  erledigen,  weil  der  erste  damit 
zusammenhängt. 


Man  hat: 


'=^(fi^i)  ""•*  * 


daher : 


Ferner 


WO  a  eine  positive  Zahlengrösse,  die  kleiner  als  1  ist. 
Man  findet  daraus: 

^-fl  +  a-1- 
Setzt  man  diesen  Werth  in  den  letzten  Ausdruck  für  b  ein,  so  folgt: 


-c-.^'> 


Hieraus  sieht  man  unmittelbar,  wegen  der  Bedeutung  tou  a,  dass: 

Ganz  ebenso  wird  gezeigt,  dass 

c  >66,  d'>cc.  ... 
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■^^^rf'i^rf'-'W%<-«^i^W^^^V*W 


Bemerkt  man  ansseidem,  dass  die  ersten  Zahlen  der  Reihe  a,  6,  c,  . . . 
Dar  so  oft  =  1  sind  9  als  die  höchste  in  A  enthaltene  Potenz  von  2  beträgt, 
00  folgt  ans  dem  soeben  Bewiesenen,  dass  diese  Zahlen  von  einer  gewissen 
an  sehr  stark  ins  Unendliche  sunehmen.  —  Man  setze  nnn ,  wenn  n  eine 
beliebige  von  1  verschiedene  Zahl  jener  Reihe  nnd  m  die  ihr  vorauf- 
gehende  ist: 


(■+^)('+i)-('+i)-. 


dann  ist: 
Aus 

folgt  aber: 

daher 


iXN. 


«-(^0 


iV>i  +  i,      iV<l+;;^,; 


A>X,       A<X+     "* 


»  — 1 
Da  nun  n  beliebig  gross  angenommen  werden  kann,  so  ist: 

^  =  ««Z=(l+I)(l+l)... 

Hiermit  ist  der  Satz  in  allen  seinen  Theilen  bewiesen. 

Ich  will  beispielsweise  die  Darstellungen  einiger  Quadratwurzeln  in 
der  Form  unserer  Prodncte  anfahren ,  welche  bei  gehöriger  Induction  ein 
einfaches  Gesetz  offenbaren ,  nach  welchem  die  Zahlen  a ,  6 ,  c,  • . .  ins  Un- 
endliche wachsen.    Man  findet: 

Man  bemerkt,  dass: 

17s=2.8*— l,  577=:2.17«— 1,  667967 :sa 2. 577«  —  !• 

7  =:  2.2*  —  1 ,  97  =2.7»  —  1 ,  17617  =  2.97»  —  1 ; 

m.  ^=,(,  +  i)(i+±)(i+^-±j)(i+^^^)... 

161=2.9»— 1,   51841=2.161«— I,  5374978561  =  2.51841»— 1 ; 

IV.^S_,(.+i)(.+  i)(.  +  i)(.  +  il;)(.  +  ^)... 

81  =  2.4»— 1,    1921  =  2.31«— 1,    7380481=2.1921»  —  !. 
In  diesen  vier  Beispielen  tritt  also  bei  der  Zahlenreihe : 
a,  6,  c,  d,  . .  • 
von  einem  bestimmten  Gliede  k  an ,  das  Gesetz  hervor : 

;s32ArAr— 1,    iw  =  2//— 1,   «e=s2mm— 1  . . . 
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Theorem  II.   Ist  Ä  eine  rationale  Zahl  — ,  so  hat  die  unter 
I   nachgewiesene  £ntwickeluug  von    Ä  die    specielle   Form: 

(■  +  7)('H-i)(.+J,)-(.  +  -W- 

oder  anders  ausgedrückt:  von  einem  bestimmten  Gliede  k  an 
ist  in  der  Reihe:  a,  6,  c,  e/,  ...  einfach: 
lK=kkj   m=sll,   n=sfnm. 

Beweis.     Seien  p,  q  relativ  prim  unter  einander. 
Man  setze: 

ipa=^dp\      q  (a  +  l)  =  Js''; 
pb=^fp\     qQ>  +  l)^Sq's 


wo  unter  d  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  von  pa  nnd  ^(a+l)> 
unter  6'  der  grösste  gemeinschaftliche  Theiler  \oup'b  und  q  {h  +  1)  a.8.  w. 
zu  denken  ist. 

Man  hat  alsdann: 

2)  ^='"^'     ^—7"     ^="7' 

Aus  l)  folgt; 

!i  iP  —  q^  =>a(j>  —  9)  —  9 


Betrachten  wir  nun  die  Zahlenreihe : 

4)  P  — g,  P— ^•;>— ^  — 

Aus  2)  geht,  da^>I,  j5>1,  C>'1,...  hervor,  daas  alle  Glieder 
derselben  positive  ganze  Zahlen  sind;  aus  3)  erkennt  man,  dass  zwei  be- 
nachbarte Glieder  derselben  relativ  prim  zu  einander  sind;  denn  würden 
beij^pielsweise  p^q,  p'—'q  einen  gemeinschaftlichen  Theiler  haben,  so 
wäre  derselbe  auch  Theiler  von  q  und  p.  —  Femer  nehmen  die  Glieder 
unserer  Eeihe  4)  bis  zu  ^ner  gewissen  Grenze  ab;  denn  aus: 

\p-v 

folgt: 

-p-q 
daher  mit  Berückbichtiguug  der  ersten  Gleichung  3} : 

^(p'-/)^p-5'; 

um  so  mehr: 

P—q<P  —  (l. 
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Gnnz  ähnlich  eikennt  man,  dass: 

j5— g    <p  —  q,    p   -^q     <:P  —q    etc. 

Die  nachgewiesene  Grenz«,  bis  za  welcher  die  Glieder  der  Reihe  4) 
abnehmen,  kann  aber  keine  andere  sein,  als  die  Einheit;  denn  wäre  sie 
grösser  als  1,  so  hätte  man  zwei  gleiche,  von  1  verschiedene,  benachbarte 
Glieder  der  Reihe  4),  von  denen  soeben  gezeigt  worden  ist,  dass  sie  relativ 
prim  za  einander  sind. 

Man  hat  also  für  ein  gewisses  k: 

pU)  _  q(h  :^p(k  +1)  —  ^(^  +  1)  =  . . .  =  1. 

Setzt  man : 

so  »t 

gih=,k  —  l 

und  man  hat: 

-(■+l)('+l)-0+9-. 

y_/'_     A:      . 
nach  unserer  Quelle  hat  man  aber: 

'=0  +  t)(-+p)- 

somit: 

-(•  +  T)('+T)-('+T)('+T)('+p)-('+i')-. 

was  za  bo'^eisen  war. 

Nehmen  wir  als  Beispiel  die  Zahl : 

164&I1 

~  87880 " 


Man  hat: 


\  76tJ3l  /         ' 
164511.2^54837       i,  _  r; /^!??!\  _  5 . 
"^  87880.8  ""43Ö40'       "^      \10807/         ' 


54887.5      18279  ^e(1?^\- 

""  43940.0 ""  17570  '     ^  ^      \  708  / 


18279.20  _  677 
~  17676.27  ""676' 


daher : 


-(■+l)(-+l)0+4)('+.i)('+.-^.)- 

man  ein  Prodact: 

-(■  +  7)('  +  t)-. 


164611 
8788Q 
Corollar.     Hat  man  ein  Prodact: 
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in  welchepno,  b,  c,  ...ganze  Zahlen,  und  6>aa,  c'^bb^  <l>rc..., 
80  ist  A  immer  eine  Irrationalzahl. 
Ich  führe  als  Beispiel  die^  Zahl  an : 

wo  ä  eine  beliebige  ganze  Zahl ,  ausser  1  sei.    Der  umgekehrte  Werth  die- 
ser Zahl  ist: 

(.■H^.)('-.-^)('^.-^)-('+?r.)- 

Man  findet  aber: 

deshalb  ist  die  letzte  Zahl  und  mit  ihr  die  ursprünglich  gegebene  eine 
IrrationalzahL 

Berlin.  Dr.  Georg  Cantor. 


TU  Veber  einige  aus  K^elsöhnitten  abgeleitete  CnrreiL  In  einen 
gegebenen  Kegelschnitt  ist  eine  Gerade  yoo  constanter  Länge  als  Sehne 
eingetragen ,  und  bei  jeder  ihrer  unendlich  vielen  möglichen  Lagen  sind 
durch  ihre  Endpunkte  Tangenten  an  den  Kegelschnitt  gezogen ;  man  sucht 
den  geometrischen  Ort  des  Durchschnitts  dieser  Tangenten*). 

In  Beziehung  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  sei 
^«•+^y««=l 
die  Gleichung  des  Kegelschnitts^  mithin  die  Gleichung  der  Tangente  im 
Vnnkiexy: 

bezeichnen  nun  x^  y^  und  x^  y,  die  Endpunkte  der  Sehne  ST^le  (Taf.IV, 
Fig.  l)  ist  und  If^  der  Tangentendurchschnitt  P,  so  müssen  folgende  fünf 
Bedingungen  erfüllt  werden : 

1)  ^^^i+By^iri^\,  ^a?,{+^y,i?  =  l, 

2)  Ax,'+By;^\,    Ax,*+By,'^l, 

Die  Differenz  der  Gleichungen  1)  giebt  mit  No.  3)  zusammen : 

tBfi  — 2^J 

4)         a?.-a:i  ==-=======,    yo^lfi^ 


Gleichungen  2) : 


wobei  -T^=iC  gesetzt  wurde.     Femer  erhält  man  aus  der  Differenz  der 


^(yo+yO 


A{x^+x,)       yo-yt' 

oder,  wenn  man  rechter  Hand  die  in  No.  4)  angegebenen  Wertfae  benutzt: 

??(«o+«i)— l(yo+yi)=o. 

*)  Prof.  Grnnert  hat  in  seinem  Arehiv  (Th  47,  S.  477)  dieselbe  Aufgabe  behan- 
delt, jedoch  ohne  die  gefundene  Ortsgleichnng  irgend  einer  Discoseion  lu  unterwerfen* 
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Nimmt  man  hierzu  die  Summe  der  Gleichungen  l),  nXmlieh: 

so  hftt  man  awei  Gleichungen  mit  den  Unbekannten  x^+Xi  und  ^o+Vif  ^^ 
letalere  findet  man : 

Aus  den  Gleichungen  4)  und  5)  ergeben  sich  die  Werthe  ran  (DoUnd  j^^,  die 
man  nur  in  die  erste  der  Gleichungen  2)  au  substituiren  braucht,  um  die  ge- 
suchte Gleichung  zwischen  |  und  ti  zu  erhalten,  nämlich: 

•)  j-ß  (^r + s^ff)  ur+  Bf,'- 1) = (^1* + Bv')*' 

Beachtet  man  noch,  dass  jede  Gleichung  von  der  Form 
umgewandelt  werden  kann  in 


so  bat  man  auch  statt  No.  6) : 


und  diese  Gleicbungsform  zeigt  sofort  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften 
der  betrachteten  Curve. 

a«   Die  Ellipse*     Setzt  man  wie  gewöhnlich  a'^b  voraus ,  ferner : 

^-:?'    ^--^^    ^"V' 

so  gehen  die  Gleichungen  6)  und  7)  in  die  folgenden  über: 


«« "^  ft«  c»     *«*■*'     c»     '  b* 

deren  letzte  sich  eleganter  gestaltet,  wenn  man  mittelst  der  Formeln 

Polareoordinaten  einführt;  es  wird  nSmlich: 

"'^  ^'~co««»     fü^^  b'—<*   coi^»     g«— c'  nn*»' 

a*    ■*"    6»  <*     '     <^    "^     c*     '     b* 

Wir  schreiben  dafür  einfach: 

11)  ^  =  r»  +  r,»; 

es  ist  dann  r  der  anm  Polarwinkel  9  gehörende  Badiasvector  der  gegebe- 
nen Ettip0e,  r,  dagegen  der  demselben  Winkel  entsfwechende  Vector  eines 
HiKskegelscbnittea.     Dabei  müssen  drei  FHlle  anterschieden  werden. 
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Für  r<  ^  ist  der  Hilfskegelschnitt  eine  Ellipse  mit  den  Halbaxen 

ac  bc 

6,  =- 


Nimmt  man  demgemftss  (Taf.  IV,  Fig.  2)  CAr=a,  CP=b,  C^,=a,,  CB^r=h^ 
und  zieht  durch  C  eine  beliebige  Gerade,  welche  die  erste  Ellipse  in  Q^  die 
zweite  in  Q^  schneidet,  so  erhält  man  den  auf  der  Verlängerung  von  OQ  lie- 
genden CuTvenpunkt  P  durch  Auftragen  der  Strecke : 

nach  dieser  Bemerkung  lässt  sich  die  vom  Punkte  P  beschriebene  Cnrre 

leicht  construiren.     Aus  No.  11)  folgt  noch: 

2»  2«  in 


0  0  0   . 


d.  h.  der  ringförmige  Ranm  zwischen  der  Ortscurve  und  der  gegebenen 
Ellipse  besitzt  denselben  Flächeninhalt  wie  die  Hilfsellipse,  oder  umge- 
kehrt ,  die  zwischen  der  Ortscurve  und  der  Hilfsellipse  liegende  Fläche  ist 
gleich  der  Fläche  der  gegebenen  Ellipse. 

Für  c=6  wird  der  Hilfskegelschnitt  zu  zwei  Geraden,  welche  in  den 

Entfernungen  +  parallel  zur  Abscissenaxe  liegen  und  die  Asymp- 

toten der  Ortscurve  bilden  (Taf.  IV,  Fig.  3).  Für  c>6  (natürlich  aber  c<a) 
geht  der  Hilfskegelschnitt  in  eine  Hyperbel  über,  deren  Asymptoten  zu- 
gleich Asymptoten  der  Ortscurve  sind  (Taf.  IV,  Fig.  4).  Die  Construction 
des  Punktes  P  bleibt  in  allen  Fällen  die  nämliche ;  ebenso  gilt  immer  der 
Satz,  dass  die  zwischen  der  Ortscurve  und  dem  Hilfskegelschnitte  enthal- 
tene Fläche  t=inab  ist. 

b.   Die  Parabel.    Lässt  man  in  No.  8)  a— |  an  die  Stelle  von  |,  und 
aA  an  die  Stelle  von  6'  treten,  so  erhält  man: 

und  die  Gleichung  des  zugehörigen  Kegelschnittes  ist: 

^  a 

für  as=oo  wird  der  Kegelschnitt  zu  einer  Parabel  und  die  Gleichung  der 
entsprechenden  Ortscurve  lautet: 

oder: 

^'  *      2A      2(V+i,')* 

Beseichnen  wir  mit  |,  die  Abscisse  desjenigen  Parabelpunktes,  welcher 
dasselbe  i}  wie  die  Ortscarve  besitzt,  so  ist  i|*s2A^;  daraus  folgt,  wenn 
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|AssAr  gleich  dem  Abstand  des  Brennpunktes  vom  Parabelscheitel  gesetzt 
wird , 

Hiernacb  lassen  sieh  beliebig  viele  Pankte  der  Ortscurve  aaf  folgende 
Weise  finden.  Man  constrnire  eine  gleichseitige  Hyperbel  (Taf.  IV,  Fig.  5) 
deren  Asymptoten  die  Axe  nnd  die  Directrix  der  Parabel  sind  und  für 
welche  die  Gleichung 

gilt;  man  verlängere  dann  MQ^  bis  zum  Durchschnitte  (>  mit  der  Parabel 
und  lege  parallel  zur  Parabelaxe  die  Strecke  QP^Qt  M. 

Die  Cnrve  der  P  hat  die  Parabel  zur  Asymptote;  die  zwischen  beiden 
Gurven  enthaltene  Fläche  ist : 

also  unabhängig  von  dem  Halbparameter  der  Parabel  und  gleich  der  Fläche 
des  über  ST^=2c  als  Durchmesser  beschriebenen  Halbkreises. 

c.  Die  Hyperbel.  Lässt  man  in  No.  10)  —-6*  an  die  Stelle  von  b^ 
treten ,  so  erhält  man : 

,^ 1 1 

^^cos^^^sin^a      fr'  +  c*    C05»'»     g»— c*    sin*^' 

oder: 

14)  ^•-r'-r/. 

Darin  bedeutet  r  den  Radiusvector  der  gegebenen  Hyperbel,  r^  den  Vector 
eines  Hilfskegelschhittes.  Für  c<a  ist  der  HilfskegelHchnitt  eine  aus  den 
HWlbaxen 

ac         -  bc 


construirte  Ellipse,  welche  in  dem  speciellen  Falle 

a>6,     c^^j/ä^—b* 
en    einem  Kreise   wird.     Für  c  =  a  besteht    der    Hilfskegelschnitt    aus 
zwei   Geraden,  welche   der  Ordinatenaxe  parallel  in   den  Entfernungen 

+ liegen.  Für  c  >a  wird  der  Hilfskegelachnitt  zu  einer  Hyper- 
bel. In  jedem  Falle  sind  die  Asymptoten  der  ursprünglichen  Hyperbel  zu- 
gleich Asymptoten  der  Ortscurve;  die  Radienvectoren  der  letzteren  krum- 
men Linie  können  nach  No.  14)  leicht  construirt  werden. 

SCHLÖMILCn. 
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Vm.  lieber  eine  Spirale.  Von  einigem  geometrischen  Interesse  dürfte 
vielleicht  die  Frage  sein,  ob  es  eine  Curve  giebt,  in  welcher  der  Kr  um  > 
mungshalbmesser  für  jeden  Punkt  gleich  dem  Badiusvector  desselben  Punk- 
tes ist;  sie  lässt  sich  rasch  auf  folgendem  einfachen  Wege  beantworten. 

Sind  r  und  6  die  Polarcoordinaten  eines  Carvenpanktes  und  setzt  man 
wie  gewöhnlich 

dr         ,      ^_   " 

so  gilt  für  den  Krümmungshalbmesser  die  Formel 
und  statt  dieser  kann  man  schreiben 


'(j/l+?)        „        r 


^  ür  r 

Für  p  =  r  folgt  hieraus,    wenn  —2a  die  willkürliche  Constante  der 

Integration  bezeichnet,  ^ 

r 

r  — 2ä, 


Vl  +  9 


_2/a(r  — a) 
^""      r-2a      ' 
mithin  vermöge  der  Bedeutungen  von  q  und  / 

tk_    r    r-^ia         dr 

und  durch  Ausführung  der  Integration 

2)  Q—y  =zj/^-^^  —  2  arctan  X/ — -"  , 

worin  y  ^^^  Integrationsconstante  bezeichnet.  Selbstverständlich  kann  miin 
der  vorkommenden  Wurzel  auch  das  entgegengesetzte  Zeichen  geben,  wo- 
durch ein  zweiter  Curvenzweig  entsteht,  der  dem  ersten  symmetrisch  ent- 
gegengesetzt liegt. 

Setzt  man  d-^yss^^  was  auf  eine  Verlegung  der  Polaraxe  hinaus- 
läuft,  so  bemerkt  man  leicht  folgende  Eigenschaften  der  Curve.  Der  Polar- 
winkel ^  nimmt  anfangs  von  Null  an  ab  bis  zu  dem  Minimum 

1^  i,r  =  — 32M2'  15", 
welchem  der  Badiusvector. 2a  entspricht,  und  wuchst  dann  in's  Unendliche. 
Die  Curve  schneidet  die  Polaraxe  in  den  Punkten 

^  =  0 ,  r  =  a  sec*  66^  46'  54", 

{>  =  «;,  rz=a  sec^  80<»  27'  36", 

»  =  2n,         r=^a  sec^  83"  48'    8", 
O  =  Stt  ,         r  =  a  scc^  85"  23'  29" 
u.  s.  w. 
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Die  Tangenten  der  Cnrve  liegen  parallel  zur  Polaraxe,  wenn  ^  nnd  r 
folgende  Wertbe  haben 

in  denen  m  eine  ungerade  Zahl  bezeichnet;  nimmt  man  dagegen  für  m 
gerade  Zahlen,  so  erhält  man  diejenigen  Punkte,  an  welchen  die  Tangen- 
ten senkrecht  zur  Polaraxe  sind.  Irgend  eine  durch  den  Punkt  (r,  ^) 
gehende  Tangente  berührt  zugleich  den  Kreis,  welcher  mit  dem  Radius 
r  — 2a  um  den  Pol  beschrieben  ist.  In  dem  speciellen  Falle,  wo  ^  seinen 
Minimalwerth  2a  erreicht,  wird  die  Tangente  identisch  mit  dem  Badius- 
vector.  Der  Bogen  s  voin  Pol  bis  zu  irgend  einem  Punkte  (r,  d)  bestimmt 
sich  durch  die  Formel 

r  +  2a 


G 


"-T 


Die  vorstehende  Figur  zeigt  den  Anfang  des  einen  Curvenzweiges; 
es  ist  darin 

OA^a,     0B  =  2a,     0C  =  o  (l  +  jn^)  =  3,4674  .  fl, 
OD^a  sec*  66^  46'  54"  =  6,4341  .  a , 
0£  =  o  (1  +  Ä»)  =  10,8696  .  a. 
Noch  sei  im  Allgemeinen  bemerkt ,  dass  die  Formel  l)  überhaupt  zur 
Bestimmung  derjenigen  Curven  dient,  in  welchen  der  Krümmungshalbmes- 
ser eine  gegebene  Function  des  Radiusvector  darstellen  soll. 
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Die  Entdeckung  der  Oravitation  —  und  Pascal. 

Ein  literarischer  Bericht 
von 
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Am  15.  Jali  1867  überraschte  Cbasles  die  gelehrte  Welt  mit  der 
Nachricht,  dass  Pascal,  dem  man  in  der  Geschichte  der  Gravitation  bis 
dahin  keine  Stelle  eingeräumt  hatte,  lange  vor  Newton  in  der  irdischen 
Schwere  die  Kraft  erkannt  habe,  welche  den  Lauf  des  Mondes  um  die 
Erde  und  die  der  Planeten  um  die  Sonne  bedinge. 

An  diese  erste  Mittheilung  knüpften  sich  zu  wachsendem  Erstaunen 
eine  Reihe  immer  wunderbarerer  Mittheilungen,  welche  die  ganze  Geschichte 
der  Mechanik  und  Astronomie  in  der  zweiten  Hälfte  des  17.  Jahrhunderts 
vollkommen  umzustossen  schienen.  Zahlreiche  Angriffe  auf  die  Echtheit 
der  von  Cbasles  publicirten,  in  seinem  Besitze  befindlichen  handschrift- 
lichen Docnmente,  Repliken  von  Cbasles  und  wiederholte  Dnpliken 
haben  schliesslich  das  Material,  welches  man,  um  sich  in  dieser  Frage  ein 
selbstständiges  ürtbeil  zu  bilden,  gegenwärtig  haben  muss,  so  angehäuft, 
dass  es  mir  nützlich  erschienen  ist,  dasselbe,  soweit  es  von  wesentlichem 
Belange  ist,  zusammenzustellen. 

Zur  Orientirung*)  mag  zunächst  Folgendes  vorausgeschickt  werden: 

Im  Juni  1682  fand  die  berühmte  Sitzung  der  Royal  Society  statt,  in  der 
Newton  zuerst  die  Resultate  der  1669  von  Picard  bei  Paris  ausgeführten 
vortre£Flichen  Gradmessung  erfuhr,  die  ihm  seine  Hypothese,  dass  es  die 
Schwerkraft  sei,  welche  den  Mond  in  seiner  Bahn  erhalte,  endgiltig  be- 
stätigte.    Die  nächsten  vier  Jahre  waren  durch  die  Arbeiten  ausgefüllt. 


*)  In  Besag  auf  die  Entdeckung  der  Gravitation  durch   Newton  und   ihre 
Vorgeschichte,  die  Entwickelang  der  Ideen  von  der  Schwere  and  der  die  Planeten 
'  bewegenden  Ursachen  verweise  ich  anf  meinen  Artikel:  „Gravitation"  (Erschund 
Graber,  Encyclopädie,  1869). 
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die  Newton  am  28.  April  1680  der  Societät  vorlegte;  im  nächsten  Jahre 
erschienen  die  Principia  phil,  naU  tnathem,  im  Druck. 

Das  früheste  Datum  für  Newton's  Beschäftigung  mit  der  Frage  nach 
der  auf  den  Mond  wirkenden  Centralkraft  war  bisher  traditionell  das  Jahr 
1666;  wo  Newton  (geb.  1643)  zu  Woolsthorpe  jenen  berühmten  Apfel 
fallen  sah. 

Die  ersten  Bemerkungen  seines  geistvollen  Rivalen,  Robert  Hooke» 
fallen  in  dieselbe  Zeit;  denn  dieser  legte  1666  bereits  der  Royal  Society 
einen  Bericht  über  eine  Reihe  von  Experimenten  vor,  um  zu  bestimmen, 
ob  die  Körper  bei  verschiedenen  Entfernungen  von  dem  Mittelpunkte  der 
Erde  eine  Veränderung  in  ihrem  Gewichte  erleiden.  Im  Jahre  1674  erschien 
eine  Schrift  von  Hooke,  in  der  er  mit  grosser  Klarheit  auseinandersetzte, 
dass  bei  der  aller  Materie  eigenen  Trägheit  eine  einzige  Centralkraft  ge- 
nüge, um  eine  der  Erfahrung  entsprechende  Bahn  der  Planeten  zu  erhal- 
ten; und  dass  diese  von  der  Sonne  zu  den  Planeten,  wie  unter  diesen  wir- 
kende Kraft  mit  der  Schwerkraft  identisch  sei.  Das  Gesetz  der  Abnahme 
dieser  Kraft  mit  der  Entfernung  aber  aufzufinden,  „damit  kann  er  sich 
nicht  selbst  befassen ,  weil  er  viele  andere  Sachen  unter  den  Händen  hat, 
die  er  zu  vollenden  wünscht'* 

Im  Jahre  1679  schlug  Newton  der  Societät  einen  directen  Versuch 
vor,  die  Bewegung  der  Erde  aus  der  östlichen  Abweichung  fallender  Kör- 
per zu  bestimmen.  Hooke  wurde  mit  dem  betreffenden  Versuche  beauf- 
tragt, nachdem  er  jene  Bemerkung  New  ton 's  berichtigt  hatte.  Letzterer 
hatte  nämlich  den  Gang  eines  nach  der  Erde  fallenden  Körpers  bei  Berück- 
sichtigung ihrer  Rotation  als  spiralförmig  angenommen,  während  Hooke 
ihn  als  elliptisch  nachwies. 

Obgleich  ich  bei  dem  Mangel  an  der  einschlägigen  Literatur  nicht  im 
Stande  bin,  auf  diese  Beziehungen  zwischen  Hooke  und  Newton  näher 
einzugehen,  so  ist  doch  so  viel  unzweifelhaft,  dass  Newton  bei  der  Publi* 
cation  seiner  Principia  gegen  Hooke  ebenso  wenig  edel  verfuhr,  als  er  es  in 
dem  Streite  über  die  Priorität  der  Differentialrechnung  gegen  Leibniz  ge- 
than  hatte.  Hooke  hatte,  wie  nach  Obigem  begreiflich,  mündlich  geäussert, 
er  habe  jene  Entdeckung  des  Gravitationsgesetzes  gemacht  und  dem  New- 
ton die  ersten  Winke  dazu  gegeben;  er  verlange  nur  in  der  Vorrede  in 
dieser  Beziehung  genannt  zu  werden.  Aber  Newton  war  nicht  gewillt, 
nur  ein  Titelchen  seines  Ruhmes  aufzugeben;  er  antwortete  sehr  heftig  und 
vergass  sich  soweit,  auszusprechen,  Hooke  verdanke  die  Kenntniss  die- 
ses Gesetzes  vielleicht  einem  seiner  Briefe;  endlich,  nachdem  sich 
Freunde  ins  Mittel  gelegt,  gedachte  er  Hooke's  in  dem  matten  Scholium 
zu  prop.  4,  Hb.  I  der  Principia^  was  er  noch  dadurch  abschwächte,  dass  er 
Christoph  Wren  und  Halley  gleichzeitig  als  Entdecker  des  Gesetzes  von 
dem  Quadrate  der  Entfernung  aus  dem  dritten  Kepple raschen  Gesetze 
nannte,  obgleich  letztere  beiden  m  keiner  Weise  darauf  Ansprüche  machten. 
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Wenn  es  sich  nun  anch  zeigen  sollte,  dass  bereits  einige  Decennien 
froher  Boullan,  Borelli  n.  A.  die  Idee  gefasst  haben,  dass  man  zur  Er- 
klärung der  Planetenbewegungen  mit  einer  von  der  Sonne  ausgehenden 
Centralkraft  ausreiche,  so  kommt  alles  dies  nicht  in  Betracht  gegen  den 
Inhalt  einer  Anzahl  eigenhändiger  Briefe  Pascal's,  die  Chasles  im 
Jahre  1867  der  Pariser  Akademie  des  sciences  vorlegte*).  Denn  in  die- 
sen sprach  Pascal  um  das  Jahr  1652  das  Gesetz  der  Gravitation  klar  so 
aus,  dass  sie  proportional  den  Massen  und  umgekehrt  proportional  dem 
Quadrate  der  Entfernung  wirke;  er  folgerte  daraus  die  K  e  p  p  1  e  r'schen  Ge- 
setze, ganz  wie  es  Newton  gethan;  in  dem  dritten  dieser  Gesetze  er- 
kannte er  das -Mittel,  die  Massen  derjenigen  Planeten  zu  bestimmen,  die 
von  Trabanten  umgeben  sind;  berechnete  so  überraschend  richtig  das  Ver- 
hältniss  der  Masse  der  Sonne  zu  der  der  Erde,  des  Jupiter  und  Saturn 
(obgleich  ein  Saturnstrabant  erst  1655  von  Huyghens  entdeckt  wurde!), 
nnd  behauptete  schliesslich,  dass  diese  Kraft  zur  Erklärung  aller  Störungen 
das  Mittel  liefere. 

Die  Quelle,  aus  der  Chasles  schöpfte,  war  eine  umfangreiche  Samm- 
lang von  einzelnen  Zetteln,  auf  denen  von  Pascal's  Hand  die  betreffenden 
Bemerkungen  bald  mehr,  bald  minder  zusammenhängend  und  ausführlich 
aufgezeichnet  waren.  Daneben  enthält  die  umfangreiche,  im  Besitze 
Chasles*  befindliche  Sammlung  von  Manuscripten  aus  dem  17.  Jahrhun- 
dert eine  reiche  Menge  von  Briefen,  welche  zeigten,  dass  Pascal  seine 
Entdeckungen  vielen  anderen  Gelehrten,  zunächst  1652  an  Boyle  mitge- 
theilt  hatte. 

Dem  allgemeinen  Erstaunen  über  diese  merkwürdige  historische  Ent- 
deckung gaben  in  der  nächsten  Sitzung  der  Akademie  vom  22.  Juli  zunächst 
Duhamel  und  Faye  (p.  122)  Ausdruck,  indem  sie  bemerkten,  dass  die 
Behauptungen  PascaTs  eine  Reihe  mechanischer  und  mathematischer 
Theoreme  voraussetzen,  welche  erst  von  Huyghens  und  Newton  datiren 
und  es  unglaublich  sei,  dass  solche  bedeutende  Entdeckungen  so  lange  un- 
bekannt hätten  bleiben  können;  und  erinnerten,  dass,  da  sich  Pascal, 
wie  Newton,  des  Mondes  zur  Bestätigung  der  quadratischen  Abnahme 
der  Gravitation  bediente,  diese  eben  nicht  vor  der  Picar  duschen  Gradmes- 
sung von  1669  geliefert  werden  konnte. 

Darauf  antwortete  Chasles  mit  der  Veröffentlichung  einer  neuen 
Beihe  von  Documenten,  die  das  Erstaunen  noch  vermehrten  (p.  125).  In 
ihnen  gab  Pascal  den  Satz,  dass  bei  einer  kreisförmigen  Bewegung  die 


•)  Comptes  rendta,  Paris  1867.  Juli —  Dec. ,  p.  89.  Alle  folgenden  Citate 
ohne  nähere  Angabe  beziehen  sich  auf  diesen  Band,  in  dem  die  Verhandlungen 
über  die  Chasles 'sehen  Manuscripte  einen  beträchtlichen  Theil  ausmachen.  In 
Bezug  auf  das  Detail  muss  ich  den  Leser,  der  an  diesem  literarischen  Roman  Ge- 
fallen findet,  auf  jenen  Band  verweisen. 
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Centrifagalkr8ft*dem  Quadrate  der  Oescbwindigkeit  direct  und  dem  Radius 
indirect  proportional  sei  (was  bisher  als  eine  derglftnzendsten  Entdeckungen 
von  Huyghens  galt).  Ferner  fand  sich  in  ihnen  die  Bemerkung,  dass  die 
Körper  unter  dem  Aequator  V2S9 '^^^''  Schwere  verlieren  müssten.  Nach 
der  bisherigen  Kenntniss  der  Geschichte*)  war  aber  eine  Abnahme  der 
Schwere  unter  dem  Aequator  erst  1671  bei  Gelegenheit  der  Ausrüstung  der 
Expedition  von  Richer  und  Picard  in  der  Pariser  Akademie  als  Ver- 
muthung  ausgesprochen  —  und  Pascal  war  bereits  1662  gestorben.  Ja, 
die  Briefe  enthielten  sogar  die  Behauptung,  dass  vermöge  jener  Abnahme 
der  Schwere  der  Durchmesser  an  den  Polen  sich  zu  dem  im  Aequator  wie 
220 :  230  verhalten  müsse.  Diese  Zahl  stimmt  genau  mit  der  Berechnung 
New  ton 's  {Princ,  /.  ///,  prop,  19),  die  man  immer  für  eine  der  glänzend- 
sten Leistungen  des  letzteren  angesehen  hat. 

Aber  das  Ueberraschendste  sollte  noch  kommen:  Chasles  theilte 
(p.  185)  aus  seiner  Sammlung  Briefe  mit,  welche  Newton  1054  als  elf* 
jähriger  Schüler  zu  Grantham  von  Pascal  erhielt,  dem  er  sich  durch  die 
Uebersendung  dreier  Abhandlangen  (über  die  Rechnung  des  unendlich- 
kleinen,  über  das  System  der  Wirbel  und  das  Gleichgewicht  der  Flüssig- 
keiten, über  d'ip  Schwere)  empfohlen  hatte.  Pascal,  der  erst  nach  direc- 
ten  Erkundigungen  bei  den  Schulmeistern  des  kleinen  Newton  von  der  sehr 
natürlichen  Meinung  zurückkam,  dass  er  mystificirt  werde,  beglückwünscht 
den  Knaben  über  seine  Leistungen,  ermahnt  ihn  in  phrasenhafter  Weise, 
auf  der  Bahn  des  Rahmes  fortzuschreiten,  jedoch  mit  Maass,  und  ohne  seine 
physischen  Kräfte  zu  untergraben ,  wie  er  es  leider  gethan ;  schickt  ihm 
seine  u.  a.  die  Gravitation  behandelnden  Manuscripte  zu,  und  bittet  ihn  um 
seinen  Rath  über  einige  Fragen  aus  der  Mechanik. 

So  wäre  denn  Newton  nicht  nur  ein  frecher  Plagiator,  sondern  es 
fiele  auch  der  Schatten  des  schwärzesten  Undankes  auf  den  Verfasser  der 
Principin.  der  niemals,  auch  nur  mit  einem  Worte,  seines  Lehrers  und  vä- 
terlichen Freundes  gedacht  hatte.  Es  war  unglaublich!  Nie  hatte  man 
nur  von  entfernten  Beziehungen  zwischen  Pascal  und  Newton  gehört« 
und  nun  erfahr  man,  dass  letzterer  bereits  seit  seinem  elften  Lebensjahre 
im  engsten  Verkehr  mit  dem  französischen  Gelehrten  gestanden  habe. 
Man  konnte  es  nicht  glauben ,  und  doch  sprachen  Documente. 

Die  Sache  sollte  indess  eine  andere  Wendung  bekommen.  In  derselben 
Sitzung  (p.202)  trat  der  Herausgeber  der  Pensees  von  Pascal,  Faug^re, 
mit  der  Versicherung  auf,  dass  er  nach  einer  Einsicht  jener  Papiere  zu  der 
festen  Ueberzeugung  gelangt  sei,  dass  sie  nicht  von  Pascal'sHand 
geschrieben  seien.  Gleichzeitig  machte  B^nard  darauf  aufmerksam, 
dass  der  Styl  der  Briefe  ein  durchaus  moderner  und  anglisirender  sei.  Er 
meint,  die  Fabrikation  der  Manuscripte  sei  die  böswillige  Rache  eines  Eng- 


•)  Humboldt,  Kosmos,  t.  IV,  p.  154. 
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länders  für  die  zahlreichen  Revindicationen  englischer  Entdeckungen  dnrch 
die  Franzosen,  der  die  französischen  Gelehrten  in  einem  eclatanten  Falle  vor 
der  Welt  I&cherlich  machen  wolle.  Der  berühmte  Biograph  Newton*», 
Brew  st  er,  erklärte  nach  einer  ihm  zugesandten  Photographie  die  Unter- 
schrift Newton^s  fdr  unzweifelhaft  gefälscht  (p.  537)  und  die  sämrat- 
liehen  Briefe  für  eine  Fälschung  (p.  2Ö1).  Vor  1661  habe  Newton  keiner- 
lei mathematische  Kenntnisse  beleäsen  und  als  elfjähriger  Knabe  keine 
gelehrten  Abhandlungen  geschrieben,  sondern  sich  in  einer  für  sein  Alter 
passenderen  Weise  mit  dem  Bau  kleiner  Windmühlen,  Sonnenuhren  u.  s.  w. 
beschäftigt.  Zugleich  zeigte  er,  dass  die  Briefe  theilweise  falsche  Adres- 
sen haben ,  und  fügte  hinzu ,  dass  er  bei  dem  sorgfältigsten  Studium  der 
Papiere  New  ton 's  nie  eine  Andeutung  von  einer  Beziehung  zu  Pascal 
gefunden  hätte. 

Auf  alle  diese  Angriffe  hatte  Chasles  keine  andere  Antwort,  als  dass 
er  (p.  263)  einen  Haufen  von  Briefen  veröffentlichte,  welche  sich  ans  den 
verschiedensten  Coirespoudenzen  in  seinem  unerschöpflichen  Zauberkasten 
befanden,  so  Briefe  der  Schwester  PascaTs,  Jacqueline,  welche  an 
Newton  hinterlassene  Manuscripte  ihres  Bruders  schickt,  Briefe  New- 
ton's,  in  denen  er  von  seinen  Beziehungen  zu  Pascal  spricht,  Briefe  von 
dem  Emigranten  Desmaizeaux  (einem  thätigen  Literaten  und  Sammler 
von  Handschriften,  in  England  1740  gestorben),  in  denen  er  Newton  um 
Ueberlasaung  Pasc aP scher  Manuscripte  bittet,  die  letzterer  indessen 
ablehnt  n.  s.  w. 

um  die  Sache  noch  mehr  zu  verwickeln,  werden  Briefe  mehrerer 
Schriftsteller  des  18.  Jahrhunderts  mitgetheilt|  welche  es  als  ausgemacht 
hinstellen ,  dass  Newton  Alles  von  Pascal  entlehnt  habe.  Lächerlich, 
aber  für  den  Zweck  der  Fälschung  bezeichnend,  ist  ein  Brief  von  Mon- 
tesquieu an  Desmaizeaux,  den  ich  nicht  umhin  kann ,  übersetzt  mit 
ZQtheilen:  „Das,  was  unsere  Freunde  zu  wissen  wünschen,  ist  der  Ur- 
sprung der  Ideen  Newton's,  d.  h.  ob  sie  auf  eigenem  Bodeu  gewachsen, 
oder  unseren  (!)  Autoren,  wie  Descartes^  Pascal  oder  anderen  Vorgängern 
entlehnt  sind;  und  vor  Allem,  warum  er  die  Schriftsteller  nicht  anführt^ 
welche  er  doch  sicherlich  studirt  hat.  Sie  haben  genaue  Beziehungen  zu 
ihm  und  können  sich  daher,  wie  ich  denke,  hierüber  unterrichten/'  So 
konnte  es  freilich  nicht  fehlen,  dass  Desmaizeaux  diese  Vermuthuugen 
bestätigte,  die  denn  so  weit  gehen,  dass  Louis  Racine  die  Behauptung  aus- 
spricht: yjgue  le  Chevalier  Newton  devoit  touison  savoir  ä  Paseal^^.  Es 
geht  doch  Nichts  Über  diese  historische  Unparteilichkeit! 

Für  Newton  bleibt  Nichts  übrig.  Selbst  der  Brief,  den  er  an  einen 
jungen  Freund  Aston  geschrieben  hat,  um  ihm  gute  Regeln  über  sein  Be- 
nehmen auf  einer  grossen  Reise  zu  geben  und  den  Brewster  in  der  Bio- 
graphie New  ton  *8  als  Anhang  abgedruckt  bat,  ist  von  Pascal  geschrie- 
ben (p.  650). 
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Doch  des  Wanderbaren  ist  noch  lange  kein  Ende:  Zwei  Monarchen 
steigen  in  die  Arena  herab,  um  den  Kampf  nm  die  Priorität  zu  führen.  Da 
schreibt  Jacob  IL  ans  seinem  Exile  in  6aint-Germain  1689,  kanm  14  Tage 
nach  seiner  Flacht  aus  England,  an  Newton  (p.  &51):  die  gelehrte  Welt 
Frankreichs  sei  über  die  Verleagnang  seinerintimen  Beziehungen  zu  Pasc  al 
empört;  die  Franzosen  hätten  die  Docnmente  in  den  Händen,  um  Alles  zu 
enthüllen.  Uebrigens  sei  der  König  L  o  n  i  u  XIV.  höchst  aufgebracht  über 
die  Beleidigungen,  welche  er  in  einem  Briefe  an  Huyghens  dem  Anden- 
ken von  Descart  es  und  Pascal  zugefügt  habe.  Er  möge  sich  vorsehen  and 
jene  Ausdrücke  zurtlcknehmen.  So  schreibt  der  König  aus  dem  Hause  Stuart 
an  einen  Gelehrten I  -r-  und  Newton  bittet  den  König  Louis  XIV.  aller- 
unterthänigst  um  Verzeihung  über  die  Verunglimpfungen  seiner  Gelehrten. 
Aber  um  den  unglaublichen  Boman  zu  vollenden,  so  mnss  Louis  XIV.,  der 
stolze  Selbstherrscher,  persönlich  in  diese  kleinlichen  Zänkereien  der  Ge- 
lehrten eingreifen,  und  p.685  kann  der  erstaunte  Leser  einige  Briefe  finden, 
die  er  in  dieser  Angelegenheit  eigenhändig  geschrieben  haben  soll. 

Endlich  trat,  um  über  die  Echtheit  dieser  famosen  Schriftstücke  zu 
entscheiden,  eine  Commission  von  Mitgliedern  der  Akademie  mit  Faugir  e 
zusammen.  Das  Resulut  der  Prüfung  war  für  Faugire  dies:  Kein  Buch- 
stabe jener  Zettel  und  Briefe  ist  von  Pascal  geschrieben.  Es  ist  Alles 
gefälscht  und  der  Betrüger  hat  sich  nicht  einmal  die  Mühe  genommen, 
die  Handschrift  zu  imitiren.  Seine  grösste  Schwierigkeit  eei  offenbar  die 
gewesen,  sich  altes,  vergilbtes  Papier  in  hinreichender  Menge  zu  ver* 
schaffen ;  nachdem  er  diese  tiberwanden ,  habe  er  in  einer  jener  Zeit  unge- 
fähr angepassten  Orthographie  den  Pascal  einen  trivialen,  phrasenhaften 
Styl  schreiben  lassen,  wie  er  dem  netten  präcisen  Style  dieses  grossen 
Schriftstellers  nicht  gleicht  (p.  340.)  Die  anderen  Mitglieder  der  Commission 
schwiegen. 

Nach  allem  diesen  wies  Chasles  (p.  331)  theils  aus  seinen  Papieren, 
theils  aus  gedruckten  Schriften  nach,  dass  Pascal  viele  Manuseripte  un- 
gedruckt hinterlassen  habe.  Er  meinte,  es  sei  unmöglich,  neben  den  Hun- 
derten von  Zetteln  und  Briefen  PascaPs  noch  drei  umfangreiche  Abhand- 
lungen zu  verfassen  und  dann,  um  den  Betrug  zu  decken,  noch  mehrere 
Hundert  anderer  Briefe  zu  fabriciren. 

Faug^re  antwortete  darauf  (p.  344),  dass  man  es  hier  mit  einer  an 
Kühnheit  und  Grossartigkeit  beispiellosen  Fälschung  zu  thun  habe,  die 
einem  weiten  Complot  gleiche;  denn  es  sei  ungemeine  Kunst  angewandt, 
alle  Theile  des  Werkes  mit  einander  zu  verbinden.  In  der  That  steigt  die 
Zahl  der  Zettel  und  Briefe  auf  mehrere  Tansende;  die  Sammlung  enthält 
Briefe  von  Pascal  an  Newton,  Boyle,  Hobbes,  Hooke,  Wallis, 
Huyghens,  Mercator,  an  Frau  Perrier,  Jacqueline  Pascal,  an 
Mersenne,  Descartes,  Gassendi,  die  Königin  Christine,  an  Ni- 
cole, Homon,  Arnauld,  Lemaistre  de  S  acy,  Labruyire  etc.  etc., 
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unzählige  Briefe  der  yerschiedensten  Personen ,  deren  Register  allein  meh- 
rere Seiten  füllt  (p.  376  und 


Ich  übergehe  die  zahlreichen  Scharmützel  zwischen  Cliasles  und 
Fangere  (p.  375,  437,  455,  617,  643),  in  denen  lezterer  fortwährend  histo- 
rische  Unmöglichkeiten  nachweist,  die  Unechtheit  der  Schriftstücke  be- 
hauptet nnd  auf  ihre  officielle  Untersuchung  dringt.  Chasles  nimmt  ihm 
gegenüber  eine  gedrückte  Stellung  ein,  weil  er  sich  entschieden  weigert, 
die  Quelle  anzugeben,  aus  der  seine  Sammlung  stamme.  Der  Streit 
wird  schliesslich  so  heftig,  dass  Faugere  (p.  620)  den  Chasles  wenig 
verblümt  einen  Fälscher  nennt,  den  man  der  Justiz  Überliefern  müsse*). 
Nur  dass  der  entfernte  Ursprung  derDocumente  in  dem  Cabinete  von  Des- 
naaizeaux  zu  suchen  sei,  verräth  schliesslich  der  bedrängte  Besitzer,  der 
nicht  aufhört,  zahllose  Briefe  aus  seiner  unerschöpflichen  Sammlung  zu 
veröffentlichen,  welche  die  Priorität  für  Pascal  in  Anspruch  nehmen  und 
Newton  als  schmählichen  Plagiator  erscheinen  lassen. 

Es  ist  ein  bemerkenswerthes  Factum ,  dass  alle  diese  Briefe  nie  eine 
mathematische  Begründung  der  in  ihnen  ausgesprochenen  Sätze  enthalten 
oder  den  Weg  dazu  andeuten;  in  keinem  einzigen  ist  nur  eine  mathema- 
tische Formel  angegeben ;  sie  haben  einen  ganz  anderen  Charakter,  als  alle 
anderen  gelehrten  Briefe  dieser  Zeit,  in  der  die  Correspondenz  der  Ge- 
lehrten ein  wesentliches  Stück  ihrer  Publicationen  ausmachte.  Die  Briefe 
bleiben  sämmtlich  ganz  an  der  Oberfläche  und  geben  die  Resulate  so  weit, 
als  sie  ein  dilettantisch  gebildeter  Mann  etwa  begreifen  kann.  Briefe  die- 
ser Art  konnte  recht  wohl  ein  geschickter  Literat  fabriciren,  der  mit  den 
wesentlichen  Fortschritten  der  Astronomie  seiner  Zeit  aus  populären 
Schriften  bekannt  war. 

Von  einer  anderen  und  sehr  interessanten  Seite  griff  der*  Astronom 
6rant(p.  571)  die  Echtheit  derDocumente  an;  er  machte  darauf  aufmerk- 
sam, dass  die  numerischen  Angaben  derselben  ganz  genau  mit  denen  Inder 
dritten  Ausgabe  von  New  ton 's  Principia  (1726)  Übereinstimmen,  nicht 
aber  mit  denen  der  ersten  Ausgabe  (1687).  Und  doch  sind  die  der  dritten 
Ausgabe  berechnet  mit  Hilfe  von  Beobachtungen  Cassini 's,  Bradlejr'St 
Pound's  n.  A.,  die  lange  nach  PascaTs  Tode  angestellt  sind.  Folgende 
Beispiele  mögen  genügen: 


*)  £s  bedarf  wohl  nicht  der  Versicherang,  dass  der  Verfasser  dieses  Berich- 
tes, trotz  der  anmotivirten  Weigerung  von  Chasles,  die  Art  und  Weise  Anzu- 
geben, wie  er  zu  seinem  Schatze  gelangte,  der  festen  Ueberzeugung  ist,  dass  der 
berühmte  Geometcr  in  der  für  ihn  po  unangenehm  gewordenen  Angelegenheit 
durchaus  bona  fide  gehandelt  hat.  Kor  hat  ihn  Begeisterung  für  nationale  Gloire  . 
blind  für  unbefangene  Kritik  gemacht« 
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Die  Massen  (Bonnenmasse  =r)):  U  !l  S 

Pascal  1662  und  Newton  1726       Vjow  ^Imi  ViasÄS« 

Newton  1687  Vngo  Vswo  Vwoo 

Die  Dichtigkeiten  (Sonne  =  100) : 

Pascal  1662  and  Newton  1726        94^^  67  .400 

Newton  1687  76  60  387 

Intensität  der  Schwere  an  der  Oberfläche 

(an  der  Oberfläche  der  Sonne  =  10000) : 

Pa8call662  und  Newton  1726       943  529  435 

Newton  1687  804^^  536  805%. 

An  Zufall  zu  denken,  ist  hier  nicht  mehr  möglich;  es  musste  also,  um 
die  Aechtheit  der  Schriftstücke  zu  retten,  das  äusserste  Mittel  angewandt 
werden  —  und  Chasles  wagt  es,  auszusprechen:  y^C^est  donc  evident^ 
menl  Newton  qui,  apres  s^itre  ecarte  en  1687  des  nombres  de  Pas- 
cal,  quUl  connuissait^  y  est  revenu  en  1726^*  (p.  541).  So  wäre  denn 
Newton  nicht  nur  ein  schamloser  Plagiator,  sondern  auch  ein  infamer  Be- 
trüger.    £s  bleibt  ihm  nichts  als  Schande  übrig. 

Und  weiter  bemerkt  Chasles  (p.586)  :  Newton  habe  1687  aus  Furcht, 
von  den  Freunden  Pasc  al's  als  Plagiator  ausgerufen  zu  werden,  absicht- 
lich falsche  Zahlen  angegeben.  Pascal  aber  habe  bereits  in  seinem 
18.  Lebensjahre  1641  diese  Zahlen  gefanden,  gestützt  auf  unedirte  Schriften 
Keppler's  und  Beobachtungen  Galilei's  (f  1642).  Es  werden  Briefe 
des  letzteren  mitgetheilt,  von  denen  der  eine  von  1641  schon  die  Angabe 
enthält^  die  Schwere  müsse,  wie  das  dritte  Keppler^scbe  Gesetz  beweise, 
nach  dem  umgekehrten  Quadrate  der  Entfernung  wirken,  und  es  müsse 
sich  zufolge  einer  solchen  Kraft  ein  Planet  in  einer  Ellipse  bewegen.  So 
wäre  denn  auf  Galilei  der  Ruhm  zu  übertragen,  den  nach  den  bisherigen 
*  Mittheilungeu  von  Chasles,  Pascal  in  Anspruch  nahm.  Ueberdem  spricht 
Galilei  von  einem  Saturnstrabanten,  dessen  Umlaufszeit  er  bestimmt  babe*^). 

Der  arme  Chasles  hat  Unglück.  Kaum  hat  er  sich  auf  diese  aus 
Florenz  von  1641  datirten  Briefe  berufen,  so  tritt  der  Italiener  Gilbert  Govi 
ihm  entgegen  (p.  953)  und  beweist:  1.  dass  Galilei  niemals  französische 
Briefe  geschrieben,  2.  seine  Briefe  aus  Arcetri  datirt  habe,  3.  dass  er  164t 
vollkommen  blind  war,  4.  dass  er  die  Umlaufszeiten  der  Jupitermonde  nicht 
einmal  annähernd  kannte,  5.  dass  er  von  einem  Saturnstrabanten  nichts 
wusste,  6.  dass  kein  Zeugniss  seines  Verkehrs  mit  Pascal  vorhanden  ist. 

*)  Hnyghens,  den  man  bisher  als  Entdecker  des  ersten  (jetzt  sechsten) 
Saturnstrabanten  im  Jahre  1655  ansah,  soll  nach  diesen  Briefen  von  jener  früheren 
Entdeckung  Galilei 's  jfewusst  haben.  Gegen  diese  und  andere  ungerechte  Ver- 
airglimpfnngcn  des  grossen  niederländischen. Mathematikers  ist  die  Akademie  sei- 
nes Vaterlandes  in  einem  Rapport  7om  25.  Januar  1868  aufgetreten,  der  in  Gru- 
nen's  Archiv,  Th.  4Ö,  p.  8i  abgedruckt  ist.    * 
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UdcI  was  jenen  Newton  insinnirten  Betrug  betrifft,  so  weist  Grant  nach 
(p.  784),  dass  Newton  sowohl  1687  als  1720  nach  den  besten  jeweiligen  Be- 
obachtongen  vollkommen  richtig  gerechnet  habe. 

So  werden  noch  von  verschiedenen  Seiten  her*)  gegen  die  Echtheit 
der  Docnmente  gegründete  Zweifel  erhoben.  Der  Ton,  in  dem  der  von 
Niemand  vertheidigte  und  von  Allen  angegriffene  Chasles  antwortet, 
wird  immer  bitterer  und  ärgerlicher,  so  dass  sich  ein  Unbetheiligter  Aka- 
demiker am  23.  December  1867  (p.  1057),  fast  ein  halbes  Jahr  nach  der 
ersten  Pnblication  dieser  ominösen  Documente,  veranlasst  sieht,  die  Gelehr- 
ten zu  bitten,  dass  sie  nicht  durch  fortgesetzte  Scharmützel  das  Leben  des 
betagten  Greises  untergraben,  und  fordert  Chasles  auf,  seine  ganze  Kraft 
an  die  Publication  jener  Mannscripte  zu  setzen ,  über  deren  Echtheit  dann 
die  Welt  urtheilen  könne.  Damit  erreicht  denn  dieser  Streit  in  der  Haupt- 
sache sein  Ende.  Sein  Besultat  ist  nicht  zweiifelhaft,  und  ich  bin  durch 
die  gegebene  Darstellung  des  Kampfes  jedem  thetischenUrth eile  überhoben. 
Auch  hat  man  bisher  Nichts  von  einer  wirklich  begonnenen  Veröffentlichung 
der  Sammlung  gehört,  die,  wie  man  im  Interesse  historischer  Wahrheit 
wünschen  mnss,  hoffentlich  ganz  unterbleibt. 

Wo  aber  haben  wir  den  Urheber  dieser  kolossalen  Fälschung,  die 
kaum  an  der  berüchtigten,  vor  wenigen  Jahren  in  Frankreich  aufgetauch- 
ten, Sammlung  von  apokryphen  Briefen  der  Marie  Antoinette  ihres 
Gleichen  hat,  zu  suchen,  und  welchen  Motiven  verdankt  sie  ihren  Ur- 
sprung? Damit  betreten  wir  ein  Gebiet,  auf  dem  die  allersorgf&Itigsten 
Untersuchungen  der  Papiere  doch  nur  zu  einer  gewissen  Wahrscheinlichkeit 
führen  könnten.  Brewster  hält**)  jenen  erwähnten  Desmaizeaux,  der 
▼on  t734  — 1740  ein  eifriger  Mitarbeiter  am  Diclionnaire  gänäral  war,  für  den 
Fälscher.  „Er  hat  seine  gefälschten  Mannscripte  um  200  Pfund  an  den 
Chevalier  Blondeaude  Charnage  verkauft,  in  der  Hoffnung,  dass  sein 
Haufen  von  Lügen  nie  das  Licht  der  Oeffentlichkeit  erblicken  werde.  Aber 
er  hatte  nicht  die  Frechheit,  seine  Infamie  in  dem  Diclionnaire  genSral  zu 
verewigen  und  das  Gedächtniss  der  bedeutendsten  Männer  öffentlich  so  zu 
beschimpfen  (p.  771).*'  Wir  lassen  es  dahingestellt  sein,  wie  weit  diese  Ver- 
mutbung  gerechtfertigt  werden  kann. 

Erlangen,  d.  Januar  1869. 


*}  biehe  Compt,  rend,  18(57,  p.  987,  989,  J018,  1041  a.  f.  w. 
•*)  Compt,  rend,  p.  717,  767,  826,  nnd  in  zweien  mir  unzugänglichen  Ntimmem 
der   englischen  Times   ans   dem  October  oder  November    1867,  wo   er  seine  Ver- 
BQthung^  näher  sa  begründen  versucht. 
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Beiträge 
rar  Theorie  der  AuBgleichung  trigonometrischer  Netze. 

Von 

Dr,  Helmekt. 


Noch  immer  ist  die  Frage  nach  Vereinfachungen  in  der  Theorie  und 
Praxis  dieser  Ausgleichungen  eine  rege,  wenn  auch  weniger  dringend,  seit 
Hansen 's  kürzlich  veröffentlichte  Methode  die  Menge  der  Zahlenrech* 
nungen  möglichst  zu  vermindern,  und  die-  Anwendung  der  Rechenmaschine 
von  Thomas  die  Ausführung  derselben  in  bequemerer  Weise  als  mit  viel* 
stell  igen  Logarithmen  zu  bewirken  gestatten. 

So  bedarf  wohl  auch  die  Vorführung  der  nachstehenden  drei  Beiträge 
keiner  besonderen  Rechtfertigung, 'es  sind  eben  dieselben  ausgearbeitet  wor- 
den, um  vielleicht  die  Frage  der  weitern  Vereinfachung  der  Rechnungen  lösen 
zu  helfen.  Insbesondere  ist  aber  der  zweite  Beitrag  infolge  einer  Notiz  in 
dem  Bericht  über  die  Conferenz  der  europäischen  Oradmessung  im  Jahre 
1867  entstanden ,  wo  empfohlen  wird ,  der  Schleier  macher  'sehen  Me- 
thode mehr  Beachtung  zu  schenken. 


Direote  Ausgleichung  trigonometrisoher  Vetie. 

1. 

Die  Anzahl  der  aufzulösenden  Gleichungen  für  die  Ausglexchungs- 
rechnung  der  Winkelmessungen  eines  trigonometrischen  Netzes  wächst  bei 
ungeänderter  Anzahl  der  Netzpunkte  mit  der  Anzahl  der  eingestellten 
Richtungen  und  erreicht  ein  Maximum,  wenn  jede  mathematisch  denkbare 
Verbindung  zweier  Netzpunkte  als  Richtung  beobachtet  wird.  Sind  im 
Ganzen  überhaupt  R  Richtungen  eingestellt  worden,  ist  aber  n  die  Anzahl 
der  Netzpunkte,  mithin   2(n  — 2)   die  Anzahl  der  zur  Construction  des 
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Netzes  noth  wendigen  Richtungsnnterschiede,  so  beträgt  die  Anzahl  der  über- 
schtissigen  Richtungen,  wenn  jeder  Netzpunkt  auch  ßeobachtungsstation  ist, 

(Ä  —  «)  —  2  (n  —  2) 
und  ebenso  viele  Bedingnngsgleichungen  oder  aufzulösende  Gleichungen 
liefert  das  beobachtete  Netz. 

Nach  beendeter  Ausgleichung  bezieht  man  stets  die  Netzpunkte  auf 
ein  Coordinatensjstem  (Polarcoordinaten ,  rechtwinklige  Coordinaten  oder 
LfiDgen  -  und  Breitencoordinaten) ,  welches  durch  zwei  derselben  in  seiner 
Lage  fizirt  wird;  es  geht  mithin  das  Ziel  aller  Rechnungen  darauf  hinaus, 
zur  Kenntniss  von  2(n— 2j  Coordinaten,  nämlich  denen  von  n— -2  der  Netz- 
punkte, zu  gelangen.  Diese  2  (n— 2)  Coordinaten  sind  die  eigentlichen  Un- 
bekannten der  Rechnung  und  sobald  ihre  Anzahl  kleiner  ist,  als  die  der 
aufzulösenden  Bedingungsgleichungen,  kann  es  von  Vortheil  sein,  die  Aus- 
gleichungsrechnnng  für  die  directe  Berechnung  der  Coordinaten  mit  Ueber- 
gehung  der  Bedingungsgleichungen  einzurichten.  Es  wird  dies  eintre- 
ten, wenn 

(Ä  —  w)  —  2  (n  —  2)  >  2  (n  —  2) 

oder  die  Anzahl  der  eingeßtellteu  Richtungen  der  Ungleichung  genügt 

1)  Ä>5«  — 8. 

Sind  nicht  die  Coordinaten  zweier  Funkte  gegeben,  welche  die  Lage 
des  Coordinatensytems  fixiren ,  sondern  nur  die  Coordinaten  eines  Punktes, 
dem  Coordinatenanfange,  die  Richtung  von  demselben  nach  einem  der  an* 
deren  Punkte,  und  eine  Bedingungsgleichung  zwischen  den  Coordinaten 
sweier  Punkte  (etwa  infolge  einer  Basismessung) ,  so  geht  die  Ungleichung 

1)  Aber  in 

2)  Ä>5«  — 6, 

indem  nicht  mehr  2  (n  —  2)  unbekannte  Coordinaten  vorhanden  sind ,  son- 
dern 2  (ff  «^  1)  —  1 ,  also  auch  ebenso  viele  Gleichungen,  zu  denen  noch  die 
genannte  Bedingungsgleichung  hinzutritt. 

Der  Vortheil  der  geringeren  Anzahl  aufzulösender  Gleichungen,  wel- 
chen die  directe  Ausgleichung  bietet,  erreicht  evd  Maximum  für 

Ä  =  n(n-1), 
wofür  die  Ungleichungen  1)  und  2)  geben 

1)  ««  — 6w  +  8>0    oder    fi>4, 

2),  n'  — 6n  +  6>0    oder    n  >  5, 

d.  i.  in  beiden  Fällen  wesentlich  dieselbe  Forderung. 

• 

2. 

Es  leuchtet  ein ,  dass  vor  Allem  möglichst  scharfe  Näherungswerthe 
der  Coordinaten  ermittelt  werden  müssen,  ehe  von  einer  Ausgleichung  im 
obigen  Sinne  (die  man  fuglich  „Coordinatenausgleichung**  nennen  könnte) 
die  Rede  sein  kann.  Man  wähle  daher 'mit  Hilfe  der  Beobach- 
tungswertbe  ein  zur  mathematischen  Construction  desNetzes 
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erforderliches  VVinkelsystem  aus,  berechne  (auf  Hundertel  resp. 
Tausendel  Secundeu)  die  diesem  Systeme  ganz  scharf  entspre- 
cheirden  Richtungsauterschiede  ,  welche  auch  beobachtet 
worden  sind,  sowie  auch  mit  gleicher  Genauigkeit,  als  wäre 
das  System  das  endgiltige,  die  deselben  entsprechenden  Co- 
ordinaten  der  Netzpunkte*). 

Ist  eine  Längendimension  im  Netze  auch  noch  nicht  genau  bekannt, 
so  mnss  doch  soviel  über  eine  solche  ermittelt  werden,  dass  die  sphärische 
resp.  sphäroidische  Gestalt  der  Erde  berücksichtigt  werden  kann.  Diese 
vorläufige  Längendiroension  genügt  auch  gleichzeitig  für  die  Coordinaten- 
berechnung,  wie  sich  dies  noch  im  weiteren  Verlaufe  dieser  Abhandlung 
zeigen  wird. 

Als  Coordioateus^ Stern  empfiehlt  sich  das  polare.  Vor  dem  recht- 
winkligen hat  es  den  Vorzug  der  Einfachheit,  und  vor  dem  geographischen 
den  erheblichen  Vorzug  einer  geringeren  Abhängigkeit  von  der  Gestalt 
der  Erde. 

3. 
Denkt  man  sich  zunächst  eine  Kngeloberfläehe  als  Träger  des  Netzes 
und  seien  P  und  Q  zwei  Netzpunkte,  0  Coordinateuurspruug,  also 

p^OP     qt=zOQ      s^PQ 
die  Seiten  des  Dreiecks  OPQ^ 

LOQP^O      LOPQ=^P      LQOP^O 
die  Winkel  desselben  Dreiecks  im  Drehungssinn  links -rechts,  wo  insbe- 
sondere noch  0  die  Differenz  der  Anomalien  für  P  und  0,  die  letzteren 
in  demselben  Drehuugssinne  genommen,  bezeichnet: 

L0OP=-O^<Pj,^tp^, 
so  gilt  für  kleine  Aenderungen  dieser  Grössen  p,  q,  s  n.  s.  f.  die  Formel**) 

rfP= ; —  .  dq .  dp r-^  ,cos  0  ,  dO. 

stn  s  tan  8  sin  8 

welche  Gleichung  sich  leicht  verificiren  lässt  durch  Betrachtung  der  Diffe- 
rentialdreiecke,  die  aus  der  Einzeländerung  von  g,  p  und  0  hervorgehen. 
Diese  strenge  Formel  beizubehalten  ist  jedoch  nicht  nöthig,  sobald 
man  an  den  Dreieckswinkeln  die  zur  Reduction  des  Dreiecks  auf  ein  ebenes 
von  gleichlangen  Seiten  erforderlichen  Reductionen  anbringt.  Diese  Reduc- 
tionen  selbst  ändern  sich  für  kleine  Formveränd^rungen  des  Dreiecks  nicht, 
man  bedarf  überhaupt  keiner  genaueren  Kenntniss  derselben  als  auf  höch- 
stens Zehntelmi  nuten. 


*j  Ueber  die  Berechnung  der  Coordlnaten  auf  Kugel  und  Ellipsold  vergl. 
mau  Hansen,  Geodät.  Qntersuctiangon ,  Leipzfg  1805,  Ab«chn.  80,  131  u.a. 
**)  Brünnow,  Sphäri:icbe  Astronomie,  Berlin  1852,  p.  14  (11,  3). 
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Es  seieB  jetzt  P^  0,  0  aaf  die  Ebene  reducirt;  p,  g^  s  seien  die  Lfingen 
der  Seiten  des  sphärischen  oder  ebenen  Dreiecks;  dann  hat  man 
p  :  q  ^  sin  (P+  0)  :  sin  P 

3)  dP^^-O—  dq+^—dp).20Q2Qb'-^  .cosQ.dO 

dP  und  dO  in  Secanden. 

Die  Coefficienten  der  Differentiale  lassen  sich  mit  Bequemlichkeit  be- 
rechnen, da  die  Coordinatenberechnung  die  Werthe  der  Grössen  ö,  Py  s^  q 
znm  Theil  mit  angiebt,  resp.  leicht  mitfinden  lässt.  Es  genügt,  diese  Co- 
efficienten aaf  4  bedentliche  Ziffern  zu  kennen,  daher  man  die  Hilfsgrössen 
entsprechend  genau  auf  höchstens  5  bedeutliche  Ziüern  resp.  Zehntelmi- 
nuten  zu  kennen  braucht. 

4. 

Die  Gleiehung  8)  kann  man  nun  anwenden,  die  Aenderung  des  Rich- 
tangsunterschiedes  zu  finden,  der  in  P  zwischen  den  Richtungen  nach  den 
Objecten  Q^  und  Q^  beobachtet  worden  ist.     Es  ergiebt  sich 

rfPt  — tfP,  =— ^, .— hei-—:: P-  ~ rQ'  —: — 


-^cos  0% .  C'^-ip,)  +^  cos  {),  .  (*-*,), 
worin  bedeuten 

die  Werthe 

206265.  e//7      206265 .  (/^i      206265.  d^,      ^9>p      ^<Pqi     ^9>9S- 
Man  hat  aber  auch,  sobald  man  dP  kU  wahrscheinlichste  Aenderung 
von  P  ansieht 

d  (y*,  —  /*,)  ==  rf/^,  —  d  /',  =  beobachteter  Winkelwerth  A  —  ^i » 

+  Beobachtungsfehler  (P,)  —  (P,), 
—  berechneter  Winkelwerth  ^,  —  ^, , 
mithin 

*t  *i  «t 

+  Q.^^'-^-^.cosO,  0^-,^,)  +  ^cos£>,  (i(;-i^,). 

In  dieser  Gleichung  tritt  nur  die  Differenz  ($t~~$i)  ^^^9  ^o  ^^^  $f 
und  $,  für  sich  allein  nicht  bekannt  zu  sein  brauchten,  wenn  diese  Werthe 
nicht  in  die  Berechnung  der  Coefficienten  der  ^  für  die  Werthe  P^  und  P^ 
zu  substituiren  wären.  Immerhin  bedarf  man  nur  einer  genäherten  Kennt- 
niss  der  Einzelwerthe  $. 

Jede  weitere  Richtung  nach  0,,  iß«,  Q^  u.  s.  f.,  die  in  P  eingeschnitten 
wird,  giebt  eine  ähnliehe  Gleichung,  wenn  man  sich  diese  Richtungen  mit 
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der  nach  Qi  yerbunden  denkt;  an  Stelle  des  Index  2  treten  in  diesen 
Gleichungen  die  Zeiger  3,  4,  5  u.  s.  f.,  dagegen  treten  in  allen  Gleichangen 
die  Glieder  mit  den  Indices  i  vollkommen  gleich  auf.  Diesen  Umstand 
knnn   man  wie  folgt  benatzen. 

Das  Gleichungssystem,  welches  man  für  die  Messung  jedes  Gyrus  er- 
hält, gestaltet  sich  nämlich  weit  einfacher  in  der  Form 

(/'0=«-(/'.-5P,)-'-^.  Q.  -'-^.9  +  ^-^  cosQ, .  (tp.-i/;) 
(P.)  =  «-(/'.-^.)-*-^^ .  Q»-  '-^' .  (>  +  ^  cos  0.  .  (V-.-*) 


welches  System  sowohl  eine  Gleichung  als  anch  ei6e  Unbekannte  —  dieHilfs- 
grosse  u  —  mehr  zählt  als  das  anfängliche.  Für  einen  zweiten  Gyrus  ge- 
staltet sich  das  System  dieser  Fehlergleichungen 


6) 


S»  Si 


and  ähnlich  für  andere  Gyri. 

Jeder  der  Gleichungen  bat  man  ein  Gewicht  g  beizulegen,  welches 
Null  wird ,  falls  die  Bichtung  weggelassen  wurde  entweder  bei  der  Beob- 
achtung des  Gyrus,  oder  wegen  eines  groben  Fehlers  oder  aus  anderen 
Gründen. 

Die  Fehlergleichungen  für  Beobachtungen  desselben  Objects  in  ver- 
schiedenen Gyris  unterscheiden  sich  nur  durch  die  Hilfsgrösse  u  und  den 
Beobachtungswerth  (i'  — $),  hinsichtlich  dessen  einleuchtet,  sofern  nur 
Unterschiede  der  P  beobachtet  werden  können ,  dass  von  den  Differenzen 
(P  ^  ^)  eines  und  desselben  Gyrus  nur  wiederum  die  Unterschiede  genau 
den  Beobachtungen  und  den  berechneten  Werthen  der  Unterschiede  der  P 
zu  entsprechen  haben ;  nämlich 

durch  die  unter  Abschnitt  2  erwähnte  Rechnung .  ergeben  sich  die 
scharfen  Unterschiede  der  ^, 

durch  die  Beobachtungen  ergeben  sich  die  Unterschiede  der  P, 
eines  der  $  nnd  eines  der  Psind  daher  beliebig  zu  wählen,  z.B.  ^j  und  /\. 
Während  sonach  (^i— ?Pi)  beliebig  gross  gemacht  werden  kann ,  müssen 
die  Differenzen  dieses  Werth es  mit  den  übrigen  Werthen  (P— $)  desselben 
Gyrus  doch  bestimmte  Werthe  haben.  Augenscheinlich  wird  die  Wahl 
eines  bestimmten  Werthes  von  C^i  —  ^t)  die  Grösse  von  u  beeinflussen  i 
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und  wie  man  von  diesem  Umstände  Nntsen  ziehen  kann,  wird  sich  bald 
zeigen, 

5. 

Für  die  Beobachtungen  auf  sämmtlichen  Stationen  erhäit  man  Gleich- 
UDgBsyBteme  wie  oben,  und  aus  der  ganzen  Masse  dieser  Fehlergleichungen 
hat  man  die  Unbekannten  mit  Hilfe  zu  bildender  Normalgleichungen  zu 
ermitteln.  Auch  für  jedes  u,  deren  jeder  Gyrns  ein  anderes  besitzt,  giebt  es 
eine  Normalgleichung,  dieselben  sind  aber  einfacher  Gestalt  und  mit  Hilfe 
derselben  die  u  aus  den  Normalgleichungen  der  g  und  tf;  leicht  zu  eliminiren. 

Die  Normalgleichung  z.  B.  für  u,  Fehlergleichungssjstem  4,  setzt  sich 
nur  ans  diesem  zusammen  und  lautet: 

sin  öl                  sin  P,                  sin  (>, 
7  --'üi'  9t ; —  Qt    Qt ; — ^9t'9z—  ••• 

*l  *t  *8 

!sin  P,         ,  sin  A         .  sin  A  ,         ( 

*i  *2  *a  1 

+  ^  COS  Q,  .  flf,  (V,  -  T/^)  +  l-  COS  (),  flf,  (t(;,  —  tlf) 

Die  Ermittelung  dieses  ti,  wie  jedes  andern,  läuft  also  im  Wesent- 
lichen nur  auf  eine  Summirung  der  Gleichungen  eines  Gyrus  mit  Berück- 
sichtigung der  Gewichte  hinaus,  die  um  so  einfacher  ist,  als  man  diese  Ge- 
wichte nur  zu  1  oder  Null  anzunehmen  pflegt.  Die  Berechnung  von  u  wird 
nicht  erschwert,  falls  man  verschiedenen  Gyris  ungleiche  Gewichte  beilegt, 
da  u  eben  nur  von  dem  ihm  zngehörenden  Gyrus  abhängig  ist,  und  man 
wohl  nicht  in  die  Lage  kommen  wird,  in  demselben  Gyrus  für  beobachtete 
Richtungen  verschiedene  Gewichte  aufzustellen. 

Eine  wesentliche  Vereinfachung  gewinnt  die  Darstellung  der  u  nach 
Gleichung  tt)  wenn  man  das  Glied  der  Beobachtungswerthe 

ZU  Null  macht,  was  aus  dem  schon  angeführten  Umstände  thunlich  ist, 
dass  nur  die  Differenzen  der  (/*,  —  ^,) ,  (/^,  —  5ß,)  u.  s.  f.  bestimmte  Werthe 
haben.  Man  ziehe  also  den  Werth  obiger  Summe,  nachdem  er  durch  die 
Summe  der  g  dividirt  worden  ist,  von  den  {P^  —  5p,),  {Pf—  ^t)  ^*  ».  f.  ab 
und  betrachte  die  Reste  für  die  weitere  Rechnung  als  die  Beobachtungs- 
werthe der  Fehlergleichungen  des  betreffenden  Gyrus. 

6. 

In  die  Normalgleichung  eines  q  oder  tf;  gehen  selbstverständlich  sehr 
viele  Fehlergleichungen  verschiedener  Systeme  ein  und  man  kann  die  ein- 
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zelnen  Theile  der  Normalgleicfaungen ,  welche  von  den  Beobachtungen  auf 
den  einzelnen  Stationen  herrühren,  von  einander  unterscheiden. 

So  kommen  hinsichtlich  der  Messungen  auf'Stationi'aus  den  beiden  Sj- 
stenien  4  und  5  in  die  Normalgleichung  für  ^i*  die  Glieder  (rechter  Hand  vom 
Gleichheitszeichen,  wenn  links  immer  schliesslich  die  Null  zu  stehen  kommt) 

sin  Ol 


7) 


—  lu.g^  +  u  .gi'+...  \ 
.   l  sin  Oi    sin  Q{        ,  sin  Qt     sin  P, 

(       Si  Si  Si  Si  "^ 

sin  Oi  COS  Qi     gi 


sin  Qi 


Dagegen  ergeben  sich  für  die  Normalgleichnng  von  ^,  einer  Coordina- 

tenverbesserung  von  Py  aus  den  Messungen  auf  Station  P  die  Wertbe 

sinPi         ,  sinP^         ,  sinP,         ,        J 
-— "•fl'i  +  --r~    0^8  +  — —  .Ö'«+-->  M 


isinP^       ,     sinPi      ,  ,  sinP^       ,.        {       , 

+  \ip,-  ^d-9i  +  (Pf  -  W'  9i+ •  •  •!  •  -r' 

sin  P 

, + { (i>.  -  sßo.  tf, + (p.  -  gj.y.  ff.'+  • .  •  j .  -— • 

I  * 

+  .     • 

]   ,\sinQ,  sinPy  sinP^ .  cos  Q,  q^        \  .  ^/  .         \ 

\sinQ^  sinP^  sin P^. cos Q^  qt       {    ,       ,  ^.  .         . 

) sinQ^  5tw/>,  sinP^.cosQ^  q^        (    >^  o. ^  'j.        i 


I  -r 

I    ,   isinP^  sinPi.      .      ,.       .   ,  mP,  sinP^         ,      '  .         ^ 
i r- •(P8  +  ö'8  +  --0+---?-*- 

*3  *8  \ 
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Hierzu  treten  noeh  Gliederschaaren  ähnlich  denen  nster  7)  wegen  der 
Messungen  auf  den  anderen  Stationen,  während  au  7)  Gliederschaaren  tre- 
ten ,  die  denen  unter  8)  gleichen ,  soweit  sie  Ton  den  Messungen  auf  der 
Station  herrühren,  au  welcher  Qt  gehört,  dagegen  denen  unter  7)  gleichen, 
soweit  sie  andere  Stationen  betreffen. 

Aus  den  Normalgleichungen  für  die  q  und  ^  eliminirt  man  die  u  mit 
Hilfe  der  in  Abschnitt  5  angegebenen  Werthe  derselben. 

Selbstverständlich  erheischt  die  Uebersicht  des  Ganzen  eine  tabella- 
rische Anordnung,  die  noch  näher  erörtert  werden  wird« 

7. 
Unter  den  beobachteten  Richtungen  giebt  es  auch  locale  Visuren, 
die  Objecte  betreffen,  welche  nur  von  einer  Station  aus  eingeschnitten 
werden,  —  oder  untergeordnete  Objecte,  die  zwar  von  mehreren  Stationen 
eingeschnitten  werden,  jedoch  viel  weniger  oft  als  die  anderen  Objecte, 
weshalb  man  den  Zusammenhang  der  Visuren  im  Netze  aufgiebt  und  sich 
vorstellt,  dass  diese  Visuren  gewissermassen  verschiedene  Objecte  beträfen. 
Für  das  von  P  aus  in  localen  Visuren  eingeschnittene  Object  Qn  gestalten 
sich  die  Fehlergleichungen  zunächst  wie  für  jedes  andere  Object;  da  man 
aber  offenbar  die  Glieder 

nicht  trennen  kann ,  indem  eine  andere  Function  von  Qn  und  ^^  nicht  vor- 
kommt, so  vereinige  man  vorerst  diese  Glieder  unter  dem  Sjmbol  y  und 
die  betreffenden  Fehlergleichungen  in  System  4  und  5  gehen  dann  über  in 

für  4:    iPn)^U^{Pn-%)-'^.Q-^^.COS0n.'ll^-y 

„   6:    (/>.)•= «'_(/>._^.)'_?!^".^_£-. CO» £>».*-y. 

Obgleich  nun  q  und  ^  auch  noch  in  anderer  Verbindung  vorkommen, 
so  erhellt  doch,  dass  eine  weitere  Vereinfachung  gestattet  ist  durch  Zusam- 
inenziehuflg  der  Glieder 

sin  Pn  Qn 


Sn  Sn 

in  die  Unbekannte  xc,  so  dass  man  als  Fehlergleichungen  erhält 
i  für  4)    (/',)  =  «'-(^«-^«)  +  ^ 

9)  J      V    5)     iPny==U^iPn-^ny+X 


Die  Zulässigkeit  dieser  Vereinfachung  lässt  sich  auch  dadurch  zeigen, 
dass  man  sich  die  Normalgleichungen  für  die  q  und  ^  gebildet  denkt  mit 
Einführung  des  y.  Nach  Elimination  der  u  zeigt  sich  alsdann  immer,  dass 
in  diesen  Normalgleichungen  dasjenige,  was  von 

Zaitschrin  f.  Malhcmatik  a.  Physik  XIV,  3.  13 
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herrührt,  so  zusammengefasst  werden  kann,  dass  dieses  Aggregat  als  eine 
Grösse  —  a;  —  auftritt. 

Jeder  localen  Visur  entspricht  eine  Unbekannte  x  und  dieser  eine 
Norraalgleichung  von  der  Form 

10  =  +  M  .  ^„  +  n.  ffn+  •  •  • 

Kommen  in  einem  Gyrua  mehrere  locale  Visuren  vor,  so  greifen  die 
Normalgleichungen  derselben  in  einander  ein.  Jedenfalls  wird  die  Elimi- 
nation der  u  aus  diesen  Gleichungen  und  die  darauf  erfolgende  Elimination 
der  X  aus  den  Normalgleichungen  der  q  und  Hf  nicht  viele  Mühe  machen. 

Die  Uebersichtlichkeit  des  Ganzen  wird  gewinnen ,  wenn  die  Objecto 
der  localen  Visuren  die  ersten  Nummern  erhalten,  oder  auch  die  Unbe- 
kannten X  den  Q  und  tf;  vorangesetzt  werden. 

8. 
Vorsclirift  ssn  tabellarischer  Berechnung. 

Unter  der  Annahme,  dass  nur  Gewichte  I  oder  Null  vorkommen,  soll 
jetzt  in  Worten  eine  Vorschrift  zu  tabellarischer  Berechnung  gegeben  and 
diese  weiterhin  durch  ein  Beispiel  erläutert  werden. 

Für  jede  Station  werden  die  beobachteten  Gyris  zusammengestellt 
und  dabei  die  Eeihen  mit  denselben  Objecten  insbesondere  unter  einander 
gruppirt.  Den  Ablesungen  für  eine  Richtung  giebt  man  wie  üblich  den  Be- 
trag Null  und  ist  in  einem  Gjrus  dieselbe  nicht  beobachtet,  so  wählt  man 
doch  die  Ablesung  für  eine  der  beobachteten  Richtungen  so,  dass  sie  unge- 
fähr denselben  Betrag  erreicht,  wie  in  den  übrigen  Reihen,  wo  jene  Rich- 
tung nicht  fehlt. 

Die  berechneten  Richtungsunterschiede  geben  das  Mittel  zur  Berech- 
nung derjenigen  ^,  welche  in  den  Differenzen  {^P —  ^)  vorkommen.  Mau 
wird  für  die  Richtung,  deren  Ablesung  Null  ist,  auch  $  Null  setzen  und 
dem  entsprechend  die  Werthe  $  für  die  anderen  Richtungen  aufstellen. 

Von  den  Beobachtungswerthen  ziehe  man  jetzt  die  betreffenden  be- 
rechneten Werthe  ab  und  trage  die  Differenzen  in  eine  Tabelle  —  für  jede 
Station  eine  besondere  —  derartig  ein ,  dass  die  Werthe  eines  Gyrus  unter 
einander,  die  einer  Richtung  neben  einander  zu  stehen  kommen.  Diese  Ta- 
belle heisse  PI  für  Station  P,  In  diesen  Tabellen  bilde  man  die  Summen 
der  verticalen  Colonnen,  bilde  hieraus  die  Quotienten  dieser  Summen  und 
der  betreffenden  Gliederzahl  und  ziehe  die  so  erhaltenen  Mittelwerthe  von 
jedem  Gliede  der  zugehörenden  Colonne  ab.  Die  Differenzen  setze  man 
in  eine  Tabelle  II  —  für  Station  P Pll  — ,  so  dass  die  Werthe  für  einen 
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Gyrns  nunmehr  neben  einander,  hingegen  die  einer  Richtung  unter  einander 
zu  stehen  kommen.  Die  Summen  der  Glieder  der  horizontalen  Beihen 
müssen  hiernach  Null  sein. 

Die  negativen  Summen  der  verticalen  Colonnen  aber  trägt  man  für 
alle  Stationen  zusammen  in  eine  Hanpttabelle,  welche  die  Summen  der 
Stationstabellen  in  Horizontalreihen  aufnimmt,  doch  so,  dass  die  Summen, 
welche  für  verschiedene  Stationen  denselben  Objecten  entsprechen ,  Verti* 
calreihen  bilden.  Die  Tabelle  enthält  daher  für  jede  Boobachtungsstation 
eine  Horizontalreihe,  für  jedes  beobachtete  Object  eine  Verticalreihe  und 
es  ist  wünschenswerth ,  die  Verticalreihen  solcher  Objecto,  die  locale  Vi- 
snren  geben,  den  anderen  vorangehen  zu  lassen. 

In  Tabellen  III,  für  jede  Station  eine  besondere,  trage  man  nun  die 
Coefficienten  der  q  und  tf;*)  entsprechend  den  Visuren  nach  den  Objecten 
ein,  so  dass  in  einer  Horizontalreihe  die  Coefficienten  für  alle  Visuren  nach 
demselben  Objecto,  in  einer  Verticalreihe  die  Coefficienten  derselben  Un- 
bekannten stehen.  Die  Anordnung  der  Horizontalreihen  zu  einander  muss 
der  Reihenfolge  der  Verticalreihen  der  Haupttabelle  entsprechen  und  ebenso 
die  Anordnung  der  Verticalreihen,  nur  dass  die  Verticalreihen,  mit  Aus- 
nahme für  die  Unbekannten  x,  Doppelreihen  sind  für  ^  und  ^  desselben 
Netzpunktes. 

Jeder  Horizontalreihe  sefze  man  eine  Zahl  bei,  welche  angiebt,  wie 
oft  die  betreffende  Visur  wiederholt  worden  ist 

Aneh  bemerke  man,  dass  die  Coefficienten  der  q  zweier  gegenseitig 
beobachteten  Netzpunkte  in  den  beiden  Fehlergleichungen  gleich  sind ,  so 
dass  resp.  ^m  und  Qu  in  der  Visur  MN  dieselben  Coefficienten  besitzen,  als 
resp.  Qm  nnd  ^n  in  der  Visur  NM» 

Zur  Bildung  der  u  addire  man  die  Verticalreihen  der  Tabellen  HI, 
nachdem  man  diejenigen  Horizontalreihen,  welche  nichtbeobachteteu  Ob- 
jecten zukommen,  verdeckt  hat;  die  Summen  dividire  man  durch  die  An- 
zahl der  freien  Horizontalreiben  und  setze  die  Glieder  als  Horizontalreihe 
in  Tabelle  IV.  Für  jede  Station  ergiebt  sich  eine  Tabelle  IV,  in  denen 
die  Glieder  der  Horizontalreihen  die  Coefficienten  der  Unbekannten  sind, 
mit  denen  sie  multiplicirt  die  negativen  Werthe  der  u  der  sämmtlichen 
Gjris  der  Reihe  nach  angeben.  Gyris  mit  gleichen  Olgecten  haben  gleiche 
u ,  deren  Werth  nur  ein  Mal  aufgeführt  zu  werden  braucht. 

Nunmehr  hat  die  Bildung  der  Normalgleichungen  für  die  x,  q  und  tf/ 
zu  beginnen.  Jede  derselben  stelle  man  auf  zwei  Bogen  dar,  deren  einer 
die  von  den  u  unabhängigen  Glieder  aufzunehmen  hat,  während  die  von 
den  u  abhängigen  Glieder  den  anderen  erfüllen.     Zieht  man  die  letzteren 


*)  Also -  für  9i ;      ?^  cos  Q^  für  -^j  u.  s.  f. 

13* 
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sodann  von  den  eruteren  ab ,  so  ergiebt  sich  die  gleich  Null  zu  setzende 
rechte  Seite  der  Normalgletchnng, 

Auf  den  ersten  Bogen  der  Normalgleichung  für  Qi  kommen  nun  z.  B. 
hinsichtlich  der  Messungen  auf  Station  P  zu  stehen 

als  Theil  des  Absei ntgl jedes  eine  Summe  von  Prodncten  gebildet  aus 
dem  1.,  2.,  3.,  ...  Gliede  der  7^'"  Horizontalreihe  der  Hanpttabelle  mit 
resp.  den  gleichnamigen  Gliedern  der  Verticalreihe  in  P  III,  welche  ^ 
zugehört , 

alle  Glieder,  welche  entstehen,  indem  man  die  Horizontalreihen  von 
Pill  als  rechte  Seiten  von  Gleichangen  ansieht,  aus  denen  man  die  Nor- 
malgleichungen für  Qi  zu  bilden  hat.  Als  Gewicht  dieser  Reihen  oder 
Gleichungen  sind  die  Zahlen  anzusehen,  welche  hinter  diese  Reihen  ge- 
setzt wurden. 

Auf  den  zweiten  Bogen  kommen  für  dieselbe  Normalgleichung 

a)  wenn  Qi  zam  Radiusvector  von  P  gehört:  eine  Reihe  von  Froducten 
gebildet  aus  den  in  Tabelle  IV  befindlichen  negativen  ti-Werthen  mit  resp. 
den  Summen  derjenigen  Glieder  der  zu  Qi  gehörenden  Verticalreihe  in 
Plllf  welche  zu  nicht  verschwindenden  Horizontalreihen  gehören«  (Es 
mussten  n&mlich  schon  bei  Bildung  der  u  diejenigen  der  letzteren,  welche 
nichtbeobachteten  Objecten  entsprachen ,  bedeckt  werden.) 

b)  wenn  Qi  zum  Radios vector  von  P  nicht  gehört:  das  Prodnet  aus 
dem  in  diesem  Falle  einzigen  Coefficienten  der  zu  Qi  gehörenden  Vertical- 
reihe in  P  III  mit  der  Summe  aller  negativen  u ,  deren  Gjris  die  zu  Qi  ge- 
hörende Station  als  Object  enthalten; 

Wesentlich  einfacher  ist  die  Bildung  der  Normalgleichung  für  die  x^ 
sie  erhellt  unmittelbar  aus  Gleichungssjstem  0) ,  lässt  sich  überdies  genau 
so  vornehmen,  wie  die  Bildung  der  Normalgleichung  für  ein  q  oder  i^. 

9. 

Die  niehtquadratrischen  Coefficienten  der  Normalgleichungen  müssen 
in  symmetrischer  Weise  mit  einander  übereinstimmen  und  ist  dies  eine 
Rechnnngscontrole. 

Die  Auflösung  der  Normnlgleichungen  erfolgt  nun  zunächst  soweit, 
dass  nur  noch  die  Unbekannten  q  und  if;,  nicht  aber  die  x  mehr  vorkom- 
men, und  diese  Normalgleichungen  sollen  nun  im  Folgenden  immer  als  die- 
jenigen für  Q  und  ^  bezeichnet  werden,  indem  auch  die  Schwierigkeiten 
der  Elimination  der  x  zu  denen  der  weiteren  Auflösung  m  keinem  Ver- 
hältnisse stehen,  und  diese  x  wie  die  u  nur  als  vorübergehend  wichtige 
Hilfsgrössen  auftreten. 

Die  weitere  Auflösung  erfolgt  im  Falle  zweier  gegebenen  Punkte  wie 
gewöhnlich,  ebenso  die  Gewichtsberechnnng. 

Sobstituirt  man  die  ermittelten  q^  if;,  Xj  u  in  die  Fehlergleichungen ,  so 
ergeben  sich  die  Verbesserongen  der  Richtungen  und  Winkel  und  es  müs- 
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sen  die  ausgeglicbeoen  Winkel  den  Winkel-  und  Seitenbedingungsgleichnn- 
gen  des  Nettes  genügen,  was  indess  nnr  ein  Zeichen  der  genauen  Aufstel- 
lung der  Fehlergleichungen  ist,  welche  diese  Bedingungsgleichungen  iden- 
tisch erfüllen  müssen. 

Die  sorgfältigste  Controle  der  Ausgleichung  besteht  in  nochmaliger 
Berechnung  der  Coordinaten  mittelst  der  ausgeglichenen  Winkelwerthe 
und  müssen  die  so  ermittelten  Werthe  mit  den  verbesserten  anfänglichen 
Werthen  genau  übereinstimmen. 

10. 

Die  schematischo  Berechnung  der  Beobachtungsfehler  erfolgt,  indem 
man  zunächst  mit  Hilfe  der  Tabellen  IV  die  negativen  v -Werthe  bestimmt, 
sodann  die  numerischen  Werthe  der  Glieder  (welche  mit  ihren  resp.  Unbe- 
kannten zu  multipliciren  sind)  der  Horizontalreihen  der  Tabellen  III  sdm- 
mirt  und  von  diesen  Summen  die  betreffenden  negativen  ti« Werthe  subtra- 
hirt  und  ebenso  die  betreffenden  Glieder  der  Tabellen  II  subtrahirt. 

Man  erbält  z.  B.  die  Verbesserungen  der  Visuren  nach  den  einzelnen 
Objecten  des  ersten  Ojrus  auf  Station  P^  wenn  man  von  den  Summen  der 
Horizontalreiheu  i' III,  welche  beobachteten  Objecten  entsprechen,  den 
negativen  ti-Werth  des  ersten  Gyrus  subtrahirt  und  hiervon  resp.  das  1., 
12.y  3. . . .  numerisch  angegebene  Glied  der  Tabelle  P II  abzieht. 

11. 

Um  die  tabellarische  Anordnung  an  einem  Beispiele  wenigstens  etwas 
zu  erläutern,  werde  die  Beobachtung  eines  reinen  Quadrates  fingirt.  Es 
sei  der  Einfachheit  halber  als  eben  vorausgesetzt,  Station  1  sei  Coordi- 
natenanfang,  die  Anomalie  der  Seite  1.  2  (von  links  nach  rechts  gezählt) 
sei  45^  und  die  Länge  2.  4  sei  gleich  ^gefunden. 

Die  genäherten,  mit  Hilfe  des  vorläufigen,  der  reinen  Quadratform 
scharf  entsprechenden  Winkelsystemes  berechneten  Coordinaten  seien 

g>,  fällt  aus ,      9),  =»  45^         g>,  =  90»,         94=  ISO». 

Obgleich  die  Länge  r,  =  1  nicht  definitiv  ist,  soll  dies  doch  so  ange- 
nommen werden,  um  an  den  Fall  zunächst  anzuschliessen ,  wo  die  Coordi* 
naten  zweier  Punkte  bekannt  sind. 

Nach  erfolgter  Ausgleichung  lässt  sich  dann  immer  noch  in  einfacher 
Weise  die  Messung  von  2.  4  berücksichtigen,  sobald  es  auf  Gewichtsbe- 
reehnung  nicht  ankommt.  Ist  diese  erwünscht,  so  darf  die  Ausgleichung 
sich  wie  im  Folgenden  nicht  blos  auf  die  Coordinaten  von  3  und  4  er- 
strecken, sondern  muss  auch  die  Grösse  q^  enthalten. 
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Die  beobachteten  Richtangswerthe  (wobei  von  localen  Visaren,  als 
welche  in  sehr  einfacher  Weise  in  die  Rechnung  eingehen,  abgesehen  ist) 
seien  folgende  für: 


Station  1. 


2. 

3. 

4. 

1.  Satz 
3.    „ 

0.  0.  0. 
0.0,0. 

45°0'0.  3 
45  0  i.O 
45  0  0.0 

90°  0'  0."9 
89  59  59,8 

Station  2. 


1. 

3. 

4. 

i.  Satz 

2.  „ 

3.  „ 

0.  0.  0. 
0.  0.  0. 

270^0'0."6 
270  0  0.0 

3150  0'  0."8 
315   0  O.ö 
315   0   i.O 

Station  3. 


1. 

2. 

4. 

1.  Satz 

2.  „ 

0.  0.  0. 
0.  0.  0. 

45  0  1,0 
45  0  0,3 

315   0   0,5 
314  59  59,7 

Station  4. 

1. 

2. 

8. 

X.  Satz 
2.     n 

0.  0.  0. 
0  .0.  0. 

45  0  0,2 
45  0  1.0 

90  0   1.3 
90  0  0.5 

Hieraus  folgen  die  Tabellen  I  und  II,  sowie  die  Haupttabelle: 


LI. 

1.  Satz. 

2.  Salz. 

3.  Satz. 

2. 

'  0.0 

0,0 

3. 

0.3 

1.0 

0,0 

4. 

0,9 

—  0.2 

Mittel 

0.4 

0.5 

-O.l 

2.1. 

1.              2. 

3. 

1. 

0.0 

0.0 

3. 

0.6 

0.0 

4. 

0.3 

0.Ö 

1,0 

0.3 


0.3 


0,5 


3.1. 

1. 

2. 

i. 

0,0 

0,0 

2. 

1.0 

0.3 

4. 

0,5 

-0.3 

0.5 

0.0 

4.  I. 

K 

2. 

1. 

0.0 

0.0 

2. 

0.2 

1.0 

3. 

i.3 

0.5 

0.5 

0.5 

l.II. 


2.  II. 


2. 

3. 

4. 

Conlrol« 

1.  Satz 

2.  n 

3.  » 

-0.4 
-0.5 

—  0,1 
+  0.5 
+  0;1 

+  0.5 
—  0.1 

0,0 
0.0 
0.0 

Summe 

—  0.9 

+  0,5 

+  0.4 

0.0 

1.            3. 

4. 

1.  Satz 

2.  n 

3.  „ 

-0.3    +0.3 
—  0.3 

—  0.5 

0.0 
+  0.3 
+  0.5 

0.0 
0.0 
0.0 

—  0.6     —0.2 

+  0,8 

0.0 
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1. 

.11. 
2. 

4, 

1.  Satz 

2.  ., 

—  0.5 
0,0 

+  0,5 
+  0,3 

0,0 
—  0,3 

0.0 
0.0 

-0.5 

+  0.8 

-0.3 

0,0 

4.  IL 


1. 

2. 

3. 

1.  Satz 

2.  „ 

-0.5 
—  0,5 

-0.3 
+  0,5 

+  0,8 
0.0 

0.0 
0.0 

-1.0 

+  0.2 

+  0.8 

0.0 

Haupttabelle. 


1. 

2. 

8. 

4. 

1. 

2. 
3. 
4. 

+  0.« 
+  0.5 
+  1.0 

+  0.9 

-0.8 
-0,2 

—  0,5 
+  0.2 

—  0,8 

-0.4 
-0,8 
+  0.3 

Hierauf  berechnen  sich  die  Tabellen  III  nnd  IV  mit  Weglassung  der 
Colonnen  für  ^i  (,>  ^i>  H',  sn: 

1.  III. 


Ps 

% 

Vi 

% 

1. 

. 

• 

. 

• 

, 

2. 

, 

• 

, 

• 

2. 

3. 

0,0 

+  1.0 

, 

, 

3. 

4. 

• 

• 

0,0 

+  1.0 

2. 

2.  III. 

93 

^3 

9* 

*4 

]. 

^ 

, 

, 

. 

2. 

2. 

. 

• 

, 

. 

• 

3. 

—  0.7071 

+  1.0 

. 

. 

2. 

4. 

• 

• 

—  0.6 

+  0,5 

3. 

3,IU. 


Cs 

% 

Q* 

*4 

1. 

, 

, 

. 

2. 

—  0,7071 

0,0 

, 

, 

3. 

. 

. 

, 

. 

4. 

+  0,7071 

0.0 

—  1.0 

0.0 
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4.  m. 


% 

9* 

*4 

^ 

, 

^ 

2- 

, 

-0.5 

-0.5 

2. 

+  i;o 

—  l.O 

-1.0 

2. 

• 

• 

•• 

• 

ft 

l.IV. 

—  u 

—  u 

-ll" 

0.0 
0.0 
0.0 

+  0,3333 
+  0.5000 
+  0.5000 

^1 


% 


0,0 
0.0 


+  0,3 
+  0.5000 


99 

2.  IV. 

^4 

*4 

—  u 

0 

—  u 

-ll" 

—  0.2357 

—  0.3536 

+  0.3333 
+  0,5000 

—  0.1667 

—  0.2500 

—  0,2500 

+  0,1667 
+  0.2500 
+  0.2500 

— u  und  — u 


J.  IV. 

9» 

% 

9t 

% 

0.0 

0.0 

—  0.3333 

0.0 

— u  und  — u 


99 


+  0.2357 


4.  IV. 

^3 


+  0.: 


94 


—  0.5000 


^4 


0,5000 


Die  Nornmlgleichangen  werden: 


1.  Tbeil 


1.  für  Q^. 
0,0        +0,0^3    +0,0      %  +  Ofl     ^4  +  0,0       % 

—  0,14142  +  1,0         —1,4142      +0,0  +0,0 

+  0,77781+2,0  0,0  —1,4142     +0,0  , 

—  0,56568+1,0         +1,4142      —1,4142     — 1,4142 1/;^ 


davon  ab  als 


2.  Tbeil 


0. 


+  0,0     (»a+0,0      *s  +  0,0     P4+0,0      % 
+  0  4167    -0,5803      +0,2946    —0,2946 
+  0,0         +0,0  +0,0  +0,0 

+  0,8333   +0,4714      —0,7071     —0,7071 


Von  Dr.  Hblmbrt. 


189 


oder  suflammengesogen 

1)  0  =  +  0,0707  +  3,25  Q^  +  0,1 179  ^3  —  2,4159  q^  —  0,4125  %. 

2.  für  t/;,. 
(-0.5  +31^3 

l.Theil    ) +0,2- 1,4142  (.3 +  2 
)       0,0  . 

f— 0,8+1,4142       +2      — 2^^  — 2t(;4 

l  +  1 ,3333  %  +  0,8333  % 

2.  Theil    1  -  ^'^^^  ^8  +  0,8333      -  0,4167  g^  +  0,4167 

(+0,4714      +0,6667       —1,0000      —1,0000 

2)  0  =  —  1,1  +  0,1179  ^3  +  4,1667  %  —  0,5833  Q^  —  2,2500  i/;^. 

3.  für  Q^. 
0,0  +  0,0 

+  0,4        .  .        +0,75    P4-0  75t/;, 

-0,3—1,4142^3        .        +2,00 
+  0,9—1,4142       —  2if;3+2,60         +2,50 

0,0  .  ] 

+  0,2947  ^3  —  0,4167  ^3  +  0,3333  Q^  —  0,3333  %  -' 

+  0,6667 
—  0,7071      —1,0000       +1,5000      +1,5000 

1,0  —  2,4160  P3  —  0,5883  ij}^  +  2,75  q^  +  0,5833  %. 

4.  für  %. 
—  0,4           .  .  +2,00t(;4 

•0,4  .  —0,75^^  +  0,75 


1.  Theil 


2.  Theil 


l 


3) 


1.  Theil 


2.  Theil 


+  0,9  —  1,4142  ^3  —  2  tf;,  +  2,50         +  2,50 

+  0,8333^8  .  +  0,8333 1(;4 

—  0,2947  ^3  +  0,4167      —  0,3^33  g^  +  0,3333 


-0,7071      —1,0000      +1,5000      +1,5000 
4)  0  =  +  0,1  —  0,^124  (>3  —  2,25  %  +  0,5833  q^  +  2,5834  tp^. 

Die  Uebereinstimmung  der  doppeltberechneten  nichtquadratischen 
Glieder  dient  zur  Controle  der  Berechnung. 

Mit  Weglassung  der  Berechnung  der  Gewichte  mögen  noch  Werthe 
der  Q  und  ip  angeführt  werden ,  welche  den  vier  Normalgleichnngen  bis  auf 
0,01  Rest  genügen.   Es  sind  diese 

ft  =  — 0,76,      ^3  =  +  0,34,      ^^  =  -1,04,     ^4  =  + 0,37, 
daher  sind  die  Verbesserungen  an  r^  gleich   —  0,0000037 ,   an   r^  gleich 
-0,0000050. 

Sofern  nun  aber  (2.4)  genau  gemessen  gleich  ^2  ist,  hat  man  r2fr^^  r^ 
in  demselben  Verhältnisse  so  zu  multipliciren ,  dass  die  Strecke  (2.4)  dem 
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gemessenen  Werthe   gleich   wird.      Man  findet  leicht,  daas  ohigea  Ver- 


(2.4)  =  J^2  {1—0,0000017} 
entspricht;  nm   daher  (2.4)  genau  gleich  j/2  zu.  erhalten ,  sind  die  r  um 
0,0000017  ihres  Werthes  zu  vergrössern. 

Die  ausgeglichenen  Coordinaten  sind  nun  hiernach 
ri  =  0,     r,  =3  1,0 +  0,0000017,     Tg  ==/2  — 0,0000013,     r4=  1,0  — 0,0000033. 
g>,  s=  45^  q>s  =  ÖO^  0'+  0,"34  q>^  =  135"  0'+  0,"37. 

Es  findet  sich  weiter  mit  Hilfe  der  numerischen  Werthe  der  q  und  ^ 
für  die 

1.  Station.  2.  Station.  3.  Station.  4.  Station. 

—  u  =+0,237,      —  w  =+0,527, 

— 1/=+0,170,     — «'=+0,352,     — M=— m'=+0,347,     —m==—u= +0,270. 

—  w"=+0,355 ,     —  m"=+0,790  , 

Ferner  ergeben  sich  fär  die  Samraen  der  Horizontalreihen  der  Ta- 
bellen in  (mit  Ausschluss  der  letzten  Verticalcolonne )  nachstehende 
Werthe: 


1. 
2. 
3. 

4. 


1.  III. 


+  0.340 
+  0.370 


2,  III. 


+  0.877 
+  0.705 


3.  in. 


+  0.537 
+  0,503 


4.  III. 


+  0.335 
+  0,473 


Mit  Hilfe  der  Tabellen  II  gelangt  man  jetzt  zu  den  Beobachtungs- 
fehlern (in  diesem  Beispiele  nur  auf  2  Decimalen  richtig). 


Station  1. 


2. 

3. 

4. 

Snmma, 

1.  Satz 
3.     „ 

+  0.163 
+  0,330 

• 

+  0,203  ' 

—  0,330 

—  0,115 

-0,367 
+  0,115 

0,0 
0.0 
0.0 

1.  Satz 

2. 

3. 


1. 


Station  2. 


3. 


0.227 
0,052 


+  0.050 
+  0.587 


+  0.178 
+  0.053 
—  0.585 


0.0 
0.0 
0,0 
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1.  Satz 

2.  „ 


Station  3. 


1. 


+  0,153 
—  0,347 


0,310 
0.110 


4. 


+  0,156 
+  0,456 


0,0 
0,0 


1.  Säte 


Station  4. 


1. 


+  0,230 
+  0,230 


+  0.365 
—  0,435 


—  0.597 
+  0.203 


0.0 
0.0 


Mit  Hilfe  dieser  Werthe  lassen  sieb  nun  sofort  s&mmtliche  aasge- 
glichene  Winkelwerthe  aufstellen.  Auch  kann  man  zar  Prüfung  der  Rech- 
Dong  die  Seiten-  und  Winkelbedingnngsgleichnngen  aufstellen. 

Man  erhält: 


Sution  1« 
2.    0.  0.  0. 
ft.  45.  0.  0»340. 
4.  90.  0.  0.370. 


Station  2. 

1.      0.  0»  0. 

3.  270.  0.  0,877. 

4.  815.  0.  0,705. 


Station  3. 

1.  0.  0.  0. 

2.  45.  0.  0,537. 
4.  315.  0.  0,503. 


Station  4. 

1.  0.  0.  0. 

2.  45.  0.  0,335. 

3.  00.  0.  0,473. 


Man  erkennt  hieraus,  dass  die  3  WinkelgleTchungen  des  Quadrats  er- 
füllt sind.  Die  Seitenbedingungsgleichung  lässt  sich  fUr's  Quadrat  so  dar- 
stellen ,  dass  die  ausgeglichenen  Winkel  die  Gleichung  erfüllen  müssen  : 


(V)+(V)-(V)-(V)=«. 


Man  erkennt  sofort,  dass  auch  diese  Gleichung  erfüllt  ist.  —  Die 
Ansgleichnng  der  Beobachtungen  nach  der  Hansen  -  Besserschen  Me- 
thode giebt  dieselben  Werthe ,  wie  sich  Verfasser  überzengt  hat. 


12. 

Die  Auflösung  der  Normalgleichungen  der  q  und  ^  erleidet  Modifica- 
tionen ,  wenn  nicht  die  Coordinaten  zweier  Punkte  bekannt  sind ,  sondern 
wenn  nnr  die  Coordinaten  eines  Netzpuuktes ,  eine  Richtung  und  eine  Be- 
dingungsgleichung  zwischen  den  Coordinaten  zweier  Punkte  gegeben  sind. 
Man  wird  nämlich  sehr  oft  Ursache  haben ,  den  Coordinatenanfang  nicht  in 
den  einen  Endpunkt  der  Grundlinie,  sondern  in  einen  beliebigen  andern 
Netzpunkt  zu  verlegen,  dessen  Coordinaten  demnach  nun  bekannt  sind. 
Die  Richtung  einer  der  von  diesem  ausgehenden  Seiten  betrachtet  man  als 
fixirt  in  gegebener  Lage  zur  Axe  des  polaren  Coordinatensystems. 
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••#^,<s^^>^^^.^^/^^^/v••.^^ 


Die  Messung  der  Grundlinie  giebt  für  die  vier  Coordinaten  ihrer  zwei 
Endpunkte  t  und  k  eine  Gleichung  der  Form 

10)  ^=^f+fnQi+n^i+pQk  +  q^k, 

worin 

dem  Unterschiede  der  berechneten  Basislänge  93  und  der  gemessenen  B, 

Eliminirt  man  mittelst  dieser  Gleichung  eine  Coordinate  aus  den  Feh- 
lergleichungen ,  so  ist  die  Bildung  und  Auflösung  der  aus  diesen  folgenden 
Norraalgleichungen  nicht  verschieden  von  dem  bisher  darüber  Gegebenen. 
£s  ist  jedoch  aus  mehreren  Gründen  unzweckmässig,  so  vorzugehen,  na- 
mentlich deshalb,  weil  man  aus  den  so  gefundenen  Normalgleichungen  den 
Einfluss  der  Basismessung  nicht  herausbringen  kann ,  recht  wohl  aber  das 
Bedürfniss  dazu  entstehen  kann,  indem  vielleicht  eine  andere  Basismessung 
an  Stelle  der  ersteren  eingeführt  werden  soll  u.  s.  f. 

Sehr  oft  kennt  man  eine  genaue  Längendimension  noch  gar  nicht  und 
will  doch  das  Netz  schon  ausgleichen,  was  recht  wohl  geht,  wenn  man  die 
Gleichung  10)  nicht  in  die  Fehlergleichungen  einführt. 

Man  bilde  also  die  Normalgleichungen  für  die  2(it — i)—  1  oder  2n — 3 
Goordinatenverbesserungen  oder  die  Unbekannten  q  und  tff  wie  früher.  Da 
jedoch  in  diesem  System  eine  Längendimension  nicht  eingeht,  kann  man 
die  Werthe  q  und  ^  o£fenbar  nicht  finden,  sonderu  nur  ihre  Verhältnisse  ^  oder 
man  kann  sie  durch  einen  derselben  ausdrücken.  Man  kann  dies  immer 
vornehmen,  auch  wenn  über  Lage  und  Grosse  der  Basis  nichts  bekannt  ist, 
und  indem  man  vorläufig  den  Werth  eines  q  Null  annimmt,  lassen  sich  alle 
Winkel  des  Netzes  scharf  angeben.  Findet  sich  später  die  Gleichung  10) 
hinzu,  so  lässt  sich  aus  dieser  durch  Substitution  der  Werthe  der  q  leicht 
eine  Gleichung  für  den  genauen  Werth  des  bisher  als  Null  betrachteten  q 
ableiten  und  damit  der  sämmtlichen  übrigen  q  und  der  tp;  die  Netzwinkel 
jedoch  werden  davon  nicht  weiter  abgeändert  Man  kann  auf  diesem  Wege 
mithin  zur  Kenntniss  der  Unbekannten  gelangen,  auch  die  Gewichte  der  ^ 
und  der  Verhältnisse  der  q  finden,  aber  nicht  die  der  q  selbst  Hierzu  ist  er- 
forderlich, dass  mi|n  wenigstens  die  Lage  der  Basis  schon  vor  der  Auf- 
lösung der  Gleichungen  kennt. 

Ist  dies  der  Fall,  so  ist  in  Gleichung  10)  nur  der  Werth  der  f  noch  un- 
bekannt; man  kann  daher  schon  die  Gleichung  10)  zu  den  Normalgleichun- 
gen hinzusetzen  und  wenn  k  die  Correlate  der  Gleichung  10)  ist,  zu  den 
rechten  Seiten  der  Normalgleichungen  für 

9i  ^<         9k        '^k 

die  Werthe  resp. 

+  mAr     +>iÄ     +pAf     +qk 

hinzufügen.     Das  System  erhält  dann  die  Form 
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..)    j 


0: 

+  i<tP)  PI 

0: 
0: 
0: 
0: 

=  (pO  +  (<^p)qi 

+  (PP)  Ql 
=  (70 +  («9)^1 

+  (pg)9k 

+...+  (mn)Qi+(fin)tlfi 
+  ... +  0/1/^)  (>.  +  ('»/')  i|'.- 

'  +  (.99^  ^k+''' 

0: 

=  f    .     fn^i  +  1 

t'ilfi+PQk+  9^k 

+  mk 
+  nk 
+  pk 
+  9k 


Löst  man  dieses  System  auf,  so  wird  man  in  Uebereinstimroung  mit 
oben  angegebenen  Gründen  zunächst  die  q  nur  durch  eines  derselben  aus- 
drücken können  y  wenn  man  die  Beihenfolge  der  Gleichungen  nicht  so  ab« 
indert,  dass  die  Bedingungsgleichnng  mindestens  die  Stelle  vor  der  Nor- 
malgleichnng  für  das  letzte  q  einnimmt.  Ist  nftmlich  die  Elimination  bis 
n  dem  vorletzten  q  vorgeschritten,  so  wird  das  Gleichungssjstem  —  ab- 
gestehen  von  den  ^  —  lauten 

ff)  0  =  (»I  +  «1  .  Pn-l  +  ft  .  C^n  +  yi  .  Ä", 

*)  0  =  fi,  +  /?,  .  (»„.I  +  /?,  .  (>n  +  y2 .  ^» 

worin  aber  er,  :/3|S/}| :  ß^  sein  wird,  da  die  Gleichungen  a  und  b  identisch  sein 
messen.  Ans  diesem  Grunde  ergiebt  sich  der  Werth  von  A^  auch  zu  Null,  da 
im  Allgemeinen  y,  und  yt  nicht  im  Verhältnisse  a, :  ßt  stehen.  Nach  diesen 
Erörterungen  erscheint  es  auch  zweckmässig,  die  Normalgleichung  für  tf;„ 
atch  derjenigen  für  i/^a^i  folgen  zu  lassen,  dagegen  die  Gleichungen  für 
^.)  und  Qn  hinter  denen  für  'f;«  und  tfi„.  i  anzusetzen  —  vielleicht  über- 
haopt  erst  alle  Gleichungen  für  ^,  dann  alle  diejenigen  für  q  zu  nehmen. 

Man  sieht,  dass  die  Elimination  in  üblicher  Weise  nicht  fortzusetzen 
ist;  ändert  man  aber  die  Reihenfolge  a,  6,  r  obiger  Gleichungen  in  a,  c,  b 
um,  so  geht  dieses  recht  wohl  an.  Es  steht  alsdann  der  üblichen  Elimina- 
tionsweise  und  Gewichtsberechnung  nichts  entgegen.  —  War  bei  der  Auf- 
lösung der  Gleichungen  die  Gleichung  10)  noch  nicht  vorhanden,  wie  oben 
angenommen,  so  kann  man  doch,  nachdem  Gleichung  10)  bekannt  wird,  den 
grössten  Theil  der  Auflösung  benutzen,  um  Gleichung  10)  in  der  zuletzt  er- 
örttrten  Weise  einzuführen. 

Obgleich  nicht  nothwendig,  kann  man  doch  auch  die  Vertauschung 
der  letzten  Gleichungen  des  Systems  11)  vermeiden,  indem  man  für  A"  eine 
neue  Unbekannte  einführt,  die  man  jedoch  so  wählen  wird,  dass  die  sym 


194         Beiträge  zur  Theorie  der  Ausgleichung  trigon.  Netze. 

metrische  Anordnung  der  Coefficienten  der  Gleichung  nicht  gestört  wird. 
Zu  dem  Zwecke  ist  zu  setzen 

oder 

JSr=  K"+f-^  mQi+n^i-^pQk  +  q  ^k* 
Durch  diese  Substitution  treten  zu  den  Normalgleichungen  für  q,-,  if;,-, 
Qic^  -^k  die  -Glieder 

mm.  Qi+mn,  ^,+  mp.  Qk  ^-mq.  tp^, 
mn  .Qi+nn.ilfi  +  np.Qk  +  nq.'fl^k, 
mp  .  Qi+  np  .  ipi  +  pp  .  Qk  +  pq .  fl^k , 
mq.Qi+nq  .fffi+pq.Qk  +  qq-'^ky 
wenn  für  K  K'  gesetzt  wird;    setzt  man  aber  K"  für  K ^  so  hat  man  noch 
hinzuzusetzen   den   vier   Gleichungen  resp.  mfy  nf^  pf^    qf.     Selbstver- 
ständlich ist  die  letztere  Substitution  nicht  thunlich,  falls  f  noch  nicht  be- 
kannt ist. 

Durch  das  Hinzufügen  dieser  Glieder  ändert  sich  an  den  Werthen  der 
Q  und  tf;  nichts,  auch  giebt  die  nunmehr  wie  gewöhnlich  ausführbare  Elimi- 
nation die  strengen  Gewichtsgrössen ;  denn  indem  für  diese  die  Grösse  / 
ausser  Acht  bleibt,  die  Summe 

m^.+  n^.  +  ppi  +  ^r^j 

also  den  Werth  Null  erhält,  wobei  aber  die  vier  hierin  vorkommenden  un- 
bekannten Gewichtsgrössen  sind,  so  hat  man  factisch  zu  den  betreffenden 
vier  Normalgleichungen  nur  Null  addirt.  *) 

Benutzt  man  die  Substitution  K'\  so  wird  durch  die  Auflösung  der 
Normalgleichungen  allein  unter  Substitution  von  ^^"=0  schon  das  Werth- 
sjstem  der  p  und  tf;  gefunden,  ohne  dass  man  deswegen  noch  der  Bedin- 
gungsgleichnug  bedürfte,  wenigstens  so  lange  als  die  Gewichte  nicht  be- 
rechnet werden ;  die  Substitution  K  jedoch  erlaubt  die  Berechnung  der  Un- 
bekannten auch  ohne  Kenntniss  von  /,  indem  man  vorläufig  f  unbestimmt 
lässt;  zur  definitiven  Gewichtsberechnung  ist  die  Kenntniss  von  f  nicht 
erforderlich. 

Die  Substitution  A"  =  0  giebt  ferner  Normalgleichungen,  die  denen 
gleichen,  welche  man  erhalten  würde  bei  Annahme  der  Gleichung  10)  als 
Fehlergleichung  mit  dem  Gewichte  p=l. 

13. 

Sind  mehrere  Basismessungen  vorhanden  und  ihr  mittlerer  Fehler  ge- 
nau  bekannt  (was  bis  jetzt  nie  genügend  der  Fall  war),  so  könnte  man 


*)  Wählt  man  für  K  eine  andere  Substitution  z.  B.  Ä=  ^"'4-  p .  ^t ,  so  wer. 
den  die  Gleichung'scoefficienten  unsymmetrisch,  man  kann  daher  nicht  nach  den 
üblichen  Formeln  rechnen  —  aber  die  Auflösung  würde  doch  richtige  Werthe  der 
Unbekannten  und  Gewichte  geben. 
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die  entsprechenden  Gleichungen  10)  mit  resp.  Oewichten  zu  den  Fehler- 
gleichangen  hinzusetzen  und  bei  der  Bildung  der  Normalgleichungen  mit 
berücksichtigen.  Der  mittlere  Fehler  der  Basismessungen  ist  meist  nicht 
so  festgestellt  y  dass  man  die  Gewichte  der  Basismessnngen  annähernd 
richtig  einführen  könnte.  Man  hat  sich  begnügt,  die  Basismessungen  als 
absolut  richtig  anzusehen,  und  kann  dies  um^so  eher,  als  die  Grundlinien 
nie  so  nahe  an  einander  liegen,  dass  die  Länge  einer  Basis,  welche  mit 
Hilfe  der  Winkel  aus  einer  anderen  berechnet  werden  kann,  erhebliches 
Gewicht  hat  im  Vergleiche  zum  directen  Messungsresultate 

Ist  die  Ausgleichung  vollendet  und  hatte  man  hierbei  eine  Basismes- 
snng  gebraucht,  die  man  durch  eine  andere  (vielleicht  an  einer  anderen 
Basis  geschehene)  ersetzen  möchte,  so  kann  man  von  der  früheren  Aus- 
gleichung fast  Alles  benutzen,  wenn  sie  so  erfolgte,  wie  im  ersten  Theilo 
des  Abschnittes  12  erläutert  wurde;  —  es  handelt  sich  nnr  darum,  die  Auf- 
lösung zu  wiederholen,  und  zwar  durch  alle  abgeleiteten  Systeme  hindurch 
fiir  die  Glieder  mit  K  bei  vier  Normalgleichungen ,  sowie  darum,  auf  die 
Bedingungsgleicfaung  der  neuen  Messung  nach  Art  der  Normalgleichungen 
die  Elimination  auszudehnen.  Die  Stellung  dieser  Bedingungsgleichung 
ist  wie  die  der  durch  sie  ersetzten  zwischen  denen  für  das  vorletzte  und 
letzte  p. 

Treten  weitere  Bedingungsgleichungen  wegen  Basismessungen  nach 
erfolgter  Ausgleichung  zum  Netze,  so  wird  man  die  Aenderungen  der  q  und 
^  sowie  ihrer  Gewichte  nach  Hansen*)  berechnen,  dessen  Formeln  ge- 
statten, den  Betrag  der  Aenderungen  der  Unbekannten  und  ihrer  Gewichte 
kennen  zu  lernen,  wenn  zu  den  sie  bestimmenden  Normalgleichungen  Be- 
dingungsgleichungen treten.  Die  Bedingungsgleichung  der  schon  berück- 
sichtigten ersten  Bfisis  hat  ihren  Charakter  als  solche  in  der  Darstellung 
unter  Abschnitt  12  verloren  und  erscheint  dort  als  Normalgleichung  der 
Unbekannten  Ä'crsO,  daher  kann  man  auch  ohne  Weiteres  die  erwähnten 
Formeln  benutzen,  was  nicht  so  leicht  möglich  ist,  wenn  zu  verschiedenen 
Malen  zu  Normalgleichungen  Bedingungsgleichungen  treten. 

14. 

Nachdem  im  Vorhergehenden  das  directe  Ausgleichungsverfahren 
trigonometrischer  Netze  auseinandergesetzt  worden  ist,  lässt  sich  dasselbe 
seiner  praktischen  Brauchbarkeit  nach  auch  einigermassen  mit  den  bekann- 
ten Methoden  vergleichen. 

Unangenehm  zeitraubend  ist  ohne  Zweifel  die  Bildung  der  Coefficien- 
ten  der  Fehlergleichung  und  die  darauf  folgende  Bildung  der  Normal- 
gleichungen und  Elimination  der  u  und  x. 

*)  Von  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  AbBclmitt  42 — 50'.  Leipzig  1805. 
(£s  yerdieni  bemerkt  su  werden,  dass  die  Hilfsgfrösse  n  in  diesem  Werke  Han- 
sen^s  unter  gleicher  Bezeichnung  wohl  zum  ersten  Male  auftritt.) 
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Dagegen  erspart  man  die  AuBgleichang  der  Stationen  allein ,  wodnrch 
zugleich  die  Rechnnng  einen  einfacheren  Charakter  gewinnt;  denn  wahrend 
zn  den  Normalgleichnngen  der  Stationen  die  zahlreichen  Netzbedingangs- 
gleichungen  treten  nnd  somit  ein  weiteres  Zusetzen  von  Bedingnngsgleich- 
nngen  erschwert  wird,  giebt  die  directe  Methode  nur  ein  System  Normal- 
gleichungen, indem  die  Bedingungsgleichung  der  Basismessung  als  eine 
der  ersteren  angesehen  werden  kann.  Treten  später  weitere  Bedingungen 
hinzu ,  so  lassen  diese  sich  nun  sehr  bequem  berücksichtigen  nach  densel« 
ben  Formeln,  die  Hansen  für  die  Netzansgleichung  allein  gegeben  hat. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  verschiedene  Dreiecksnetze,  die  zusammen- 
stossen,  nach  der  directen  Methode  ausgeglichen,  leicht  zusammengekuppelt 
werden  können. 

Nicht  unerwünscht  ist  gewiss  auch  der  Umstand,  dass  die  directe  Me- 
thode die  Gewichte  der  Coordinaten  angiebt  und  dass  die  Aenderungen 
derselben  bei  Zusammenkuppelungen  nach  den  mehrerwfthnten  Hansen* 
sehen  Formeln  berechnet  werden  können. 

An  ein  bestimmtes  Coordinatensystem  ist  man  bei  der  directen  Ans* 
gleichung  nur  während  der  Rechnung  gebunden;  sollte  es  nach  Beendigung 
derselben  rathsam  erscheinen ,  das  System  zu  verlegen  u.  s.  f. ,  so  ist  dies 
immer  möglich,  da  mit  Hilfe  der  Verbesserungen  ja  die  ausgeglichenen 
Netzwinkel  angegeben  werden  können  und  zwar  mit  derselben  Genauigkeit 
wie  bei  den  üblichen  Methoden. 

15. 

Ein  trigonometrisches  Netz  liegt  factisch  auf  einer  sphäroidischen 
Oberfläche  und  nicht,  wie  bisher  angenommen,  auf  einer  sphärischen  Ober- 
fläche. Man  kann  in  der  Tbat  die  gemessenen  Dreiecke  und  die  Hilfsdrei- 
ecke zur  Coordinatenberecbnung  (also  die  Winkel  P,  Q^  0,  Abschnitt  3)  auf 
ebene  Dreiecke  redaciren  durch  Anbringen  des  sphäroidischen  Ezeesses, 
so  dass  sich  alsdann  die  ganze  Rechnung  auf  dem  Sphäroide  bewegt. 

Dem  Verfasser  erschien  jedoch  die  Uebertragung  auf  die  Kugel  nach 
Gauss*)  am  einfachsten,  da  sich  die  Formeln  der  Uebertragung  für  die 
geringe  Ausdehnung  eines  Einzelnetzes  sehr  vereinfachen. 

Ist  P  die  geographische  Breite  des  Coordinatenanfanges  auf  dem 
Sphäroide,  so  ist  der  Radius  der  als  Träger  des  übertragenen  Netzes  auf- 
tretenden Kugel 

a  cos  (p 

"~  1  —  sin*  fp  .  *m*  P ' 
a  grosse  Axe  des  Erdsphäroides ,    sin(p^=e^  der  numerischen  Excentricit&t 
desselben. 


*)  Untersuchungen  über  Gegenstände  der  höhern  Geodäsie  von  C.  Fr.  Ganss. 
Göttingen  1844.     Abschnitt  1^13. 
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Nimmt  man  nun  an,  dass  nach  allen  Richtungen  hin  Radienyeetoren 
über  60  geographische  Meilen  nicht  vorkommen,  so  lassen  sich  für  An- 
wendung achtstelliger  Logarithmen  folgende  Formeln  zur  Uebertragung 
vom  Sphäroide  auf  die  Kugel  geben : 

Die  Länge  der  bekannten  Dreiecksseite  Überträgt  man  auf  die  Kugel 
durch  Multiplication  mit  ^— — — 

worin  mj  und  m,  das  bekannte  Vergrösserungsverhältniss  bedeuten  {m  ist 
der  Quotient  eines  Linearelementes  auf  der  Kugel  durch  das  entsprechende 
auf  dera  Sphäroide;  seinen  numerischen  Werth  sehe  man  unten). 

Die  südwestlichen  Azimute  einer  geodätischen  Linie  iß,  Qt  auf  dem 
Sphäroide  sowie  der  damit  nahezu  zusammenfallenden  gemessenen  Rich- 
tung Ol  Qf  seien  resp.  in  Q^  und  Q^ 

r,-f  1/;,    und   180«+^2  +  ^t, 
auf  der  Kugel  aber  gleich  V^  resp.  18tf*+  F,,  so  sind  in  Secunden 

206265  ,  .  ^       S    ^  ,  .      ^^  ,  .      rrx 

^^  = —  ,tatv(p  .stn^P*--  (2ö',*.5wr,  —  g,  .  ^^^  ^t)» 

6  A 

o  A 

$  die  Länge  Q^  0,  (auf  Kugel  oder  Sphäroid); 

g,  und  q^  die  Breitenunterschiede  von  Qi  resp.  Qt  mit  dem  Coordinatenan 
fange,  in  Bogen  genommen  (auf  Kugel  oder  Sphäroid).*) 

Da  if;,  und  tf;,  nur  an  den  äussersten  Stellen  des  Netzes  einige  Hun- 
dertelsecunden  betragen  werden,  so  ist  thatsächlich  die  Cörrection  wegen 
Uebertragung  der  gemessenen  Richtungen  nicht  so  umständlich,  als  die 
Formeln  für  t^  es  erscheinen  lassen ;  ^  ist  meistens  gleich  Null  zu  setzen. 

Die  Uebertragung  auf  die  Kugel  erfordert  an  den  Beobachtungßn  so 
wenige  und  so  kleine  Reductionen,  dass  das  auf  der  Kugel  liegende  Netz 
ziemlich  unabhängig  von  der  Grösse  des  Erdellipsoides  erscheint  und  man 
kann,  ohne  einen  Fehler  zu  begehen,  bei  der  Uebertragung  der  sphärischen 
Coordinaten  auf  dasselbe  recht  wohl  andere  Dimensionen  desselben  zu 
Grunde  legen,  als  beim  Uebergange  auf  die  Kugel. 

Dem  sphärischen.  Radiusvector  r  entsprichtder  sphäroidische  Vector 

worin  m  das  Vergrösserungsverhältniss  für  den  Endpunkt  des  Yectors  ist, 

und  zwar  ist  logm^-  0,145  . .  .tan' q)  ,sin2P .  ^ 

0,145 . .  ..ein  Drittheil  des  Modnius  des  gemeinen  LogarithmoQsystems, 
q  Breitenunterschied  des  betreffenden  Punktes,  für  den  m  gilt,  gegen  den 

Coordinatenanfang  (auf  der  Kugel  gemessen  und  in  Bogen  angegeben). 

•)  Ueber  den  etwa  noch  in  Betracht  kommenden  Unterschied  zwischen  den 
Azimnten  der  geodätischen  Linie  (2j  (2s  nnd  der  Richtungen  QfQt  resp.  Qf  Qi  Tcrgl. 
man  Hansen^s  geodäsische  Untersuchungen,  Abschnitt  2,  Formel  78,  1. 

ZeiUchrift  f.  Mathematik  a^ Physik  XIV,  8.  14 
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Für  den  Badinsvector  sind  ferner 

1^0  =  — •—  .  Ar .  si«  r, ;  A:  = ,  ton* (p  .sin2P,q^^ 

o    A  2 

wenn  das  sphärische  Azimut  des  Radiusvector  im  Coordinatenanfange 
gleich  Fg,  das  sphäroidische  aber  gleich  ^o  +  ^o  gesetzt  wird,  and  im  End- 
punkte des  sphärischen  Radiusvector  das  Azimut  desselben  180^  +  F| 
beträgt. 

16. 

Es  sollen  jetzt  über  den  Zusammenschlnss  trigonometrischer  Netze 
einige  Bemerkungen,  an  Beispielen  anknüpfend,  gemacht  werden. 

Vier  Einzelnetze  mit  je  einer  Basis  seien  für  sich  nach  der  directen 
MethcJde  ausgeglichen,  stossen  aber  so  zusammen,  dass  sie  ein  Kranz- 
system bilden.  Es  mögen  die  Netze  1  und  2,  2  und  3,  3  und  4,  4  und  1  in 
einzelnen  Punkten  zusammentreffen ;  1  und  2  in  2  Punkten ,  2  und  3  in  3 
solchen ,  3  und  4  in  4  solchen ,  und  4  und  1  in  nur  einem  solchen. 

Die  Einzelausgleichungen  geben  vier  Normalgleichungssyst^me  und 
deren  Coefficienten  müssen  nun  mit  benutzt  werden ,  um  weitere  Verbesse- 
rungen der  sphäroidischen  Coordinaten  der  vier  Netze  zu  berechnen.  Aller- 
dings gelten  diese  Coefficienten  nur  für  die  nichtübertragenen  Coordinatea 
streng,  da  jedoch  die  weiteren  Coordinaten  Verbesserungen  kleine  Grössen 
sind,  so  würde  auf  dieselben  die  Uebertragnng  (so  lange  das  Vergrösse- 
rungsverhältniss  m  nahezu  gleich  1  bleibt)  wenig  Einfluss  äussern,  so  dass 
man  die  Coefficienten  der  Normalgleichungen  ungeändert  beibehalten  kann. 

Diese  bedarf  man  bekanntlich,  um  die  zweiten  Aenderungon  der  Coor- 
dinaten zu  ermitteln,  die  die  Bedingungsgleichungen  erheischen,  welche 
aus  dem  Zusammenschlnss  der  Netze  hervorgehen.  Nach  den  mehrerwähn- 
ten Formeln  von  Hansen  lassen  sich  auch  die  Gewichte  der  so  geänderten 
Coordinaten  angeben,  ebenso  die  von  Functionen  derselben,  was  deshalb 
wichtig  ist,  weil  man  den  geschlossenen  Netzcomplex  doch  auf  ein  Coordi- 
natensjstem  beziehen ,  nicht  aber  die  vier  Systeme  der  Einzelnetze  beibe- 
halten wird.  . 

Die  Anzahl  der  Bedingnngsgleichungen  anlangend,  so  giebt  der 
Schluss  der  Netze  1  und  2  eine  solche,  die  man  erhält,  wenn  man  die  An- 
schlussseite aus  den  sphäroidischen  Coordinaten  der  Endpunkte  in  beiden 
Systemen  berechnet  und  die  Aenderungen  in  der  Länge  der  Anschlussseite 
durch  die  noch  unbekannten  Aenderungen  der  Coordinaten  ausdrückt;  die 
um  diese  Aenderungen  verbesserten  Längen  der  Anschlussseite  müssen 
gleich  sein.  Für  Netz  1  sei  nämlich  die  Anschlussseite  die  Verbindung  von 
den  Punkten 

f  und  Ar;   die  Länge  iA:  =  /; 
für  Netz  2  sei  die  Anschlnssseite  die  Verbindung  von  den  Punkten 

•  t  und  Ar';  die  Länge  tk'=f^ 

so  erhält  die  Bedingungsgleichung  die  Form : 
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0  =  /  —  r+  « ^,-  +  ö  1/;,'  +  c^jb  +  d^jt  —  aV  —  ^Vr '—  c'.  qt/—  ä.  ^y\ 
^Qnd^  beziehen  sich  aaf  die  zweiten  CoordinatenverbesseruDgen  im  Netze  1, 
q'  and  ^'  ebenso  auf  diejenigen  im  Netze  2. 

Der  Znsammenschlass  der  Netze  2  und  3  giebt  noch  drei  Gleichungen, 
da  ein  Dreieck  drei  bestimmende  Stücke  hat,  der  Znsammenschlass  von 
Netz  3  und  4  giebt  ebenso  für  vier  Anschlusspunkte  fünf  Gleichungen.  Im 
Ganzen  hat  man  also  schon  neun  zu  erfüllende  Bedingungsgleichungen. 

Zu  diesen  treten  noch  zwei  Gleichungen,  indem  der  aus  den  vier 
Netzen  gebildete  Kranz  sich  schliesst:  Netz  4  und  Netz  i  haben  nach  der 
Voraussetzung  einen  gemeinsamen  Funkt.  Die  Aufstellung  dieser  zwei 
Gleichungen  macht  einige  Schwierigkeit  und  erfordert  etwa  Folgendes. 

Man  denkt  sich  an  sämmtliche  Coordinaten  die  noch  unbekannten 
zweiten  Verbesserungen  angebracht;  da  alsdann  Netz  1  und  2,  2  und  3,  3 
und  4  zusammengestossen  werden  können ,  indem  ja  ihre  Anschlussfiguren 
mit  einander  identisch  geworden  sind,  so  bilden  diese  vier  Netze  eine  Art 
Dreiecksnetz.  In  demselben  wird  der  Anschlusspnnkt  für  die  Netze  1  und  4 
doppelt  erschejnen.  Man  kann  nun  offenbar  diö  Coordinaten  dieses  Punktes 
im  Netze  4  berechnen  aus  denen  im  Netze  1,  indem  man  die  übrigen  Netze 
zu  Hilfe  nimmt.  Es  ist  dies  eine  beschwerliche  Arbeit,  um  so  mehr,  als  man 
die  Coordinaten,  welche  in  die  Rechnung  eingehen,  mit* ihren  noch  unbe- 
kannten zweiten  Verbesserungen  zu  versehen  hat.  *) 

Schliesslich  ergiebt  sich  für  jede  der  beiden  Coordinaten  eine  Gleich - 
ang  der  Form 

worin  bedeuten   R  die  Coordinaite  des  Anschlusspunktes  im  Netze  4  nach 
der  ersten  Ausgleichung, 
Q  deren  zweite  Verbesserung,  . 

ä'  die  berechnete  Grösse  derselben  Coordinate,  soweit  die- 
selbe von  den  aus  den  ersten  Ausgleichungen  bekann- 
ten Theilen  der  Coordinaten  abhSngt, 
/*(•/.)  derjenige  Theil  dieses  Werthes,   welcher  von    den 
zweiten  Verbesserungen  abhängt. 
Hat  man  einmal   die   LI  Bedingungsgleichungen,    so  ist  die   weitere 
Rechnang  nicht  schwierig  und  nach  bekannten  Formeln  in  kurzer  Zeit  ' 
ausfahrbar. 

17. 

Ein  Dreiecksnetz,  welches  über  40  Punkte  zählt,  wird  man  gewöhnlich 

in  Theile  zerlegen  von  circa  25  bis  30  Punkten.     Liegt  in  jedem  solchen 

Theile  eine  Basis,  so  wird  man  jeden  Theil  mit  Hilfe  derselben  ausgleichen 

—  ihn  also  auf  eine  Kugel  übertragen  und  Coordinaten  für  einen  möglichst 


*)  lieber  den  Zasammenschlass  von  Krenzsjs tarnen  vergleiche  man  etwa  die 
Abhandlang  von  B,  v.  Prondzynsti  in  den  „Astron.  Nachr."  Bd.  71,  p.  144  n.f. 

14* 
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im  Centrum  gelegenen  Ursprung  berechnen,  die  verbesflerten  Coordinaten 
aber  auf  das.  Sphftroid  zurücktragen  —  und  die  Theile  ähnlich  wie  oben 
zusaromenstossen  *). 

Enthält  ein  solcher  Theil  keine  Basis,  so  verfahre  man  wie  folgt**): 
Man  bilde  die  Normalgleichnngen  wie  gewöhnlich ,  die  man  aber  nicht 
vollständig  auflösen  kann.  Es  hängt  jedoch  der  betreffende  Netztheil  mit 
anderen  zusammen,  von  denen  einer  eine  Basis  enthalten  möge  und  man 
kann  nun  die  Bedingungsgleichungen  des  Anschlusses*  benutzen,  um  die 
Normalgleichungen  in  vollständig  auflösbare  zu  verwandeln. 
Seien  nämlich 

0  =  (at)  +  {aa)x  +  {ab)  !/  +  {ac)z 
.      •  0^{bl)  +  {ab)x  +  {bb)y+{bc)z 

0:^{cl)+{äc)x  +  {bc)y+lc€)z 
die  Normalglei.chungen  des  betreffenden  Tbeiles, 

0  =  (a/y+C««)V  +  (aÄ)y+ (flc)'/ 
0  =  (6  0'+  (a  by  X  +  (6  6)  V+  (6  c)' z' 
0«  (cO>Xacyx'+ (ftc)V+ (cc)V 
dieselben  für  den  eine  Basis  enthaltenden  Theil,  endlich  sei  die  Bedingungs- 
gleichung für  die  Uebereinstimmung  der  Längen  einer  Anschlussseite  • 

0  =  /*+  mx  +  «y  +  mV+  ny\ 
so  kann  man  zwar  die  ersten  Coordinatenverbesserungen  x  y  z  berechnen, 
dagegen  a;,  y  und  z  nur,  indem  man  x  und  y  durch  z  ausdrückt. 

Schreibt  man  jedoch  zu  den  rechten  Seiten  der  Gleichungen,  resp.  die 

Glieder 

+  »iA:     +  «Ar;      '\-mk     n  k\ 

snbstituirt  alsdann  für  k  im  zweiten  Systeme  den  Werth 

k  =  A:'4-  vplx'  +  ny\ 
für  k  im  ersten  Systeme  den  gleich  grossen 

k=iU^f—mX'--ny^ 
so  lassen  sich  aus  den  beiden  Normalgleichungssystemen  einzeln  die  Un- 
bekannten £nden.  Die  Glieder  mit  k'  werden  selbstverständlich  dabei  weg- 
gelassen und  gehen  erst  später  in  die  Rechnung  ein,  wenn  die  sämmtlichen 
Bedingungsgleichungen  (und  die  oben  benutzte  auch  mit)  zugezogen  wer- 
den. Der  Fehler  also,  der  durch  das  Wegbleiben  der  Ar- Glieder  entsteht, 
wird  später  verbessert,  und  es  bezieht  sich  dies  auch  auf  die  Gewichts- 
grossen.  So  entsprechen  die  Unbekannten  und  deren  Gewichte,  welche 
aus  dem  zweiten  Normalgleichungssysteme  nach  dessen  Abänderung  her- 


*)  Es  versteht  aicb  von  selbst,  dass  die  Ursprünge  der  Systeme,  deren  geo- 
graphische Lage  auf  dem  Ellipsoide  bekannt  sein  muss,  nach  erfolgter  zweiter  Ver- 
besserung der  Coordinaten  kleine  Verschiebuhgen  und  die  Axen  der  Systeme  kleine 
Drehungen  erhalten  müssen,  damit  die  Netze  nicht  allein  zusammenpassen,  sondern- 
auch  znsMmmentreffen.  •  »  ' 

•*)  Man  vergleiche  Hanse  nVs  Abschnitt  IS  citirtes  Werk  Abschnitt  34. 
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^^^V^'^V^^.^^^^^^. 


vorgehen,  nicht  mehr  genau  den  ersten  Coordinatenverbessernngen  und 
deren  Gewichten  in  dcim  die  Basis  enthaltenden  Netztheile  und  es  wird  der 
Fehler  erst  corrigirt  bei  Ermittelung  der  zweiten  Verbesserungen ''). 

t 

Die  AnsgleiolinngBinefhode  von  Sohleiermaoher  und  Untersnehung 

ihrer  Anwendbarkeit  auf  Richtnngtbeobaohtnngen. 

Nach  dem,'  was  Verfasser  im  3.  Bande  der  höheren  Geodäsie  von  Fi- 
scher (Darmstadt  1840)  gefunden  hat,  besteht  die  genannte  Ausgleichnngs- 
methode  für  Winkelbeobachtungen  im  Folgenden:  ' 

Seien  auf  Station  A  gemessen  die  Winkel  otj  o,  a,\  . . 

D  „         )}        ^1  't  's  •  •  • 


so  bestehen  zwischen  den  Winkeln  je  einer  Station  allein  Gleichungen  der 
Form : 

e  gleich  +  1  oder  NulU 


*)  In  meinen  Studien  über  rationelle  Vermessungen  hat  sich  im  24.  Abschnitte 
(pag.  96  des  vor.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift)  ein  Formelfehler  eiugeschlichen. 
£s  muss  daselbst  heissen  anstatt:  ,,Z.  B.  die  Function  des  n**^  Grades  von  x  und 
y  etc/'  Die  Function  2=/*(d;,  y)  der  Constanten  x  und  y  und  irgend  zweier  Ver- 
änderlichen (die  auch  von  einer  dritten  abhängen  können)  giebt  zu  den  Nähe- 
mngswerthen  Xf^-  und  y^  einen  Werth  Zq  und  es  ist  für  die  Verbesserungen  dieser 
Werthe  ^        df     ^     ^df     . 

od«r  auch 

Hierin  werden  di«  Jz  mit  Hilfe  der  Beobachtuneen  und  -r-  und  ^  mit  Hilfe  der 

d^         dv 
•  jeweiligen  Werthe  der  Variabein  unter  Substitution  von  x^  und  y^  für  x  und  y  h^- 
kannt.     Die  lineare  Gleichung  in  der  letzteren  Form  kann  man  betrachten  als  di6 

Gleichung    einer   substituirten  Geraden,    die    im  Abstände  —    parallel   zur  Tan* 

n* 

gente  der  Ourve  f{x^y)  im  Punkte  x^\  y^  läuft  und  diese  Curve  zu  ersetzen  hat. 

Jede  Beobachtung   giebt   zufolge  geänderter  Werthe    der  Variabein   eine    andere 

Curve  und  6ine  andere  sulMtituirte  Gerade. 

Nach   erfolgter  Ausgleichung  gehört  zu  der  substituirteh  Geraden  eine  Prä- 

cisioD  B,  die  der  Neigung  y  der  Geraden  gegen  die  Axe  der  x  entspricht,  wo 

^  df    df 
lang  y  =:  —  --  :  ^. 

Der  zu  H  gehörende  mittlere  Fehler  ist  der  mittlere  Fehler  in  dem  ausgeglichenen 

Jz 

Werthe  von  — ,  womit  also  auch  nach  wenig  Rechnung  der  mittlere  Fehler  der 

f(x,y^  der  ausgeglichenen  Cons tauten  x  und  y  angegeben  worden  kannp^-:r^J"  7"-^" , 


V 


202        Beiträge  zur  Theorie  der  Ausgleichung  trigon.  Netze. 

Behält  man  als  Repräsentant  dieser  Gleichungsschaaren  für  jeden  Funkt 
nur  eine  Gleichung  bei,  so  hat  man  zunächst  die  Gleichungen 
0=€i   «,  +  «2  «t  +  ft  a8  +  --- 

I-  'i  0  =  «i"yi + h'  yt+ «s'  ya  +  •  •  • 


Die  Winkel  rerschiedener  Stationen  treten  im  Netze  auch  als  Drei- 
eckswinkel auf,  die  Dreiecke  setzen  sich  zu  Polygonen  zusammen  und  diese 
beiden  Umstände  veranlassen  das  Auftreten  der  Winkel-  und  Seitenbe- 
dingungsgleichungen. Erstere  enthalten  immer  nur  drei  Winkel,  die  in 
einer  anderen  Winkelbedingungsgleichung  nicht  wieder  auftreten  —  und 
hierin  liegt  der  Kern  der  vorliegenden  Methode. 

Das  System  der  Winkelgleichungen  und  Seitengleichungen  möge 
durch  folgende  Gleichungen  vertreten  werden : 

0  =  «i  +  ^i  +  yi 
II  10  =  aa  +  /3g  +  Äi 

Ö  =  «3  +  yj  +  «2 


+    f*l'  ßl  +  f*2'/'2  +  f*3'/^3  +  •  •  • 

+  Hji  +  f*2  ya+f««^  y3  +  •  •  • 

+  h"  'i  +  ^a"'*2  +  n'h  +  •  •  • 
worin  die  f*  irgend  welche  Zahlenwerthe  annehmen  werden,  sowie  voraus- 
gesetzt ist,  dass  die  Symbole  a,  /3,  y,  i  u.  s.  f.  nur  noch  kleine  Verbesserun- 
gen der  Beobachtnngsgrössen  bedeuten.  Die  sogenannten  Absolntglieder 
der  Gleichungen  I,  II,  III,  welche  durch  Einführung  der  Beobachtuags- 
werthe  entstehen,  sind  der  Einfachheit  wegen  weggelassen. 

Um  zu  den  wahrscheinlichsten ,  den  Beobachtungen  Bich  möglichst  an- 
schliessenden Werthen  zu  gelangen ,  macht  man  die  Summe  der  Quadrate 
der  Verbesserungen  a,  j?, . . .  zu  einem  Minimum,  wofür  die  Bedingungen  ii> 
der  Gleichung  enthalten  sind 

«1  ^  «1  +  «2  ^«2  +  «3  ^«3  +  •  • 

+yi^yi  +y2^y2  +  y3^y3+.. 

«1  («1  ^«1  +  «2  ^«2  +  «3  ^«3  +  •  •  0  +  «2  ih^ßl  +  h^ß^  +  h<ißs  +  '  •  0 

|+«3('r^yi+^2''^y2+^3''^y3+--->f«4(^r'^^i+^2'''''^2+Crf^3+"0 

'+c(f*id«i  +  ^,da,  +  ^3da3+...+^/rf^,  +  ^;rf|5,  +  ^3'd^3+... 
in  welcher  die  ayby  c  noch  zu  bestimmende  Grössen  sind. 
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Die  letzte  Gleichung  giebt  folgende  Gleichungssysteme : 


V.         ,  lßi  =  ho^  +  h  +  N^ 


VI.  {  ri'^h^  +  h  +  NC 


I      l==fl    «d  +  ftg  +  f*!     C 

VIL  M3  =  f;"a4  +  t3  +  ^'"c 


Diese  Systeme  in  Verbindung  mit  I,  II,  III  geben  Alles,  was  uöthig  ist 
zur  Auflösung. 

Nach  Schleiermacher 's  Methode  sind  nun  in  die  Gleichungen  II 
die  Gleichungen  IV,  Vu.s.f.  einzuführen  und  zufolge  einer  schon  erwähnten 
Eigenthttmlichkeit  der  Gleichungen  II  giebt  nun  jede  derselben  eine  einfache 
Bestimmunggleichung  für  eines  der  b.  Es  werden  diese  durch  die  a,  c  u.s.f. 
ausgedrückt  und  es  können  daher  die  6  Hämmtlich  aus  den,  durch  Einsetzen 
der  Werthe  der  a,  j3, . . .  aus  IV,  V, . . .  abgeänderten  Gleichungen  I  und  III 
entfernt  werden.  Diese  Gleichungen  enthalten  dann  nur  noch  die  a  und  c 
und  müssen  wie  gewöhnlich  aufgelöst  werden.  Im  obigen  Beispiele  gehen 
die  Gleichungen  II  über  in  die  Gleichungen 

3^+ «101+ f/agH-  «r^s +^  (f*i+ f*i'+ i*r) =^ 

3^  +  «2«!  +  «2' «2  +  «i"\  +  <^  (1*2  +  ^2'  +  f*i'")  =  Ö 
3  63  +  «s  «1  +  h^s  +  h\  +  c((i3  +  H+  H  )  =  0. 
Werden  die  hieraus  folgenden  6 -Werthe  in  die  Gleichungen  I  und  III 
eingesetzt,  so  hängt  alsdann  die  endliche  Auflösung  von  soviel  Gleichungen 
ab  ,  als  in  System  I  und  III  vorkommen.  Die  Methoden  von  Gauss,  Bes- 
sei  und  Hansen  erfordern  aber  die  Auflösung  eines  Systemes  Gleichun- 
gen ,  das  an  Anzahl  denen  der  Systeme  II  und  III  gleichkommt  (da  sie  die 
Ausgleichung  der  Stationen,  entsprechend  den  Gleichungen  I,  im  Voraus 
bewirken).  Sobald  also  System  II  weniger  Gleichungen  enthält  als  System  I, 
hat  man  nach  Schleiermacher  doch  zuletzt  mehr  Gleichungen  aufzu- 
lösen, als  nach  Gauss,  Bessel  oder  Hansen^  Erstere  Methode  kantf 
also  hinsichtlich  der  Anzahl  aufzulösender  Gleichungen  im  Vortheil  nur 
dann  sein,  wenn  erheblich  mehr  Winkelbedingungsgleichungen  vorliegen, 
als  Gleichungen  zwischen  den  Winkeln  je  einer  Station,  und  dies  findet  nur 
bei  kleinen  Landestriangulationen  statt,  wo  mit  dem  Itepetitionstheodolit 
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gearbeitet  wird,  überhaupt  auf  einer  Station  viele  Einschnitte  anf  ver- 
schiedene Punkte,  dagegen  wenig  auf  denselben  Funkt  vorkommen.  Für 
solche  Fälle  nur  ist  auch  Schleiermacher 's  Methode  entworfen. 

Das  Wesen  derselben  geht  ganz  verloren,  wenn  man  sie  auf  Rich- 
tungsbeobachtungen anwenden  will.  Schon  im  einfachen  Falle  reiner  Rich- 
tungsbeobachtungen (die  immer  alle  Objecto  in  Gjris  tereinigen)  gelangt 
man  zu  unerquicklichen  Formeln. 

Bezeichnet  man  die  Richtungen  von  A  nach  B^  C  u.  s.  f.  mit  A^A^., ., 
von  B  nach  A^  C  u.  s.  f.  mit  ^|  B^  u.  s.  f.,  so  gehen  die  .Gleichungen  II  über 
in  die  Gleichungen  11*  —  die  Gleichungen  I  fallen  natürlich  ganz  ans  — 

II*  .O^A,^A,  +  B,^B,  +  D^^D, 

^0  =  ^,-^3+(7,-^,  +  /?3-/?, 


und  weil  jetzt  in  jeder  solchen  Gleichung  auch  Unbekannte  sich  finden, 
die  schon  in  einer  anderen  desselben  Systemes  II*  stehen,  so  geben  diese 
Gleichungen  auch  keine  einfachen  Bestimmungen  für  die  Hilfsgrössen  b. 
Die  Systeme  III,  IV  u.  s.  f.  gehen  über  in 


IV* 


V*. 


A,= 

-*1- 

-*i  +  f»« 

+  ... 

4  = 

*1- 

-<'3  +  f*3« 

+  ... 

A,= 

6,. 

+  ^8  +  i»«« 

:  +  ... 

B,= 

:         b,. 

+  *,  +  (*l'« 

+  ... 

^3  = 

:-b. 

+  »»8C 

+  ... 

B.= 

-b. 

+  f»/« 

:  +  ... 

<7,= 

-*1 

+  h+H 

'c  +  .. 

c,= 

+  0i 

+»*; 

'c+.. 

C,= 

-h 

+  H 

'c  +  .. 

A  = 

-** 

I.       1          '"       1 

A  = 

+  ** 

1          '"       i 

•         ■ 

+  ''3 

VI*. 


vn*. 


and  damit  System  II*  in  folgendes  aber,  worin  die  %  Aggregate  der  fi  be- 
aeichnen, 

0=   66i+2ft,-2t,  +  cz  +  ... 
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welche  Gleichnngen  immer  mehrere  b  enthalten ,  also  nach  diesen  b  so 
leicht  nicht  aafgelöst  werden  können,  und  gewiss  um  so  mehr,  wenn  nicht 
reine  Riehtungsheobachtangen  vorliegen. 

Hiernach  erscheint  doch  wohl  die  Anwendnng  der 
Schleiermacher'schen  Methode  auf  Kichtungsbeobachtungen 
nicht  räthlich. 

Einige  allgemeine  Bemerkungen  zu  der  Berechnnng 
TOB  Bichtnngsbeobachinngen. 

Wird  angenommen,  dass  immer  ein  Nullpunkt  bei  jedem  Gyrus  einge- 
schnitten wird ,  so  lassen  sich  für  einen  Satz  von  je  vier  Einstellungen  auf 
ein  Object  die  Beobachtungsfehler  der  Einschnitte  nach  den  Objecten  0,  J^ 
Bj  C  . .  >  wie  folgt  darstellen : 

fürO     cJo  +  ^o 

,,    A      Sa  +  Va 

,,  B     di,  +  vi, 

worin  v  die  Beobachtungsfehler  im  engeren  Sinne  (strenger :  die  Mittel  aus 
vier  solchen),  8  die  periodischen  und  zufälligen  Theilungsfehler  bedeuten. 
Wiederholt  man  den  Gyrus  bei  derselben  Lage ,  so  bleiben  die  d  dieselben, 
nur  die  v  Kndern  sich;  dreht  man  den  Kreis  nur  ein  paar  Striche  fort,  so 
ändern  sich  in  d  die  zufälligen  Glieder,  die  periodischen  bleiben  dieselben. 

Der  mittlere  Werth  von  v  (oder  der  doppelte  Betrag  des  Beobach- 
tnngsfehlers  im  engeren  Sinne)  schwankt  zwischeü  einer  halben  Secunde 
und  zwei  Secunden,  ebenso  ö  zwischen  ein  paar  Zehnte Isecunden  und  meh* 
reren  Secunden,  je  nach  der  Güte  des  Instrumentes,  und  soviel  scheint  dem 
Verfasser  erwiesen,  dass  in  vielen  Fällen  bei  besseren  tragbaren  Instru- 
menten d  zwar  etwas  kleiner  als  v ,  jedoch  nicht  beträchtlich  kleiner  sein 
wird.     Doch  hat  sich  jeder  Beobachter  hierüber  näher  zu  unterrichten. 

Istp  beträchtlich  grösser  als  6,  so  kann  mit  Vernachlässigung 
von  d  die  Ausgleichung  der  Beobachtungen  wie  üblich  erfolgen. 

Ist  aber  ö  beträchtlich  grösser  als  v,  dann  hat  in  einfachster 
Weise  die  Vereinigung  der  Messungen  einer  Station  zu  erfolgen,  indem 
man,  falls  nur  alle  Sätze  den  Nullpunkt  enthalten,  zunächst  alle  Sätze  der- 
selben Kreislage  zu  einem  Mittel  vereinigt  und  diese  Mittel  mit  gleichen 
Gewichten  zu  einem  weiteren  Mittel  nach  der  üblichen  Ausgleichungs- 
methode. 

Sei  beobachtet  in  1.  Kreislage 
1. 
1. 

2. 
2. 


Ol 

A 

B, 

Ol 

D, 

0. 

A 

Si 

Ol 

A 

c. 

D, 

0, 

A, 

B, 

c. 

0, 

^ 

.c. 

J>t 
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^» 

Di 

^» 

^3 

c. 

Bz 

Cs 

^8 

und  in  3.  Kreislage    O3 

3.         „  O3 

'  3-         n  Ö3 

und  die  Ablesung  für  0  immer  auf  Null  reducirt,  so  setze  man  —  falls  eine 
NäheruDgsrechnung  genügt  — 

für  die  1.  Kreislage   Ol     \^A^    \ZB^     \ZC^     \ZD^ 

„     „    3.         „  O3     \ZA^     iS£,     i£C,     i^SD, 

und  die  Werthe  dieser  drei  Kreislagen  und  der  sonst  vorhandenen  werden 
nun  in  üblicher  Weise  ausgeglichen^  wobei  die  Richtungen  alle  mit  glei- 
chem Gewicht  einzuführen  sind. 

Sollte  einmal  der  Nullpunkt  nicht  eingeschnitten  sein ,  z.  B. 
in  der  4.  Kreislage  O4     A^    B^ 

O4    A^    i',    C^ 
A^     B^     C^ , 
so  hat  man  jedenfalls  das  nunmehr  zu  erläuternde  strengere  Verfahren  an- 
zuwenden, welches  richtiger  auch  schon  bei  den  anderen  Kreislagen  anzu- 
wenden ist. 

Ist  nämlich  O4  immer  auf  Null  reducirt^  so  hat  man  die  wahrschein- 
lichsten Ablesungen  in  der  Form 

Ö4  +  0,      A^  +  S:+a^      B,  +  S;'+b^     C^  +  8;"+c^ 

Oa  +  o;   A^+s;+a;   Ä4+a/+v  c,+o+6V 

die  Ablesungen  C^  +  8^"'+c^  und  O^  +  o/'  haben  das  Gewicht  Null  im 

▼erliegenden  Beispiele , 

die  0,  a,  6,  c  sind  Beobachtungsfehler  im  engeren  Sinne, 

die  d   sind  die  Theilungsfehler  in  Bezug  auf  den  Theilstrich  der  Null- 

richtnng« 

Welchen  Betrag  die  d  auch  haben,  jedenfalls  kann  man  für  den  Augen- 
blick die  d  zu  den  A^  B^C  resp.  schlagen  und  setzen 

^4  +  «/  =  «4     *4  +  C=»4     C;  +  d;'=64  n.s.f. 
und  mithin  hat  man  nun  die  Ablesungen  in  der  Form 

Ö4  +  O4  «4+Ö4        »4  +  ^4      (64  +  ^4) 

Oa+o;      «,  +  «;    »4+V    64+^/ 

(O^  +  o/O  Ä,  +  a/  »4 +  64"  64  +  ^4" 
Jetzt  erkennt  man  sofort,  dass  die  Gyri  derselben  Kreis- 
lage so  zu  vereinigen  sind,  wie  die  sogenannte  Stationsaas- 
gleichung nach  Bessel  und  Hansen  erfolgt.  Hierbei  kommt 
die  relative  Grösse  der  Theilungsfehler  d  und  Beobachtungs- 
febler  v  noch  gar  nicht  in  Frage. 
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Es  mögen  sich  nun  auf  diese  Art  ergeben  (unter  Reduction  der  Ab- 
lesung für  die  Nullrichtung  auf  Null)  « 

für  die  1.  Kreislage   0^     3(^     S^     S^ 

2.  „  Og    Slg    852    ®2 

3.  „  O3     %     ©3     63 

4.  „  0,    2I4    834    64. 

Da  die  Theilungsfehler  als  vorwiegend  angesehen  werden,  so  unter- 
scheiden sich  diese  Werthe  nur  wesentlich  durch  die  Theilungsfehler  und 
man  hat  daher  auch  jedem  dieser  Werthe  das  Gewicht  1  beizulegen,  oder 
Null,  falls  die  betreffende  Richtung  in  allen  Gyris  der  Kreislage  nicht  vor- 
kam. Die  Ausgleichung  dieser  Werthe  erfolgt  also  wieder  nach  BesseTs 
und  Hansen's  Formeln. 

Bei  Anwendung  der  directen  (Coordinaten-)  Ausgleichung  würde  man 
diese  Werthe  0,  91,  83,  @  als  Beobach'tungswerthe  zur  Aufstellung  der 
Fehlergleichungen  verwenden. 

Sind  die  Theilungsfehler  d  und  die  v  nahezu  gleich  gross 
im  Mittel,  so  würde  eine  strenge  Ausgleichung  erheblich  schwierig  sein 
(doch  ausführbar,  sobald  die  relative  mittlere  Grösse  von  d  und  v  bekannt 
wäre).  Die  einzige  Aushilfe  bietet  die  Beobachtangsmethode :  möglichst 
wenig  Gjri  bei  derselben  Kreislage  zu  nehmen ;  also  wo  möglich  nach  jedem 
Gyrus  den  Kreis  wenigstens  ein  paar  Theilstriche  zu  drehen.  Dann  is  est 
ziemlich  gleichgiltig,  wie  man  ausgleicht  —  man  kann  mit  demselben 
Rechte  die  Theilungsfehler  ganz  vernachlässigen  und  wie  üblich  ausglei- 
chen; oder  aber  erst  für  jede  Kreislage  ausgleichen  und  die  Resultate  als 
einfache  Gyri  betrachten  und  ausgleichen. 

Auf  einen  Punkt  möchte  noch  hingewiesen  werden :  Die  Ausgleichung 
wird  um  so  einfacher^  je  weniger  verschiedenartig  die  Gruppirung  der 
Punkte  BuGyris  ist;  jedoch  alle  Punkte  immer  in  einen  Gyrus  zu  vereinigen 
ist  nicht  rätfalich  und  wird  auch  an  Einstellungsarbeit  nichts  gespart,  sobald  . 
ihre  Anzahl  grösser  als  4  bis  5  ist.  Hat  man  sich  nun  aus  sämmtlichen  Ob- 
jecten  eine  Anzahl  Gruppen  zu  je  Z  bis  5  gebildet,  die  man  in  verschiedenen 
Kreislagen  beobachtet,  so  ist  es  wünschenswerth,  von  diesen  Gruppen  auch 
nur  vollzählige  Gyri  zu  erhalten,  die  man  alsdann  für  jede  Gruppe  zu 
einem  Mittel  zusammenzieht.  Doch  ereignet  es  sich  wohl,  dass  ein  Punkt 
in  einem  Gyrus  einmal  verldren  geht.  Sobald  nun  d  nahezu  gleich  v  ist, 
kann  man  recht  wohl  diesen  Gyrus  ergänzen,  indem  man  zwei  der  Objecto 
des  Gyrus  nachträglich  mit  dem  fehlenden  verbindet.  Man  habe  z.  B.  er- 
halten 

in  der  2.  Kreislage   0^    J^    B^     C^     fehlt  />g, 

so  beobachte  man  etwa  noch 

an  derselben  Lage    0^'  C^      D^ 
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und  verschmelze  beide  Gyri  zu  einem  vollen  Gyrus 

0/'     V     K     C^     K 
wie  folgt: 

Sei  die  Ablesung  für  die  Nullriclitung  auf  Null  redacirt,  so  dass  auch 
0,"  Null  ist,  so  wird  streng  ausgeglichen  für 

0,"=Null  ^,"=^,+ J 

und  ^/=5»+^ 

4  />,"=/>;- z/. 

Man  hat  nämlich  die  Fehlergleichungen 

»<,  =  «  Vo=^U 

v^^u^B^  +  ß^' 

p^  =  M  -  (7,  +  C,"  r/=  w  -  C,'+  C 

worin  u  und  ti'  die  bekannten  Hilfsgrössen  sind. 
Hieraus  folgt 

^,"=  A^  —  u 

0=3 «'+  ^t"+  V-  0^-  d; 

und  mithin  wird 

u.  8.  f. 

Auf  ähnliehe  Weise  kann  man  mit  Leichtigkeit  ohne  sonderlichen 
Fehler  sehr  oft  Gyri  ergänzen  oder  zusammenziehen  und  dadurch  den  vor- 
liegenden Beobachtungen  mehr  Symmetrie  geben.  Sind  überhaupt  wenig 
Objecto  zu  nehmen,  so  wird  nicht  selten  auf  diese  Weise  alles  Beob- 
achtungsmaterial in  vollzählige  Eeihen  verschmolzen  werden  können. 

Selbstverstäodlich  darf  man  nur  mit  Vorsicht  solche  angedeutete  Ver- 
schmelzungen vornehmen. 


IX. 

Üeb6r  die  Enengnng  solcher  geometrischer  Corven, 

welche  durch  unbekannte' Dorchschnittspankte 

gegebener  Curven  bestimmt  sind. 

'       Von  . 

Dr.  A.  Olivier, 

Prof.  der  Mathematik  am  Gymnasium  su  Schaff  bansen. 


Diese  Abhandlang  hat  die  Erzeugung  solcher  geometrischer  Carven 
zum  Gegenstände,  welche  nicht  direct  durch  Punkte  in  der  Ebene,  sondern 
durch  unbekannte  Schnittpunkte  gegebener  Curven  bestimmt  sind.  Die 
nächste  Veranlassung  zur  Abfassung  dieser  Schrift  wurde  durch  die  von 
der  königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin  ausgeschriebene 
mathematische  Preisfrage  gegeben,  in  welcher  neben  der  Forderung  — 
die  nothwendigen  und  ausreichenden  fundamenta^en  Hilfs- 
mittel für  die  Lösung  der  Aufgaben  des  dritten  Grades  an- 
zugeben —  auch  folgendes  Problem  zur  Construction  vorgelegt  wurde: 

Wenn  dreizehn  Punkte  in  der  Ebene  gegeben  sind,  so  sollen 
durch  geometrische  Construction  diejenigen  drei  Punkte  bestimmt 
werden ,  welche  mit  den  gegebenen  zusammen  ein  System  von 
sechszehn  Durchschnittspunkten  zweier  Curven  der  vierten  Ord- 
nung bilden. 
X)iese8  ist  aber  nur  ein  specielles  Beispiel  von  solchen  geometrischen 
Problemen ,  in  denen   es  sich  um  die  Construction  unbekannter  Durch- 
schnittspunkte  gegebener  Curven  handelt.     Wie  man  weiss,  sind  derartige 
Probleme  dadurch  zu  lösen fdass  man  Curven  von  möglichst  niederer  Ord- 
nung constrnirt,  die  sich  m  den  unbekannten  Schnittpunkten  der  gegebenen 
Curven  treffen.     Die  zu  lösende  Hilfsaufgabe  reducirt  sich  also  darauf: 
Eine   Curve  zu  erzeugen,  die  nicht  direct  durch  Punkte  in 
der  Ebene,   sondern  ganz  oder  theilweise  durch  unbekannte 
Durchschnittspunkte  gegebener  Curven  bestimmt  i«t.     Daraus 
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ist  der  Zusammenhang  obiger  Preisfrage  mit  dem  Thema  unserer  Abhand- 
lung ersichtlich. 

Aber  auch  abgesehen  von  der  ausgedehnten  Anwendung  bei  der  Con- 
struction  unbekannter  Durchschnittspunkte  geometrischer  Curven,  besitzt 
der  Gegenstand  dieser  Abhandlung  an  sich  eine  Bedeutung  für  die  Geo- 
metrie. Sind  nämlich  in  einer  Ebene  eine  genügende  Zahl  von  reellen 
Punkten  gegeben,  wodurch  eine  gewisse  Curve  ^  der  «**"  Ordnung  be- 
stimmt wird,  so  ist  es  nach  bekannten Principien  immer  möglich,  zwei  pro- 
jectiyische  Gebilde  (Curvenbüschel)  festzustellen,  welche  durch  den  Durch- 
schnitt ihrer  entsprechenden  Elemente  die  Curve  K  erzeugen.  Anders  ver- 
hält sich  aber  die  Sache ,  wenn  unter  den  gegebenen ,  die  Curve  K  bestim- 
menden Punkten  auch  imaginäre  Punkte  enthalten  sein  sollten,  welche,  wie 
man  weiss,  nur  als  Dnrchschnittspunkte  gegebener  Curven  darstellbar  sind. 
Alsdann  versagen  die  bekannten  Principien  über  Curvenerzeugung  ihren 
Dienst.  In  dieser  Abhandlung  ist  nun  der  Versuch  gemacht,  diese  Lücke 
in  der  Geometrie  theilweise  auszufüllen,  und  zwar  dadurch,  dass  gezeigt 
werden  soll,  wie  Curven  durch  projectivische  Gebilde  auch  dann  erzeugt 
werden  können,  wenn  sie  nicht  direct  durch  Punkte  in  der  Ebene,  sondern 
durch  unbekannte  Durchschnittspunkte  gegebener  Curven  bestimmt  sind; 
wobei  es  also  gleichgiltig  bleibt,  ob  diese  Schnittpunkte  reell  oder  ima- 
ginär sind. 

§1. 
ITeber  Curvenerzeugung  im  Allgemeinen. 

Ist  K  eine  Curve  der  «**"  Ordnung,  gegeben  durch  die  \n  («  +  3)  reel- 
len Punkte 

so  können  immer  zwei  projectivische  Curvenbüschel  der  n  ^«°  und  «"**" 
(n'+«"=n)  Ordnung  festgestellt  werden,  welche  durch  den  Durchschnitt 
ihrer  entsprechenden  Elemente  die  Curve  K  erzeugen.  Das  hierher  ge- 
hörige Theorem  ist  von  den  berühmten  Mathematikern  Chasles  und  Jon- 
qniäres  aufgestellt  und  von  denselben  wie  folgt  ausgesprochen  worden: 

S oll  ei ne  du rch|n(fi  + 3)  Punkte  gegebene  Ca rveif  der  n^®" 
Ordnung  durch  zwei  projectivische  Curvenbüschel  der  n'*®" 
und  «"*•" Ordnung (n'+n"=«)  erzeugt  werden,  so  dürfen  von  den 

4l«'(«'+8)+n"(«"+3)}-2 
Punkten,  welche  die  Basen  der  beiden  Büschel  völlig  bestim- 
men, nur  nn—l  nicht  beliebig  genomfben  werden.     Von  den 
Jn(n-f  3)  gegebenen  Punkten  der  Curve  K  können  also 

i  I  «'  («'+3)  +  «"  («"+  3)  }  -  2  -  («'«"-  1) 
Punkte    willkürfich    zu    Basispunkten    ausgewählt    werden, 
während    alsdann  2n'n'-f  i  Curvenpunkte    übrig  bleiben,  die 
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nicht  mit  den  Basispnnkten  der  Cnrvenbüschel  zusammen- 
fallen. Um  nun  die  noch  übrigen  nn'-~\  unbekannten  Basis - 
punkte  der  beiden  Büschel  zu  bestimmen,  müssen  die  Curven 
des  ersten  Büschels,  welche  durch  die  2n'n"+l  weiteren  Cur- 
venpunkte  von  K  gelegt  werden  können,  den  Curven  des 
zweiten  Büschels,  welche  durch  dieselben  Punkte  gelegt 
werden  können,  projectivisch  entsprechen.  Zu  diesem  Zweck 
dürfen  je  drei  Curven  aus  den  beiden  Büscheln  als  entspre- 
chende Elemente  angenommen  werden,  während  zu  jedem 
vierten  Elemente  des  einen  das  entsprechende  vierteElement 
des  anderen  durch  die  Oleichheit  der  Doppelverhältnisse  zu 
ermitteln  ist.  Dies  giebt  aber  2  (nV— 1)  Bedingungen,  welche 
hinreichen,  um  die  (nV— 1)  unbekannten  Basispunkt e  zu  be- 
stimmen. 

Besonderer  Fall. 

In  der  Folge  wird  für  uns  ein  specieller  Fall  der  Curvenerzeugung 
von  ganz  besonderer  Wichtigkeit. sein:  wenn  nämlich  n  =  l  und  »"=n —  l, 
also  das  eine  Cnrvenbüschel  von  der  (n  •—  1)^^"  Ordnung  und  das  andere  ein 
Strahlenbüschel  ist.  Hierbei  sind  aber  wieder  zwei  wesentlich  verschiedene 
Unterfcllle  von  einander  zu  unterscheiden :  ob  nämlich  der  Mittelpunkt  des 
Strahlenbüschels  als  ein  bekannter  oder  als  ein  unbekannter  Basispunkt 
anfgefasst  wird. 

1«  Wird  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  als  ein  bekannter  Punkt 
der  Curve  angenommen,  gehören  also  alle  unbekannten  Basispunkte  dem 
Cnrvenbüschel  der  (n— 1)^'"  Ordnung  allein  an,  so  besitzt  das  Problem  nur 
eine  einzige  Auflösung,  welche  von  Härtenb erger  in  der  folgen- 
den Abhandlung:  „lieber  die  Erzeugung  geometrischer  Curven"  (Cr  eile - 
Borchardt's  Journal,  Band  58,  Seite  54)  gegeben  worden  ist. 

2.  Wird  der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels  aber  als  ein  unbekann- 
ter Basispunkt  angesehen,  so  besitzt  das  Problem  der  Curvenerzeugung 
mehrere  Auflösungen  und  kann  wie  folgt  genauer  festgestellt  werden : 

Es  sei  K  eine  Curve  der  «**"  Ordnung,  gegeben  durch  die  \n  (n  +  3) 
Punkte 

,&,&,.  ..6j,fl,a, ..  .«211-11 

wobei  p  den  Werth 

.      P  =  in(«-1)  +  1 
besitzt.     Nach  dem  obigen  Theorem  von  Chasles  dürfen  von  den  gege- 
benen Punkten  der  Curve  K pi=i^n{n~~\)'\'l  willkürlich  zu  Basispunkten 


^)  Ckasle»,  Deteminaiion  du  nombre  de  points,  qu*on  peui  prendre  etc,  (Compiet 
rendu»,  21  Stpiembre  1857;.  JonquiSres,  Easai  mir  la  gMraiion  des  eovrbee  eie. 
p.  13—14. 
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des  Carvenbüschels  der  («—!)*«"  Ordnung  gewählt  werden;  wir  nehmen 
die  Punkte 

ft,  6,  . . .  bp 

und  wollen  dieselben  in  der  Zukunft:  die  Grün  dp  unkte  des  Curven- 
büschels  nennen.  Die  übrigen  unbekannten  Basispunkte  des  Curven- 
büschels  dagegen  sollen  zusammengefasst  den  Namen  Basisrest  erhalten  ; 
es  sind  dies  die  Punkte 

yi.y2  •  •  •  yn  -3 II  y«  -2  - . .  y*-i5 

wobei  die  Zahl  s  den  Werth 

bezeichnet.     Der  Doppelstrich  soll  hierbei  diejenigen  Basispunkte ,  welche 
als  eigentlich  unbekannt  anzusehen  sind,  von  denen  trennen ,  die  mit  jenea 
^         —  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  des  Curvenbüschels  —  von  selbst 
bestimmt  sind. 

Bezeichnen  wir  jetzt  noch  den  unbekannten  Mittelpunkt  des  Strahlen- 
büschels  mit  o?,  so  können  alle  die  unbekannten  Basispunkte 

-  «1   t/it/t"'  Pn^  II  yn-2  .  .  .  ys-1 

durch  die  Bedingung  gefunden  werden ,  dass  das  anharmonische  Verhält 
niss  des  Strahlenbtischels 

aP  [ff,  «2  •  .  •  02n— i] 

gleich  zu  macheu  ist  dem  anharmonischen  Verhältnisse  des  CUrvenbüschels 

(6,  6,  .  .  .  ftp^jy,  .  .  .  yn-3  II  yi.-2  .  .  .  y*-l)  [Oi  ff,  .  .  .  ff2ii~l]. 

Angenommen,  diese  Aufgabe  wäre  gelöst,  so  werden  Strahlenbüschel  und 
Curvenbtischel  zwei  projectivische  Gebilde,  welche  Eigenschaft  in  Zukunft 
mit  dem  bekannten  Zeichen  /\  angedeutet  werden  soll^  also: 

a:  [ff,  ff,  .  . .  ff2„-i]  A  (^1  ^  . . .  ftp^i  y,  •  • .  yn-z  II  yn-2  . . .  yt-i)  [0, «, . . .  azn-i]  ; 
alsdann  erzeugen  beide  Gebilde  durch  den  Durchschnitt  ihrer  entsprechen- 
den Elemente  die  gegebene  Curve  K. 

Für  die  folgenden  Untersuchungen  ist  nun  die  Beantwortung  der  nach- 
stehenden Frage  von  grosser  Bedeutung:    ' 

Wie  viele  Auflösungen  besitzt  im  Allgemeinen 
die  Aufgabe:  Das  anharmonische  Verhältniss  des 
Strablenbüschels 

o:  [ff,  ff,  . .  .  ff2n-l] 

gleich  zu  machen  dem   anbarmonischen  Verhältnisse 
des   Curvenbüschels 

(^6, .  ...^py,y, . . ,  y„-3  ||  yn^2 . . .  y*-i)  t«i  ^t  •  •  •  a2ii-il? 
Ohne  uns  vorläufig  auf  einen  Beweis  einzulassen ,  geben  wir  auf  diese 
Frage  folgende  Antwort 

Die  Aufgabe,  d  as  anharmonische  Verhältniss  des 
Strablenbüschels 

a:  [«,«,..  .ff2tt_i] 
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gleich   zu  macben  dem  anharmonischen  Verhältnisse 
des  Onrvenbüschels 

besitzt  im  Allgemeinen 

Ä=4(«-l)(«-2) 
verschiedene  Lösungen. 

Die  Richtigkeit  dieser  Behaaptnng  wird  sich  im  Laufe  der  weiteren 
Dnterauchung  von  selbst  ergeben« 

Polgenmgeii  • 
L  Indem  wir  die  soeben  ausgesprochene  Behauptung  als  richtig  vor- 
aosaetaen,  giebt  es  auf  der  Curve  K^  welche  durch  die  ^n  (n+3)  Punkte 

6|  6, . . .  6p  a,  flt  •  •  •  «211—1 
bestimmt  ist,  zu  den  Grundpnnkten 

by b^, ,  .bp 
ein  System  von  *  =  J  (n  —  l)  («  —  2)  Punkton 

/>*/>»...  P'; 
sie    sind   die  Mittelpunkte   von   eben   so   vielen  Strahlenbüscheln.     Diese 
Punkte    sollen    in   der   Zukunft  den    Namen    Projectionspunkte    der 
Curve  K  erhalten.     Zu  jedem  solchen  Projectionspunkte  von  IC  gehört  ein 
gewisser  auf  diese  Curve  fallender  Basisrest 

Ö/O.*...  0^.-3  II  0^-2.     .0^-1 
Öt'0.'...(>'.-3||0'»~2...(>%-1 


(>,'£>.'...  0V3!|i?'i.-2...ß'.-i, 

wobei  die  gleichen  Stellenzeiger  im  Exponenten  die  Znsammengehörigkeit 
des  jedesmaligen  Projectionspunktes  und  Basisrestes  auädrticken.  —  Dem 
entsprechend  kann  die  Curve  IC  für  die  angenommenen  Grundpunkte 

6,6,...  6p 
auf  die  «  =  J  (n  —  1)  (w  —  2)  verschiedenen  Arten 

P*  [fl,  fl,  .  .  .  fl2ii-.l]  A  (fr,  fr«  .  .  .  frp  ft  ^  Ä'  .  .  .  O'n^Z  II  0^2  .  .  .  (>',-l) 

[ö,  fl,  . .  .  a2ii-i] 

P'  [fl,flf  .  .  .  02«-!]  Ä  (frffr«  .  -  .  frpOl'A'  .  .  .  O^n^  II  0'«-2  .  .  .  O's-i) 
[o,  «t  .  .  .  «2  n—l] 

^•[«10,.  ..  fl2«-l]  Ä  (frlfr.  .  ..&,.(?/£),'...  O*— 3  II  (?\-2.  .  .  O'.-l) 
[flr,a,  .  ..ö2»-i] 
durch  ein  Strahlenbüschel  und  projectivisches  Curvenbüachel  der  (w— 1)**" 
Ordnung  erzeugt  werden. 

II.  An4  der  Eigenschaft,  dass 

*-.l=i(«-l)(ii-2)-.l=i(^^^)(^^  +  3) 

ZelUcbrift  f.  MAtkamatik  •.  Phytik,  XIV,  3.  I5 
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Punkte  in  der  Ebewe  zur  Beötitamutig  einer  Onrve  der  {n^i)^^^  Ordnung 
gerade  hinreichen,  ergeben  sich  folgende  ßätee,  vö»  denen  in  der  Zaknnft 
noch  häufig  Gebranch  gemacht  werden  wird: 

a)  Jeder  Basisrest  eines  CürV^enblfschels  der  (n  —  ly*" 
Ordnung  bestimint  eine  gewisse  Curve  der  (n  — 3)*®"* 
Ordnung. 
ß)  Von  den  s  Projectiongpunkten  einer  Cttrve  £  der 
n*««>  Ordnung  liegen  imni<er  (s-*-l)  auf  einer  Ibfesti mm* 
ten  Curve  der  («  —  3)*®"  Ordnung. 

§2.  •■■      -    '     ' 

Frojectlonspnnkte  tmd  ztigehörige  Bäsurrestb  auf  Ctirteki  dar  drlttan 
und  vierten  Ordninkg. 
Bevor  wir  in  der  allgemeinen  Untersuchung  weiter  foi'tschreiten ,  veird 
es  am  Platze  sein ,  der  Projectionspunkte  und  Basisreste  auf  Curven  *der 
dritten  und  Vierten  Ordnung  noch  speciell  zu  gedenken  und  diejenigen  we- 
sentlichen Eigenschaften  hervorzuheben ,  welche  sich  später  für  Curven  je- 
der beliebigen  Ordnung  als  giltig  erweisen  werden. 

T.  Es  sei  A^eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  gegeben  durch  die  netin 
Punkte 

ft,  &t6,  ^4  a,  a,  0,04  05; 
dann  folgt  für  n  =  3 

s  =  ^(n  — l)(n  — 2)  =  1. 
Also  giebt  es  vier  Grundpunkte;  es  seien  dies  die  Punkte 

*l  h  h  ^4y 

und  einen  Projectionspunkt  P\  dessen  zugehöriger  Basisrest  (^  —  1) ,  d.  h. 
null  Punkte  besitzt. 

Der  Projectionspunkt  P^  kann  durch  die  Bedingung  ermittelt  werden, 
dass  das  anharmönische  Verhältaiss  der  fünf  Strahlen 

x[a^a^  «3  «4  flj]         . 
gleich   gemacht  werden  muss  dem  anharmonischen  Verhältnisse  der  fünf 
gegebenen  Kegelschnitte 

(6,öt&8*4)[flia2«8fl4«5]- 
Man  lege  daher  die  vier  Punkte 

a,  fl,  flj  «4 
einen  Kegelschnitt ,  der  durch  das  Doppelverhältniss 

(&i  5, 6, 54)  [a,  0,0,04] 
und  durch  die  vier  Punktft 

«i  «1  «s  Ö5 
einen  zweiten  Kegelschnitt,  der  das  Dopp^tverfatitniBB 
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ffttst.  Der  vierte  Schtiit^piinkt  dUser  beiden  Kegelscbnitte,  welcher  mHt^Ist 
des  Lineals  allein  constmtrt  werden  kann,  ist  der  gesuchte  .Projections- 
pankt  P^\   alsdann  ist 

/>!  [a,  fl,  a,  a^a^]  7\  {b^  ft,.6,  b^)  [/r,  a^  /i,  a^  a^] 
ond  die  b«iil«i  projeetlvischeft  Gebilde:  Kegftlschnittbttfcbel  and  Strahlen- 
büschel erzeugen  die  Carve  if. 

Einige   bekannte  Eigenschaften  des  Projectionspunktcs   einer  Curve 
der  dritten  Ordnung  sind  folgende :  ' 

Denkt  man  sich  durch  die  Grundpunkte 

6,  bt  ft,  64 
eine  zweite  Ourve  St  der  dritten  Ordnung  gelegt  und  betetchDet  den  Pro- 
jectionspunkt  dieser  CurVe  in  Bezug  auf  dieselben  Grundpunkte  mit  $', 
so  sind  P'  und  $'  die  Mittelpunkte  aweier  projectivischer  StrnWlfniibdscIiel, 
welche  denjenigen  Kegelschnitt  erzeugen,  der  durch  die  ftbrigen  fffnf 
Schnittpunkte  von  K  und  St  bestimmt  wird.    Dfther  gilt  folgender  Satz : 

Von  neun  gemeinschaftlichen  Punkten  zweier 
Curven  der  dritten  Ordnung  bestimmen  irgend  fünf 
einen  Kegelschnitt,  der  durch  die  Projectionspunkte 
dieser  Curve  in  Bezug  auf  die  Übrigen  vier  Schnitt- 
punkte  als  Grundpunkte  geht*). 

Oder  auch: 

Die  Projectionspunkte  sämmtlicher  Curven  eines 
Curvenbüschels  der  dritten  Ordnung  in  Bezug  auf 
irgend  vierPunkte  derBasis  als  Grundpunkte  liegen 
auf  demjenigen  Kegelschnitt,  der  durch  die  fünf 
übrigen  Punkte  der  Basis  des  Büschels  bestimmt  wird. 

Sind  ferner 

die  mettn  Ddrchsehnittepiinkte  aweier  Curven  II  und  ft  der  dritten  Ordnung 
und  P'  der  Projectionspunkt  von  IC  in  Bezug  auf  die  Punkte 

ft,  6,  6,  64 , 
sowie  p'  der  Projectionspunkt  derselben  Curve  in  Beang  atf  die  Punkte 

«1  ^f  f 8  «4  ♦ 

so  geht  nicht  nur  die  Gerade  P' p\  sondern  auch  die  durch  die 
fünf  Punkte 

6i  bf  ft,  &4  P'p 
und 

fthSBBiP' 


•)  Plücker,  Theorie  der  algebraischen  Cnrven,  Seite  ^'u  , 

15* 
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bestimmten   zwei  Kegelschnitte  durch  den  neunten  Schnitt- 
punkt Tj  de  rbeidenCurvenÄ'undft*). 
IL  Seien  ebenso 

^i  ^t  "  •  -  ^7  ^1  ^t  •  •  "  ^7 

vierzehn  Punkte  einer  Curve  K  der  vierten  Ordnung,  so  ist  für  »=54 

p=ifi(n-l)  +  l  =  7 

5  =  4(;,-l)(«-2)  =  3;       . 
also  besitzt  die  Curve  K  sieben  Grundpnnkte 

6,6,  ...67; 

drei  Projectionspunkte 

P\  P\  P» 
und  zugehörige  Basisreste 

Qi'\\Qf\    O.MIft*,    OiMlA». 

Die  Curve  K  kann  demnach  für  die  angenommenen  Grundpunkte  auf  die 

drei  verschiedenen  Arten  erzeugt  werden 

P'  [fli^t . . .  «7]  A.(^  *«  .  • .  *7Ö.*  II  Ö«*)  [«,  ö.  . . .  «,] 
P*  [«,«,  .  . .  ^J  A  (^  ''f  •  •  ^Ot'  II  (?.*)  [flifl, . . .  aj 
/>»  [rt,  0,  .  .  /aj  ^  (/>,  6, . . .  6,jp,»  II  0,»)  [a,  ö,  . .  .  « J. 

In  Bezug  auf  die  Construction  der  Projectionspunkte  und  Basisreste 
einer  Curve  der  vierten  Ordnung,  welche  durch  die  Bedingung  gefundeo 
werden  können ,  dass  das  anharmonische  Verhältniss  der  sieben  Strahlen 

a:  [er,  ff, . . .  aj 
gleich  gemacht  werden  muss  dem  anharmonischen  Verhältnisse  der  sieben 
Curven 

(6,6,...  ^^y,  ||y,)[ö,ö,...OT], 

verweisen  wir  auf  die  folgende  Abhandlung: 

^^Jonquiires,  Essai  sur  1a  generation  des  courbes  gSometriques  el  en  par- 
ticulier  sur  celle  de  la  courbe  de  qualrieme .  ordre. 

In  dieser  Abhandlung  ist  die  vollständige  Lösung  der  Aufgabe  enthal- 
ten, weshalb  es  überflüssig  wäre,  dieselbe  hier  noch  einmal  zu  wiederholen. 
Dagegen  wollen  wir  noch  eine  merkwürdige  Eigenschaft  der  drei  Projec- 
tionspunkte 

p\  pt  pi 

und  zugehörigen  Basisreste 

ö.'iiA*.  ö.'iiA',  e.'iK?,' 

erweisen. 

Wir  betrachten  das  Curvenbüschel 

f6.6,...6,ö,*||£>,0; 


•)  Hart^  Omstruction  hy  tke  ruler  alone  io  deiermine  the  ninih  point  of  bUerseciiou 
of  itpo  eiiroes  of  the  ihird  degree.  (Cambridge  and  DubUn  Mathematical  Journal,  00/.  (5* 
Cambridge  1851 ,  p.  181.) 
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ia  demselben 'giebt  es  eine  gewisse  Curve,  die  durch  den  Pankt  Qx^  und 
dann  von  selbst  auch  durch  den  Punkt  Q^  gehen  wird;  diese  Curve  lässt 
sieh  bezeichnen  durch 

Der  zo  dieser  Curve  gehörige  Projectionsstrahl  des  projectivischen  Strah- 
lenblisebels  P^  ist  also  die  Gerade  Q^  ||  Q^\  deshalb  geht  die  Gerade, 
welche  durch  den  Basisrest  Q^^  \\  Q^  bestimmt  wird,  durch  den  Projections- 
punkt  P^  Auf  die  gleiche  Weise  lässt  sich  aber  auch  beweisen,  dass  diese 
durch  ^1*  II  Q^  bestimmte  Gerade  durch  den  Projectionspunkt  P'  gehen 
1DUS8;  also  wird  Überhaupt  eine  Gerade,  die  durch  irgend  einen  von  den 
drei  Basisresten 

Ot^flAS    f>iMlA%    Ol' IIA* 

bestimmt  wird ,  durch  die  beiden  nicht  zu  ihm  gehörigen  Projectionspunkte 

gehen;  oder  es  gilt  folgender  Satz: 

Irgend  zwei  Projectionspunkte  einer  Curve  der 
viertenOrdnung  liegen  mit  demjenigen  Basisrest,  der 
zum  dritten  Projectionspunkt  gehört,  auf  derselben 
Geraden. 


Nach  diesem  Satze  geht  die  Gerade  P^P*  durch  jßj'  ||  jß^^^die  Gerade 


/>•/>«  durch  0,«  II  Ö«'  nnd  die  Gerade  P»P»  durch  ß/  ||  Qt\ 


Una  Curra  der  n^«^""  und  ein  Cnryanblksohel  dar  (n  —  l)^''»  Ordnaag 
in  derselben  Ebene. 

Wir  kehren  jetzt  zu  unseren  früheren  allgemeinen  Betrachtungen 
zurück  und  nehmen  in  einer  Ebene  eine  Curve  K  der  n^^°  Ordnung  an, 
welche  durch  die  (  n  (n  -f  3)  Punkte 

6|  &t .  . .  6p  ajö,  .  •  .  «2«-! 
gegeben  sein  soll.     In  Bezug  auf  die  Punkte 

5i  fr, . . .  hp 
als  Grundpunkte  seien 

P^  P^..  .  P* 

deren  Projectionspunkte  und 

(>|'Ö,'...(>V3|1(>V2...(>%-1 


die  zagehörigen  Basisreste 

In  der  Ebene  der  Curve  E  sei  ferner  ein  Curvenbtischel  der  (n  —  !)*•■* 
Ordnung  gegeben,  dessen  einzelne  Elemente  mit 
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und  das  Onrvenfoüscbel  selbst  mit  (7(  7,)  bezeichnet  werden  soll.  Die 
(n  -^  1)*  Basispunkte  dieses  CurirenbOschels  seien 

^1  frf  . . .  ^1»  Aj  At . . .  Xn^^  D  An-2  •  -  •  A»_i; 
so  dass,  wie  man  sieht,  die  Grundpunkto  des  Büsohels  auf  die  Curye  K  zu 
liefen  kommen )  während  die  übrigen  Busispttnkte ,  welche  zoaammidn  den 
Basisrest  des  Büschels  bilden ,  im  Allgemeinen  beliebig  in  der  Ebene  ver- 
tkeilt  laegeti  können. 
a)  Der  Basisrest 

Ai  Af  • » •  Km^^  II  Aji^a  . « » kg^i 
.des  Curvenbüöchels  (T|  7,)  bestimmt  eine  gevfsae  Cnvve  5  der  (n^-^i)^^ 
Ordnung  (§  1 ,  Seite  174  ^^Q») ,    welche  mit  der  Gurve  IC  ausanunen  einten 
zusammengesetzten  Ort  {IC+  S)  der  (2ii— 3)^*  Otdoung  darstellt.    Da  nun 
die  Baaispnnkte 

6i6t  • . .  ftp  A,  A,  . . .  A«_3  II  An-3 . . .  A,^i 

dos  CurTenbüschels  (Ji  T^)  auf  diesem  zusajximengesetzten  Ort  {K  +  S)  ver- 
theilt  liegen,  so  muss  es  nach  einem  bekannten  von  Chasl es  gegebenen 
Theoreme*)  ein  zu  (J,  Tj)  projectivisches  Curvenbüschel  (F,  F,)  der 
(«—2)*«"  Ordnung  geben,  dessen  Basispunkte  ebenfalls  auf  dem  Ort  (AT+S) 
vertheilt  liegen ,  und  welches  mit  jenem  dureh  den  Durchschnitt  entspre- 
chender Elemente 

y,  und  Ti;     J»  und  F,;  eto, 
den  zusammengesetzten  Ort  (üf  -|-  S)  erzeugt. 

ß)  Wie  vertheilen  sich  nun  die  Basispunkte  des  zn^T^Tf)  projeetivi- 
scben  CurTenbüschels  (F^  F«)  auf  dier  eiuzetoen  Ourven  lAf'uttd  Si  ^  Diese 
Frage  lässt  sich  folgend  ermassen  beautirorte*. 

Die  Cuxye  J|  schneidet  K  ausser  in  den  Punkten 

in  noch  weiteren 

Funkten  und  die  Curve  S  ausser  in  den  Punkten 

A]  A| .  . .  Ab_3  11  An-^  . . .  A,-i  .  • 

in  noch  weiteren 

(n-i)  (n-3)  -  t  i(«-l)  («-2)  -  1 }  =  4(/«-2)  («-3) 
Punkten.     Alle  diese  Schnittpunkte  von  Jf  mit  K  und  T^  mit  S  gehören 
auch  der  Curve  Fj  an;  daher  schneidet  diese  Curve  Fi  die  Curve  IC  nur 
noch  iif 


•)  Dieses  Theorem  lautet  wie  folgt:  „Fallen  von  einem  Curvenbüschel  der 
«•«  Ordnung  die  a*  Baeispunkte  auf  eine  Curve  Cn+n'  der  (n+n').*«  Ordnung, 
so  giebt  es  immer  ein  zu  diesem  Curvenbüschel  projecthrisck^s  OnrTenbiiseliel  der 
«'«••  Ordnung,  dessen  nt  Basispunkte  ebenfalls  auf  die  Curve  Cn^n'  fallen,  und 
welches  mit  jenem  durch  den  Durchschnitt  entspLrechender  Elemente  die  Gurve 
Cn+n'  erzeugt."  (Chaales,  Deux  thiorhnes  ghiiratix  sur  les  courbeä  et  (es  surfaces 
giomiiriques  de  tous  les  ordres,     (Compies  tertdui^,  28  däcembre  1857  J 
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„(„_2)-{4«(n-l)-.lj=i(n-.l)(«-2)=^5 
Punkten,  und  dies  sind  die  Basispunkte  des  Curvenbüecbels  {V^  F,),  welche 
•af  die  Curye  JC  fallen. 

Andererseits  schneidet  F,  die  Carve  8  nur  uoeh  in 

(n-3)(«^3)^^(ii-2)(n^8)«4(n^2)(«-^3)«*, 
Funkten,  und  dies  sind  die  fiasispqnkte  des  Curvenbüschels  ( F,  F,),  welche 
auf  S  fallen. 

Wir  bezeichnen  zukünftig  die  Basispunkte  des  Cttryenbttaoliels  (Fi.F,), 
welche  auf  K  fallen ,  mit 

und  dieji^nigen  y  welche  auf  S  falleo ,  mit 

60  i^ß8  al«n  die  Basis  des  Ciivvenbüschels  (F|  F,)  der  (ji  ^zy^^  Ordnung; 
durch  die  (»  —  2)'  Punkte  . 

gegeben  i^t. 

y)  Bis  jetat  ist  die  Annahme  gemacht  worden,  der  Basisrest 
Ij  A, . . .  A|i^3  II  Aa-2 . . .  Xm^x 
liege  beliebig  in  der  Ebene ;  nntersuchen  wir  nun  aber  auch  die  besonderen 
Umstände,  die  eintreten,  wenn  dieser  Basisrest  auch  noch  auf  die  Curve  K 
fällt.  Es  ist  wohl  einzusehen ,  dass  dieser  specielle  Fall  yon  ganz  beson- 
derer Wichtigkeit  sein  wird,  weil  wir  dadurch  von  allgemeineren  Betrach- 
tungen wieder  auf  die  Curvenerzeugung  durch  ein  Strahlenbüschel  uod 
Curvenbüschel  der  («— 1)**°  Ordnung  zurückkommen  müssen. 

Nach  den  schon  früher  ^rworbenei)  Kenntnissen  kaon  es  nun  i^bco:  nus 
^  =  i(n-l)(n-2) 
mal  eintreten,  dass  der  Basisrest 

A|Af  . . .  A.«— 5  y  ku^2  •  •  •  A»-i 
des  Cnryenbüschels  (Jf  T,)  auf  die  Curve  IC  zu  liegen  kommt;   er  müßste 
n&mlich  mit  einem  der  3  Basisreste 

0l*J?t*.-.ö'«-3l|i?'«-2...ö'.-l 


Ol*  i?t*  .  .  .  P-n-S  irO*— 2  .  .  .  Ö*.-l 

zusammenfallen.  Alsdann  wird  aber  das  Curvenbüschel  ( F^  F^)  der 
(n— 1)^*°  Ordnung  sich  in  ein  Strahlenbttschel  und  eine  feste  Curve  der 
{n — 8)^*^  Ordnung  auflösen.  Das  Strahlenbüschel  erzeugt  für  sich  mit  dem 
Curvenbüschel  (Tj  T,)  die  Curve  Ky  wobei  irgend  einer  der  Punkte 

Sfi  yt  •  •  •  Ä 
der  Mittelpunkt  des  Strahlenbüschels,  ajsa  ein  Pr()De^tioQspunkt  von  K  sein 
mnss.     Die  Punkte 

§i9%*  **39 


220      Ueber  die  Erzeugung  solcher  geometrischer  Curven  etc. 

sind  also  zu  Projectionspnnkten 

P^  P^  ...  P' 
der  Curve  Ä' geworden.     Der  Rest  des  Curvenbüschels  (T^  F,)  kann 
aber  nur  eine  einzige  feste  Curve  sein ;  denn  wenn  z.  B.  g^  der  Mittelpunkt 
des  Strahlenbüschels  ist,  so  bestimmen  die  übrigen  Punkte 

in  der  That  nur  eine  einzige  Curve  der  (n — 3)*"*  Ordnung,  und  weil  diese 
die  durch  den  Basisrest 

bestimmte  Corvo  S  erzeugen  soll,  ^o  muss  sie  mit  S  zusammenfallen. 
Irgend  (s — 1)  Fr ojectionspunkte  einer  Curve  F  der  n*^  Ord- 
nung bestimmen  also  eine  Curve  der  (/i -— 3)*^  Ordnung,  die 
auch  durch  denjenigen  Basisrest  auf  der  Curve  gehen  wird, 
der  zum  5^*^  Projectionspunkt  gehört.  Daher  gelten  zusammenge- 
fasst  folgende  Sätze: 

1.  Hat  man  in  einer  Ebene  eine  Curve  if  der  n*~  Ordnung 
und  ein  Curvenbtischel  (T^  J,)  der  (n  —  1)*®*  Ordnung,  dessen 
Grundpunkte  auf  die  Curve  K  fallen,  so  bestimmt  der  Ba- 
sisrest 

Aj  Ag . . .  A„-_3  II  ^-2  • .  •  A#— 1 

eine  Curve  S^der  («  —  3)*"  Ordnung,  und  zu  dem  Curvenbüschel 
(JiT,)  giebt  es  alsdann  ein  projectivisches  Curvenbüschel 
(Fl  F,)  der  (« — 2)**'  Ordnung,  welches  mit  jenem  den  zusammen- 
gesetzten Ort  (Ä'  +  S)  erzeugt.  Von  den  («  —  2)'  Basispunkten 
des  Curvenbüschels  (F|  F,)  fallen  die  Punkte 

9i9i"'9s 
aufifund  die  Punkte 

h^  h^  •  •  •  hs 
aufs. 

2.  Fällt  der  Basisrest 

A,  A,  .  .  .  An— 3  II  ^—2  .  •  •  A»    1 

des  Curvenbüschels  (r^T,)  aber  auch  noch  aufdie  Curve  £,  so 
löst  sich  das  Curvenbüschel(Fj^F,)  in  ein  Strahlenbüschel  und 
eine  fe s te  Curve  der  (n  — 3)**"  Ordnung  auf.     Jeder  der  Punkte 

9\9f*  •9* 
kann  Mittelpunkt  eines   solchen  Strahlenbüschels   werden; 
also  sind  diese  Punkte  die  Pr ojectionspunkte 

vonA!',  während  der  Basisrest 

A|  Af  .  •  •  An— 3  II  *n— 2  •  •  •  Af— t 

jedesmal  mit  einem  der  Busisreste 
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auf  if  susammenfällt. 

3.  Von  den  5Projection8punkten  einer  Curve  Af  der  n*^ 
Ordnung  bestimmen  irgend  (^  —  1)  eine  gewisse  Curve  der 
(ii  — 3)**  Ordnung,  welche  auch  durch  denjenigen  Basisrest 
geht,  dersum  x*^  Projectionspunkt  gehört. 

Der  in  §  2  S.  217  bewiesene  Satz  für  Gurren  vierter  Ordnung  ist,  wie 
man  sieht,  ein  specieller  Fall  des  letzteren  Satzes  in  Nr.  3 ;  für  n  =  4  lautet 
derselbe  nämlich: 

Zwei  Projectionspunkte  einer  Curve  vierter  Ord- 
nung liegen  mit  dem  Basisrest,  der  zum  dritten  Pro- 
jectionspunkt  gehört,  auf  derselben  Geraden. 

§4. 

Zwei  Curyen  der  n^  Ordnung  und  ein  Currenbüschel  der  (n  —  l)**" 
Ordnung  in  einer  Ebene. 

«)  Es  sei  K  eine  Curve  der  n^  Ordnung,  gegeben  durch  die  Punkte 

6j  6i . . .  ^p^i  at .  • .  at«~i« 
In  Bezug  auf  die  Grundpunkte 

^1^1 ...  ^p 
seien 

deren  Projectionspunkte  und 


die  zugehörigen  Basisreste.  Dadurch  ist  die  Erzeugung  der  Curve  I^  durch 
ein  Strahlenbüschel  und  projectivisches  Curvenbüschel  der  (n —  ])***  Ord- 
nung festgestellt. 

Jeder  der  Basisreste  auf  E  bestimmt  eine  gewisse  Curve  der  (n— 3)*** 
Ordnung;  wir  bezeichnen  dieselben  bezüglich  mit 

S\  S«,  S\..S' 
und  wissen  nach  dem  Satz  Nr.  3  des  vorigen  Paragraphen :  dass  jede  dieser 
Curren  auch  durch  die  sftmmtliehen  Projectionspunkte  von  K  gehen  muss, 
nur  nicht  durch  den  einzigen,  der  zum  jedesmaligen  Basisrest  gehört. 

P)  In  der  Ebene  der  Curve  IC  sei  ft  eine  zweite  Curve  der  n^  Ord- 
nung ,  welche  mit  jener  die  Grundpunkte 
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gemeinschaftlich  besitzt  und  durch  die  Punkte 
gegeben  sein  soll.   Bezogen  auf  die  Grundpunkte  seien 

deren  Projectionspunkte  und 

Oi^D.^ . . .  O^«^  II DV? . . .  OVi, 

o\o^. . .  /o«^  li  o  Vi  •  /  •  oVi , 


0\0%...0^-3.||£l'«^2...0S-A       . 

d|e  zugehörigen  Basisreste«     Jeder  dieser  Basisreste  bestimmt  wieder  eine 
Curve  der  («  —  3)*"  Ordnung,  die  wir  mit 

@\@',  ©'...©• 
h^a^efchuen  wollen  und  von  denen  wir  wissen,  dass  sie  ebenfalls  durch  die 
Proje.etion8punkte 

(den  einzigen  ausgenommen,  der  zum  jedesmaligen  Basisrest  gehört),  gehen 
miis«eq.  •  . 

y)  Die  beiden  CurvQU  K  und  Ä  schneiden  «ich  ausser  in  den  Grund- 
punkten 

in  noch 


weiteren  Punkten 

welche,  wie  man  sieht,  gerade  zur  Bestimmung  einer  Curve  ^  der 
(n  — !)••"  Ordnung  hinreichen. 

S)  Endlich  nehmen,  wir  in  der  Ebene  der  beiden  Curven  K  und  St  auch 
no«h   ein  Curvenbtischel  [T^T^)  der  («  —  1)"«'  Ordnung   an,   dessen  Basis 

ft,  i>2 . . .  ftp  Ai  A»  . . .  A»--3  11  A«-2  . .  .  Af-i 
sein  mag,  so  dass  also  die  Grundpunkte  des  Büschels  mit  Durchschnitts- 
punkten von  R  und  '^  zusammenfallen.  t  .  . 

Nach  den  in  §  3  durchgeführten  Untersuchungen  findön  nuU  folgende 
Umstände  statt : 

d)  Der  Basisrest 

A|  X| . . .  Aji— 3  11  Xn^i  • .  .  A*— 1 
des  Curvenbüschels  (Tj  J,)  bestimmt  eine  gewisse  Curve  S  der  (»  — S)**' 
Ordnung. 

b}  Zum  €urvenbü«cl}el  (J,  li)  der  (n—  \)^  Ordming  gicbt  »s  flfin.gei- 
wisses  pfOJBctivisefaeä  Curvenbüschel  (Fj  Fe)  der  («  —  2) '^'^  Orttbuug ,  ^elr 
obei  mtt  jenem  durch  den  Dui>chsobniti  entspreeheuder  BlQBMnjb«  den  zu- 
sammengesetzten  Ort  {K+S)  erzeugt.  \ea  den  (n  t-  2)*  Ba8i«pUAble.n  die- 
ses Büschels  (F|  F,)  fallen  die  Pfinkte 
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aaf  die  Curve  £Cf  und  die  Funkte 

h,h^...h,  «i==4(«'-2)(;i-3) 

aof  die  Cnrve  S(%Z  8eite  220). 

€)  A«8  demselben  Grunde  giebt  es  zum  Curvenbfi^ohel  (T^T^)  aaoh 
nocb  ein  zweites  projectivisches  Corvenbösehel  (B,iBt)  der  (rt  — 2)**"  Ord- 
nung, welches  mit  ihm  den  Ort  (Ä  +  5)  erzeugt,  und  von  dessen  (n  — 2)* 
Basispunkten  die  Ponkte 

SiSt  •  •  •  8* 
auf  die  Curve  ft  und  der  Rest,  nümlich  die  Punkte 

^viedei-  auf  die  Oorve  S  fallen. 

Wir  tbeilen  nun  die  fernere  Unletrauchung  in  zwei  Tfaeile.  Im  ersten 
Thesle  b^andeln  wir  den  besonderen  Fall ,  wo  der  Baaisrest 

A|  it  •  •  •  ^1— ^  II  ^«-*-2  •  •  •  Ai— 1 
dea  OurveubüsQhels  (J^  Jt)  auf  eine  der,  beiden  Curven  if  oder  St  fällt;  im 
zweiten  Theil  nehmen  wir  jenen  Basisrest  beliebig  an, 

§5. 

Sofondarer  7alL 
Wenn  der  Baaisrest 

A|  if  .  •  •  in^^  11  *n^i  •  •  •  A#— I 

des  Curvenbüschels  (T,  T,)  auf  die  Curve  St  fällt,  so  muss  er  io  einen  der 
S  verseliiedenen  Basisreste 

Ol»  O.» . . .  0»,_3  II  0»«-2 : . .  O»^, , 
o,«  o,> . . .  o«._,  II  0»«-2  . . .  0*.-i , 


O/a,'  . . .  0'„-3  II  O'n-2  . . .  Q'.-l 

dieser  Curve  St  zu  liegen  kommen;  es  sei  dies  z.  B.  der  Basisrest 

O/O,^ . .  OV3 II  )D^,i-2 .. . ,  OW 
Alsdi^mi  erzGügjL  das  Strablenbüscbel  $^  mit  dem  pirojecti.yi^oheu  Curyeo- 
büschel  (J,  r,)  die  Curve  «;  es  ist  nän^lipfa ; 

$1  [a\a\  .  . .  a'2„^i]  /^  (6^6,  . . .  ^pD^Q,  . .  .  0„-8  ||  0»-2  .  •  •  Q^i) 

[a'j«,  ...a2n-4]i  . 
ebenso  erzeugt  aber  auch  das  Curvenbüschel  (Fi  F,)  der  (n  —  2)  *•■  Ordnung 
OB^  deoa  ptojectiTiacben  Cur^nbttaehel  (7«  7,)  der  («  — 1}>*~  Ordnnsig  de» 
zusammengesetzten  Oxt  {^  +  &).  Aus  der  ProjectiviUit  der  beiden  Bttsobel 
(r,r,)  und  ^1  einerseits,  (Ji  Tf)  upd  (Kj  K,)  andererseits,  folgt  aber  auch 
die  PtDJeotivilät  ye»  (F,  Fs)  und  $^,  welche  daher  durch  den  DurchsfthniU 
ihrer  entsprechenden  Elemente  eine  gewisse  Curve  der  (n^  l)^  Ordnong 
erzeugen  werden.  Diese  durch  die  projectivischen  Büschel 
(F,  r,)  der  (n —2)**"  Ordnung  und  ^^  der   ersten  Ordnung  er- 
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zeugte  Curvo  ist  aber  die  gewisse  Curve  J?  der  (n  —  l)***  Ord- 
nung, die  durch  die  weiteren  Schnittpunkte 

**^«'--*4(p)G^i+3) 
der  Curven  A!*  und  $  bestimmt  wir  d,  woraus  wir  weiter  erfahren,  dass 

diese  Ourve  £  durch  den  Projectionspunkt  iß^  und  aus  demselben  Grunde 

nicht  nur  durch  alle  Projectionspunkte 

der  Curve  ß,  sondern  (wegen  der  vollkommenen  Symmetrie)  auch  durch 
die  sämmtlichen  Projectionspunkte 

der  Curve  K  gehen  muss.     Daher  gilt  folgender  merkwürdige  Satz : 

Eine  Curve  2'der(n  —  l)**" Ordnung,  welche  durch 
^(n  — 1)  (n  — 1 +  3)  unbekannte  Schnittpunkte  zweier 
Curven  iTund  ft  der  »*•  Ordnung  bestimmt  wird,  geht 
durch  die  Projectionspunkte  dieser  beiden  Curven 
in  Bezug  auf  die  p  tjbrigen  Schnittpunkte  als  Gr und- 
punkte. 
Daraus  folgt  als  specieller  Fall  für  n  =  3  der  in  §  2  angegebene 
Plücker'sche  Satz: 

Von   neun  Durchschnittspunkten   zweier   Curven 

der   dritten   Ordnung   bestimmen   fünf  einen   Kegel- 

schnitt,  der  durch  die  Projectionspunkte  in  Bezug  auf 

die  übrigen  vier  Schnittpunkte  als  Grnndpunkte  geht. 

Noch  bleibt  uns  zu  untersuchen  übrig ,  welche  Schlüsse  sich  aus  dem 

soeben  ausgesprochenen  Lehrsatze  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Basispunkte 

des  Curvenbüschels  ( V^  F,)  ziehen  lassen. 

Das  Curvenbüschel  (F^  F,)  ist  zugleich  Zeugungsbüschel  für  die 
Curve  2J,  als  auch  für  den  zusammengesetzten  Ort  (A'-l- ®^);  daraus  er- 
giebt  sich  nun ,  dass  die  Basis  dieses  Curvenbüschels  einerseits  aus  Durch- 
schnittspunkten von  £  mit  K,  andererseits  aus  Durchschnittspunkten  von 
£  mit  S^  bestehen  muss.  Nun  sind  aber,  wie  soeben  bewiesen  wurde,  die 
weiteren  Schnittpunkte  von  £  mit  IC  die  Projectionspunkte 

aus  diesem  Grunde  fallen  also  die  Punkte 

9i9f  *9» 
mit    den   Projectionspunkten    von  A^  zusammen.      Andererseits 
schneidet  £  die  Curve  @^  schon  in  den  (s  —  1)  Projectionspunkten 

P^P\..P^ 
auf  ft;  die  5,  es  ^(n  —  2)  («  — 3)  weiteren  Schnittpunkte  beider  Curven 
müssen  demnach  die  Basispunkte 

des  Curvenbüschels  (  Fi  F,)  sein. 
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»•,A>.>^<*>^>v^y>•>  • 


AUgemeiBer  Fall. 
Wenn  der  Basisrest 

Ai  At . . .  A«-5  II  A«_2  . . .  A#-i 
des  Cnrvenbüschels  {T^  T^)  nicht  auf  eine  der  beiden  Cnrven  K  oder  fi  der 
n^  Ordnung  fUllt,  so  erzeugt  das  projectivische  Curvenbüschel  (^iF,), 
dessen  Basis 

9i9f  -gtKK'**^»^ 
ist,  mit  (T|  r,)  den  zusammengesetzten  Ort  (Ä'  +  .S);  aus  demselben  Orund 
erzeugt  das  zu  (T^  J,)  projectiviscbe  Curvenbüschel  (S|93t)«  dessen  Basis 

ist,  mit  ihm  den  zusammengesetzten  Ort  {St-^-S).  Aus  der  gleichzeitigen 
Projectivität  von  (r,  7,)  mit  (F,  F,)  einerseits  und  (r,  T,)  mit  (S5,»t)  ande- 
rerseits folgt  aber  die  Projectivität  der  beiden  Curvenbfischel  (Fj  F,)  und 
(SiSSt)  der  (n  —  2)  *•■  Ordnung ,  welche  also  durch  den  Durchschnitt  ihrer 
entsprechenden  Elemente  einen  gewissen  Ort  der  (2w  — 4)*^  Ordnung  er- 
zeugen müssen.  Dieser  erzeugte  Ort  der  (2n  — 4)**"  Ordnung  lässt  sich 
leicht  feststellen.  Die  entsprechenden  Elemente  der  beiden  projectivischen 
Büschel  (Fl  F,)  und  (ißiSBt)  schneiden  sich  nämlich  einestheils  auf  der 
Curve  Z^  anderentheils  auf  der  Curve  5;  also  ist  {2+S)  das  Erzeugniss 
jener  beiden  projectivischen  Gebilde. 

Daraus  ergeben  sich  nun  nachstehende  Folgerungen: 
tt)  Weil  das  Curvenbüschel  (ViV^  zugleich  Zeugungsbttschel  für  die 
Oerter  {K+S)  und  (2^+5)  ist,  so  muss  der  Theil  der  Basispunkte 

9\9t-*'9*h^*  -.Äi^ 
welcher  auf  K  fällt,  zugleich  auch  auf  2  fallen,  d.  h.  es  müssen  die  wei- 
teren Schnittpunkte  von  Z  und  K,  oder  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorigen 
Paragraphen  gefundene  Eigenschaft ,  die  Projectionspankte  der  Curve  K 
sein.     Also  fallen  die  Basispunkte 

9\9%'*'9t 
mit  den  Projectionspunkten 

der  Curve  K^  und  aus  demselben  Grund  die  Basispunkte 

Öl  9f  •  •  •  9*  • 
mit  den  Projectionspunkten 

der  Curve  fi  zusammen.     Daher  gilt  folgender  Satz: 

Hat  man  in  derEbene  einer  Curve  K  derii'^^Ord* 
nung  ein  Curvenbüschel  (2*,  T,)  der  (n  — l)*^  Ordnung, 
dessen  Grundpunkte 

6, 6, ...  6p 
auf  die  Curve  K  fallen,  während  der  Basisrest 
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^1  A,  .  .  .  iii^s  II  ln-2  .  •  .  A,_i 

,  beliebig  in  der  Ebene  liegt,  so  schneidet  jede  Curve 
dieses  Curvenbüschels  die  Curve  Ä^in  noch  weiteren 
Punkten,  welche  gerade  zur  Bestimmung  einzelner 
Curven 

der  (ft'-'i)^  Ordnung  hinreichen;  diese  Curven  bflden 
selbst  wieder  ein  Curvenbüschel  (F,  F,)  der  (fi  — 2y*~ 
Ordnung,  welches  prajectiviscb ist  znm  Curvenbüschel 
(7^7^)  Und  mit  ihm,  ausser  der  Oarve  if,  «uch  noch  die* 
}eDige  5  erteugt,  die  durch  den  Basierest 

^  ^  •  •  *  ^-8  II  ^-^  •  .  •  Xi-1 

des  Curvenbüschels  (J,  T,)  bestimmt  wiri.  Die  Basis- 
punkte de«  Curvenbüschels  {  F,  Fj),  welche  auf  die. 
Curve  iT  fallen,  sind  feste,  von  dem  Basisre$te 

At  Af: .  •  •  A«.^  I|  Afl.^  . .  4  A^-^i 
unabhängige  Punkte,,  nämlich  die  Projectionspnnkte 

der  Curve  if  in  Bezug  auf  die  Grundpunkte 

b^bj^. .  .bp. 
Die  übrigen  Bas isp unkte 

des  Curvenbüschels  (F«  Ft)  fallen  auf  die  Curve  ^,    . 
Oder  auch: 

Von  den[n(n-<^1)Durobs.chnittspiuQktei)ein:erCuji!V0. 
^der  «*"  Ordnung  mit  einer  Curve  T  der  («  — i)«"  Ord- 
nung bestimmen  ^ 

4,(«-2)(«-^2+3)  .\   _ 

Punkte    eine    gewisse    Curve    der  (n  —  2)**'*   Ordnung,, 
welche  durch  die  Projectionspunkte  von  AMn  $ezug 
auf  die  übrigen 

pr=4n(n-l)  +  l 
Schnittpunkte  als  Grundpunkte  geht. 
ß)  Ist  insbesondere  i[  eine  Curve  der  vierten  und  T  eine  ^oki^  ^^ 
dritten  Ordnung,  und  nennt  man  die  unzählig  vielen  Curven  der  dritten 
Ordnung,  die  durch  sieben  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  Qurvpn-. 
netz  der  dritten  Ordnung,  und  die  unzählig  vielen  Kegelschnitte,  die 
durch  drei  Punkte  gelegt  werden  können,  ein  XegeUchnJttnet«^  so 
lassen  sich  die  gefundenen  Eigenschaften  für.  diesen  b^so^deren  Fall  wie 
i  auasprechen: 

Fallen  die  sieben  Netzpunk.te 
^  &s  • . .  67 
eines  Cnrvenne.ta,efB^  der    dritten  Ordnung   apf  eine 
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''  Curve  Ä'der  vierten  Ordnung,  80  schneidetjedeCnrve 

dieses  Netzes  die  Carve  iC  in. noch  fünf  Punkten.  D^e 
nnzählig  vielen  daduxph  bestimmten  Kegelschnitte 
bilden  alsdann  ein  Kegelscbnittneit^Y  ■d.ßfl^en.  drej 
NetzpunkteanfdieCnrve^zn  liegen  kommen,  näm- 
lich in  'die  ProjdctiqiL«piinkt6  van  ÜT  in  Bezpg  auf  die 
sieben  Netzpunkte 

^^. . .  67 
als-Grandpunfcte.  'Gehen  die  C^^rven  ies  p.arv,Qn:fietzes 
derdiritteuOrdniing  aber  noch  durch  einiexi  f^phte^  Qfi.d 
.  fdanü  von  selbst  auch  nach  durch  eijaoTi  neiintei^  Fu^ki 
■der  £|benß  r--.wird  das  Curveanietz  alflo  ^11.  eine.m  purr 
ve^nl^üachel  der  dritten  Ordnung — ^^  so  geht  auch  .das 
Ke^ejschnittnetz  in  ein  Kegelschnittbüschel  über, 
und  zwar  fällt  der  vierte  Basispunkt  desselben  a'u'f 
diejenige  Gerade,  welche  durch  die  ausserhalb  der 
Cnrve  K  fallenden  zw^i  Basispunkte  des  Curven- 
b^B'ck^la  dex'fk^fttea  Ordnung  b«8ii%iint  w1r4^  /Saluten 
abejr  endlichiauch  nochdiebeideuletztenBasispunkte 
d  es  Cuj:  venb  Uscfa  eis  der  dritten  Ordnnag  auf  die.Curve 
K  fallen.-^  w&e  im  Allgemeinen  nur  auf  drei  ve^rsqhie- 
dene  Arten  möglich  ist  — ,  so  löst  sich  das  Kegel- 
schnittbüscfhel  jedesmal  in  eine  feste  G,ejr^dp;Ui;id  eip 
S^rahlenbüschel  auf  und  es  geht  daraus  die  Erzeu- 
gung der  Curve  K  durch  ein  Curvenbüschel  der  ^rit- 
ten  Ordnung  und  e'^n  Strahlenbüschel  hervor  etc.  etc. 
y)  Aus  diesen  Eigenschaften  entspringen  ^ie  Hil£smittel  ^air  ^^sxfi^g 
der  folgenden  Aufgabe : 

Es  ist  eine  Cnrve  IC  der  vierten  Ordnung  gege- 
ben (d.  h.  sie  liegt  gezeichnet  vor) ^  so  3.0II  man  zu  irgend 
sieben  Punkten 

als  Grundpunkte  die  zagehörigen  Pr.ojectionSjpuak^e 

ptjptps 

und  Basisreste  , 

construiren. 
Wir  legen  durch  die  fünf  Punkte 

einen  Kegelschnitt  R ,  und  durch  die  zwei  Punkte 

mejGrera^eX,,.  (Ä7|-^).kann  alsdana.als  ^n.  Ort  der  drit^A  Ord^PAB 
aufgefasst  werden.   Nun  schneide  R  die  .Curve  J6C  »och[  in  den,  dr^i  l^iin^fiefi 
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and  die  Gerade  L  die  Cnrve  K  noch  in  den  beiden  Punkten 
Der  dnrch  die  fünf  Punkte 

bestimmte  Kegelschnitt  trifft  die  Cnrve  K  in  noch  drei  weiteren  Punkten; 

dies  sind  die  drei  Projectionspnnkte 

piptpt 

um  nun  auch  noch  die  drei  zugehörigen  Basisreete  zn  constrniren, 
erinnere  man  sich  an  den  Satz  in  §  2  S.  217  (oder  auch  an  den  allgemeinen 
Satz  §3  S.221),  nach  welchem  zwei  Projectionspnnkte  mit*dem 
Basisrest,  der  zum  dritten  Protection spnnkt  gehört,  anf  der- 
selben Geraden  liegen.  Also  schneidet  die  Gerade  F^P' die  Carve 
ü  in  öl'  II  Ot\  die  Gerade  PTP»  in ft«  D  0,*  und  die  Gerade  jP«P»  in  Q^^  ||  Q^. 
Damit  ist  die  Aufgabe  gelöst. 

§7. 

Sigeniehaft  der  Projeetionipunkte  fKr  yeraehiedena  GnuidpQiikte. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  Eigenschaften  der  Projec- 
tionspnnkte etc.  fahren  zu  nachstehenden  weiteren  Folgerungen: 
I.   Es  seien  K  und  St  wieder  zwei  Cnrven  der  n^  Ordnung  und 

6, 6, . . .  6p  fi  ft  •  •  •  fp  ^1  ^t  •  •  •  ^«-2 
deren  ff  Durchschnittspunkte.     Nimmt  man  einmal  die  Punkte 


h^h^ .'. .  hp 

• 

als  Grundpunkte  von  AT,  so  seien 

p»p«...p« 

deren  Projectionspnnkte  und 

0,^ö.^. 

.£>'«-» II  PVi.. 

.£>'.-! 

Oi'A*.. 

.^»«-jIIö«»-^.. 

..e»^i 

P/A'.. 

.Q'n-A\Q'n-t" 

.Q',-x 

deren  Basisieste;  nimmt  man 

dagegen  die  Punkte 

c,  c,  .  .  .  ep 

als  Grundpunkte,  so  seien  für  dieselbe  Cnrve  K 

p'p'.-'P' 

die  Projectionspnnkte  und 

^x*^«^.. 

'  y'—s  II  y'«-2 .  • 

•  y'«-i 

^x^^,*.. 

.9»^||?«^v.. 

.?».-. 

9/^2'-. 

•  y*n-3  II  9*11-2  .  • 

•  r^i 

die  Basisreste. 

II.   Die  Punkte 

«i«t 

»  •  •  Bp  K^  Kf  ,  •  •  «n. 

-2 

bestimmen  eine  gewisse  Cnrve  S  der  («  —  !)'•■ 

Ordnnng,  welche  die  Cnrre 

K  auch  noch  in  den  Projectionspnnkten 
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sehneidet  (§  5  Seite  223).    Umgekehrt  lässt  sich  also  auch  durch  die  Punkte 

eine  gewisse  Cnrve  2?,  der  («—  !)*•■  Ordniiag  legen,  die  die  Curve  A^  in 
den  noch  übrigen  Schnittpunkten 

"  1  "^t  •  •  •  *■«— 2 
mit  St  trifFt.     Ganz  ans  denselben  Gründen  muss  sich  durch  die  Punkte 

eine  andere  gewisse  Curve  2^  ebenfalls  von  der  (n  —  1)*"  Ordnung  legen 
lassen  y  die  die  Curve  AT  wieder  in  den  Punkten 

^1  ^t  •  •  •  *«— 2 

schneidet. 

IIL    Die  Cnrve  £i  schneidet  die  Curve  K  ausser  in  den  Punkten 

«,  «t . . .  «p 
nocli  in  den  Punkten 

*      *      •  •  •  /^     Äj  fC^  •  •  •  f^if—i  > 

und  diese  Punkte  müssen  nach  den  Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  auf 
einer  gewissen  Curve  S^  der  (fi  —  2)'^  Ordnung  liegen ,  welche  auch  durch 
die  Projectionspunkte 

p^p^...p' 
hindurchgeht.     Aus  denselben  Gründen  schneidet  2^  die  Curve  K  ausser 

in  den  Punkten 

bibf , , .  bp 

noch  in  den  Punkten 

und  diese  Punkte  bestimmen  wieder  eine  gewisse  Cnrve  S^  der  (ft — 2)**" 
Ordnung,  die  auch  durch  die  Projectionspunkte 

PiP«...P* 
gehen  rouss.    Die  Curven  ^i  und  S,  piüssen  also  in  eine  einzige 
Curve  S  zusammenfallen. 

Aus  I.,  II.  und  IIL  ergeben  sich  daher  nachstehende  Lehrsfitze: 
Sind 

bib^  . .  .bpSiSf» . .  ipk^k^  .  * ,  Arn-2 
die  n*  Durchschnittspunkte    zweier  Curven  K  und   fi 
der  n^°  Ordnung,  und 

die  Projectionspunkte  von  ATin  Bezug  auf  die  Grund- 
punkte 

ebenso 

p^p*...p' 
die  Projectionspunkte  von  AT  in  Bezug  auf  die  Grund- 
punkte 

'i  't  •  •  •  ^py 

Zcituchrirt  r.  Malhematik  u.  Physik  XIV,  3.  16 
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so  liegen 
a)  Die  Projectionspnnktp 

auf  einer  lind  derselben  Ciirve  S  der  (w  —  2)**"  Ordnung, 
welche  auch  dnrch  die  übrigen  Schnittpunkte 

"  1  ^f  •  •  •  «11—2 

von  K  und  St  geht. 
ß)  Die  Punktsysteme 

bib^...bpp^p^,..p' 

bezüglich  auf  zwei  Curven  X,  und2]^der  (n —  !)**■  Ord- 
nung, die  auch  zugleich  durch  die  weiteren  Schnitt- 
punkte 

^,  Atj  .  . .  Ar„-2 
von  Afund  ßgehen. 
Es  seien  z.  B.  K  und  ft  zwei  Curven  der  vierten  Ordnnng  und 
6i6,  . . .  67  f,  fj .  . .  F7  AtiAts 

deren  16  Durchschnittspunkte;  ferner 

piptps 

die  Projectionspunkte  von  Jff'  für  die  Punkte 

fffb^.,  .  by, 
sowie 

pW 

die  Projectionspunkte  von  k'  für  die  Punkte 

f t  f,  . . .  «7 
als  Grundpunkte;  alsdann  liegen 

y)  Die  sechs  Projectionspunkte 

P^P^P^p^p^p^ 
aU'feinem  Kegelschnitte,  der  auch  dnrch  die  zwei  übri* 
gen  Schnittpunkte  A:,  und  Ic^  von  A'  und  J^  geht. 
ö)  Die  zwei  Punktsysteme 

btb^.,.b^p^p^p^ 
61  f....  £7  PiP^P» 
auf    zwei    Curven    2?,    und    2?,    der    dritten    Ordnung, 
welche  sich  noch    in  den  beiden  Dnrchschnittspunk- 
ten  ki  und  ä-,  von  K  und  R  treffen. 
Wären  entsprechend  AT  und  Ä  zwei  Curven  der  dritten  Ordnung  mit 
den  neun  Schnittpunkten 

61 6, 6, 64  €,f,  8,  «4  Ar, 

nnd  P^,  7>^  bezüglich  die  zwei  Projectionspunkte  von  IC  einmal  für  die 
Grundpunkte  b^b^b^b^y  das  anderemal  für  die  Grundpunkte  Cfft^s'ii  ^^ 
liegen 
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()  Die  beiden  Projectionspunkto.  P^  nndp^  auf  einer  Ge- 
raden, die  anch  durch  den  neunten  Schnittpunkt  Ar, 
▼  OD  Ä^und  ftgeht. 

fl)  Die  beiden  Punktsjste  me 

auf  zwei  Kegelschnitten,    die  sich  ebenfalls  in  dem 
Qeanten  Schnittpunkte  k^  von  A'und  fischneiden. 
Diese  beiden  letzten  Sätze  bilden  zusammen  den  bekannten  Hart- 
sehen  Satz  (§  2  Seite  210)  für  Curven  der  dritten  Ordnung. 

§8. 

Constmction  einer  Curve  2^  der  (n—  i)^""  Ordnung,  welche  durch 

unbekannte  Schnittpunkte  zweier  Curven  der  n^""  Ordnung 

bestimmt  ist. 

Die  Resultate  der  bisherigen  Untersuchung  geben  uns  das  Mittel  zur 

Lösung  des  folgenden  Fundamentalproblems: 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Cujrven  K  und  S  der 
«*•■  Ordnung  bezüglich  durch  iw(n  +  3)  Punkte  gegeben 
sindf  nämlich  iT,  durch  die  Punkte 

und  ft  durch  die  Punkte 

frf  5, . . .  5p  ö',  fl', . . .  a'211— 1 » 
80   soll   diejenige    Curve   27  der  (»  — 1)^  Ordnung   er- 
zeugt    werden,     welche     die     übrigen     unbekannten 
Schnittpunkte 

^i^«---f4(— l)(^14-3) 
von  KvLTid  ^bestimmt 
Die   gegebene    Curve   K  der   w**"  Ordnung   lässt    sich    auf  die    s  = 
\{n  —  1)  (w— 2)  verschiedenen  Arten 

P'  [n,  a,. .  .</2»-i]  Ä  ('>!  K   ^  O^'O,'--  .O'n-3  II  O'n-7.  •  -öVi)  [«,  o, . . .  a,„>,] 
/>«[a,ö,...fl,„^ljÄ(5,/>,    .    /V  (?.•(?,'... O'n-3  II  (>'n-i...ÖVl)  hfl....^2n-l] 

und  ebenso  die  Curve  fi  auf  die  s  verschiedenen  Arten 

[a\  a\...a 2n~i] » 
ö  I  ö  j  . . .  fl  an— ij » 

l«',«,  ...0  2«— 1] 


16 


* 
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durch  ein  Strahlenbüschel  und  projectivisches  Corvenbuschel  der  (n  —  !)•*■ 
Ordnung  erzeugen. 

Nach  §  5  geht  die  gesuchte  Ourve  Zi  der  («  —  1)*^  Ordnung  durch  die 
sämmtlicben  Projectionspunkte 

der  beiden  Curven  Ä' und  $,  und  es  bleibt  daher  nur  noch  die  Aufgabe: 
ein  Strahlenbüschel  und  ein  projectivisches  Curvenbüschel  der  (w  —  2)'*" 
Ordnung  festzustellen,  welche  durch  den  Durchschnitt  ihrer  entsptechenden 
Elemente  die  Ourve  27  erzeugen. 

Zu  diesem  Zweck  erinnern  wir  uns  zunächst  an  folgende  unter  sich 
projectivische  Curvenbüschel : 

1.  an  das  Curvenbüschel  (T,  T,)  mit  der  Basis 

{bX  . .  .*pD,0,  .  .  .  0„-3  II  0«-2  .. .  0,-i), 

2.  an  das  Curvenbüschel  (F,  F,)  mit  der  Basis 

und  endlich 

3.  an  das  Strahlenbüschel  $^  welches  den  Projectionspnnkt  $  ^  der 
Curve  $  zum  Mittelpunkt  hat. 

Das  Curvenbüschel  (T,  T^)  erzeugt  mit  dem  Strahlenbtischel  $*  die 
Curve  Ä;  mit  dem  Curvenbüschel  (K,  T,)  aber  den  zusammengesetzten  Ort 
(Ä'+  @^),  wobei  @*  die  durch  den  Basisrest 

o.^o,* . . .  ot\.3  II  n^-2 . . .  ovi 

bestimmte  Curve  der  (w  — S)**"  Ordnung  bezeichnet;  endlich  erzeugt  das 
Cnrvenbüschel  (F,  F,)  mit  dem  Strahlenbtischel  P^  die  gesuchte  Cnrve  27. 
Unsere  Aufgabe  wird  demnach  als  gelöst  anzusehen  sein ,  wenn  es  gelingt 

a)  die  Basis  des' Cnrvenbüschels  (F|  F,)  festzustellen  und 

b)  in  den  beiden  projectivischen  Büscheln  (F,  F,)  und  iß^  drei  ent- 
sprechende Elementenpaare  anzugeben. 

Was  zunächst  das  Cnrvenbüschel  (F,  F,)  anbetrifft,  so  sind  von  den 
(n  —  2)'  Basispunkten  ^ 

desselben,  die  Projectionspunkte 

der  Curve  /if  als  bekannt  anzusehen,  während  die  übrigen  noch  unbekann- 
ten Basispnnkte 

Äj  Ä, . . .  Äg^ 

auf  der  Curve  @*  liegen  (§  3  Seite  217). 
Die  Curve  T,  oder 

(6,Ä,  .  .  .  6p  O,  O,  .  .  .  On-8  II  0«-2  . . .  0»-.i)  [a,] 
des  Cnrvenhnschels  {T^  7,)  schneidet  die  Curve  ©*  ausser  in  den  Punkten 
0,0t . . .  0«-3  II  0,-2 . . .  O.-i 

nur  noch  in 

(«-0(''-3)-{4C«-0('»-2)-l|  =  *(n-2)(«-8)  =  s. 
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Punkten 


^' 


welche  auch  der  Curve  F,  des  Curvenbüschels  (Fj  F,)  angehören.     Nimmt 
man  diese  Punkte 

als  constrnirt  an,  so  ist  die  Carve  F^  durch  die  Punkte 

mehr  als  bestimmt.     In  gleicher  Weise  schneidet  die  Curve  7,  oder 

(6,6, . .  .  Äp  O,  jD, . . .  0„«3  II  0«-2  . . .  0.-i)  [ot] 
die  Curve  @^  noch  in  den  Punkten 

welche  auch  der  Curve  F,  angehören.     Sind  diese  Punkte 

V,Vf  • , ,  V, 

1 
construirt,  so  ist  auch  die  Curve  F,  durch  die  Punkte 

PiP«...P«r,»,...».^a, 

bestimmt.     Die  weiteren  Schnittpunkte  zwischen  Fi  und  F,  ergeben  dann 
die  gesuchten  Punkte 

ÄiÄf  .  • .  Äg^; 

oder  diese  lassen  sich  auch  noch  einfacher  als  weitere  Schnittpunkte  zwi- 
schen @^  und  Fj  oder  @^  und  F,  construiren. 

Endlich  sind  noch  in  den  beiden  projecti  vis  eben  Büscheln  (F^  F,)  und 
$^  drei  entsprechende  Elementenpaare  anzugeben.  Zu  diesem^  Zwecke 
nehmen  wir  im  Curvenbüschel  (r^  T,)  mit  der  Basis 

(6, 6.  . . .  6p  Cl,«0,^  . .  O^,^  II  n^-2  . . .  O^-i) 
die  drei  Elemente  7\  T^  7,  oder 

(6i6. .  •  •  6,  O/O,* . . .  O^«^  II  0*„-2  • . .  0\-i)  [«,] 

(6i6, ...6pni02...o»-3  ||o«<2  ...o»-.i)  W 

(6i6,...6pOi02...0,.-^  II  0«-.2  ...Ot-OCag] 
und  suchen  im  projectivischen  Strahlenbiischel  $  ^  die  drei  entsprechenden 
Strahlen 

während  im  Curvenbüschel  (F|  F,)  die  drei  entsprechenden  Elemente  F|, 
F„  F,  oder 

(P1P«...P-ÄA...VW 
(pip«...P-Ä,Ä,...Ä.p[a,J 

(P1P«...P-AA-..VI^»1 
sein  werden.     Ans  der  gleichzeitigen  Projectivität  Ton  (Ti  7,)  mit  (F|  F^ 
und  $^  folgt  aber;  dass 

Fj  und  ^;   F,  und  J>,;   Fj  und  p, 
Auck  drei  entsprechende  Elemente  der  beiden  projectivischen ,  die  Curve  2] 
erzeugenden  Büschel  (F|F,)  und  gS^  sein  müssen.     Die  Aufgabe  ist  also 
gelöst. 
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Beispiel. 

Um  zu  zeigen,  dass  das  vorhergebende  allgemeine  Verfahren:  die- 
jenige Curve  S  der  (»—  1)**"  Ordnung  zu  erzeugen,  welche  dnrch  eine  ge- 
nügende Zahl  von  unbekannten  Schnittpunkten  zweier  Curven  der  «*«" 
Ordnung  bestimmt  wird,  in  fler  Tbnt  das  möglich  einfachste  ist,  wollen  wir 
die  Construction  für  den  speciellen  Fall  noch  eintual  wiederholen,  wenn  A' 
und  S  zwei  Curven  der  vierten  Ordnung  darstellen.  Dabei  wird  sich 
herausstellen,  dass,  abgesehen  von  der  Erzeugung  dieser  Curven,  alle  Ope- 
rationen mittelst  des  Lineals  aliein  ausgeführt  werden  können.  Das  Pro- 
blem lautet  jetzt: 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Curven  K  und  St  der 
vierten  Ordnung  bezüglich  durch  vierzehn  Punkte 
gegeben   sind,   nämlich  IC  durch  die  Punkte 

&i  öi . . .  67  a^  a^  . . .  Oj 
und  St  durch  die  Punkte 

b^b^  » , .  bi  a  lO i< . »  a^'y 
so  soll  diejenige  Curve  ^der  dritten  Ordnung  erzeugt 
werden,  welche  durch  dieübrigen  neun  Schnittpunkte 

*i  f  2  •  .  .  f  9 
von  A'  und  S  bestimmt  wird. 

Die  Curve  IC  kann  auf  die  drei  verschiedenen  Arten 

^     P'  [aifl,  ...«,]  A  (btb,  ...  Ä,  0,^1  OiO  [«!«*  •  •  •  «t3 
/>«  la,a^ .  .  .  o,]  A  (^Ä,  .  .  .  6,  Q,'  \\  Q,')  [a,a,  ...«,] 
/>»  [a,«,  .  .  .  aj  A  (A,6, .  .  .  b,  Oi'  II  Qz')  [</,flf,  ..^a,] 
und  die  Curve  S  auf  die  drei  verschiedenen  Arten 

$*  [a\a\  .  .  .  (h]Ä(b,b^  .  ..b,  0/  II  0,0  [a\a\  .  .  .  a\ 

r  Ki«'t . . .  ßrl  Ä  (Ä,^ . . .  Ä,  Ol«  II  ao  [«'1 «',...  o\ 

r  [«>'.  .  .  .  «rl  Ä(^*.  •  .  •  ^  O,'  II  O,')  [a\a\  .  .  . « , 
durch  ein  Strahlenbüschel  und  ein  projectivisches  Curvenfoüschel  der  drit- 
ten Ordnung  erzeugt  werden. 

Nun  geht  die  gesuchte  Curve  £  durch  die  sämmtlichen  Projections- 

punkte 

pi  pt  pi  5pi  g}«  5ßS 

der  beiden  Curven  A'  und  ft,  welche  aber  der  Zahl  nach  zur  Bestimmung 
dieser  Curve  nicht  hinreichen.  Nichts  destow eniger  lassen  sich  doch  ein 
Kegelschnittbüschel  (F^  V^)  mit  der  Basis 

und  ein  projectivisches  Strahlenbüschel  mit  dem  Mittelpunkt  ^^  feststelleo, 
welche  durch  den  Durchschnitt  ihrer  entsprechenden  Elemente  die  Curve  Z 
erzeugen.  Zu  diesem  Zwecke  denken  wir  an  das  Cnrvenbüschel  {T^T^ 
der  dritten  Ordnung  mit  der  Basis 
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dasselbe  ist  zugleich  projectivisch  mit  dem  KegelschnittbUschel  (  V^  V^)  und 
mit  dem  Strahlenbüschel  ^^ ;  mit  (F^  F^)  erzeugt  es  den  zusa  nmengesetzten 
Ort  (if+@*)  ^^^  ""it  V>^  ^iß  Curve  fi.  ©^  bezeichnet  hierbei  die  Gerade 
d^  II  ^s^ )  ^^^  welcher  auch  der  vierte  Basispuukt  Aj  des  Kegelschuitt- 
büschel»  (V^V^)  liegt. 

Unsere  Aufgabe  wird  nun  gelöst  sein ,  wenn 

a)  Die  unbekannten  Basispunkte  des  Büschels  (  F^^  F^)  gefunden  sind  und 

b)  die  Projectivität  Yon  (  F^  Fg)  und  $^  durch  drei  entsprechende  Ele- 
mentenpaare  festgestellt  ist. 

Was  den  ersten  Theil,  die  Bestimmung  der  Basis  des  Kegelschnitt- 
büschels (Fj  Fg)  betrifft,  so  besteht  diese  Basis  aus  den  vier  Punkten 

von  welchen  die  drei  Projectionnpunkte  als  bekannt  anzusehen  sind,  so  dass 
nur  noch  der  Punkt  ^^  zu  construiren  bleibt. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  zwei  Curven  V^  und  Fg. 

Die  Curve  Fj  sei  bestimmt  durch  die  vier  Punkte 

P»  F«  ps  a, 
und  durch  den  dritten  Schnittpunkt  u^  der  Curve  T^  oder 

mit  der  Geraden  &,     Ebenso  sei  Fg  bestimmt  durch  die  vier  Punkte 

pi  p2  ps  a^ 

und  den  dritten  Schnittpunkt  v^  von  T^  oder 

mit  ®\  Die  Punkte  u^  und  v^  lassen  sich  auf  bekannte  Weise  mittelst  des 
Lineals  allein  finden.  Dies  vorausgesetzt,  ergiebt  sich  der  gesuchte  Punkt 
h^  entweder  als  vierter  Schnittpunkt  der  beiden  Kegelschnitte  Fj  und  F^ 
oder  besser  als  zweiter  Schnittpunkt  der  Geraden  @^  mit  F^  oder  F^ ;  in 
'  beiden  Fällen  kann  derselbe  nur  mittelst  des  Lineals  allein  gefunden 
werden. 

Zur  Lösung  des  zweiten  Theiles :  Feststellung  dreier  entsprechender 
Elementenpaare  in  den  beiden  projectivischen  Büscheln  {ViV^)  und  $^, 
nehmen  wir  im  Curvenbüschel  (7^  Tg)  die  drei  Curven  Tj ,  Tj ,  ^3  oder 

ib,b,...b,0,'\\W)M 
(b,b^...b,fCi,  J|0,)   [aj. 

Ihnen  entsprechen  im  Kegelschnittbüschel  (F,  Fz)  die  drei  Kegel- 
schnitte Fl,  Ft,  Fa  oder 

(/>*  />•  P»  Ä,)  [aj 
(P*  P*  P»  Ä,)  [a,] 
(P*  P«  P»  Ä,)  [aj 

und  im  Strafalenbüschel  ^^  drei  gewisse ,  noch  zu  constrnirende  Strahlen 

hfhy  Pv 
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Sind  dieselben  gefunden,  so  folgt  aus  der  gleichzeitigen  ProjectivitHt  yon 
(Fj  F^  und  «p*  mit  (Tj  T,),  dass  auch 

(FjUndpO;     (^fUndpO;     (^'•ttnd^),) 
drei  entsprechende  Elementenpaare  in  den  projectivischen  Btiscbeln  (F,  F,) 
und  Sß^  sein  müssen;  die  Aufgabe  ist  also  gelöst. 

Weitere  TereinfacliUDgen. 
Die  Auflösung  der  loteten  Aufgabe  (wenn  nämlich  AT  und  St  zwei  Cur- 
Yen  der  vierten  Ordnung  darstellen)  lässt  noch  eine  weitere  bedeutende  Ver- 
einfachung SU ,  wenn  man  an  diejenigen  drei  ausgezeichneten  Kegelschnitte 

Fjp,    Fjj,    r, 
im  Kegelschnittbüschel  (F|  F,)  denkt,    welche  durch  die  drei  gegenüber- 
liegenden Seitenpaare  des  vollständigen  Vierecks 

/>*  />*  />•  h, 
dargestellt  werden.     Die  drei  ihnen  entsprechenden  Curven 

im  Curvenbüschel  (7|  r,)  sind  die  drei  Curven 

(6,6....^OilOt0[P.'l|(?«'], 
zu  welchen  im  projectivischen  Strahlenbüschel  ^*  die  drei  gewissen  Strahlen 

gehören. 

Die  drei  Curven 

lassen  sieb  aber  auch  so  darstellen : 

(*,ft....ftrP,MlftO[O.M|D.'] 

(6,6,...6,ft«||ft«)[Oj»||0,'] 

(ft,6....ftTP.'||ft*)[0i'l|0.'] 
und   in  dieser  Form  erscheinen  sie  als  Elemente  in  den  drei  Zeugungs- 
büscheln der  Curve  /T.     In  den  drei  projectivischen  Strahlenbttscheln  mit 
den  Mittelpunkten 

P\  />*,  i>» 

entsprechen  ihnen  die  drei  sich  in  ^|  schneidenden  Strahlen 

P'h,i    .i>«Ä,5     />«Ä,. 
Demnach  reducirt  sich  das  Auflösungsverfahren  auf  folgende  Opera- 
tionen: Man  suche  in  den  drei,  die  Curve  IC  erzeugenden  projectivischen 
Gebilden 

P'  [a,a,  .  .  .  o,]  Ä  (*,*,  ...b,  Q,^  II  ß,0  [a,a^  ...«,] 
P'  ho,  ...  «0  Ä  (*!*«..  .  *T  Qi'  II  ftO  h«, .  .  .  «J 
/>•  [a,ir,.  .  .  -t]  Ä  (*i*.  •  .  .  *7  Ä*  II  W)  [«,«,..  .  «x] 
zu  den  drei  Elementen 
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.      {b,b,  ...  6,  Q,^  II  p,»)  [Ol  II  0,1 
{b,b,  ...  6,  0.»  II  ß,»)  [Ol  II  0,1 
(V,...*7C>x»11^2')[OillO,] 
ihre  entsprechenden  Elemente ,  nämlich  die  drei  Projectionsstrahlen 

/>'Ä,;     />«Äj;     />»Ä,. 
Alsdann  sind  die  drei  besonderen  Kegelschnitte 

bestimmt,  nämlich  durch  die  Geradenpaare 

P^,  und  jP*F^ 


Nnn  suche  man  weiter  in  dem  Zeugangsbüschel  (7\  T^)  der.Curve  St 
za  den  drei  Elementen 

oder 

(^6,...^0/||0.')[C>iMlP.1 
(b,b^...b,W\\Ci,')[Qn\Qt'] 

die  drei  entsprechenden  Projectionsstrahlen 

im  Strahlenbttschel  $\    Dadurch  ist  die  projectivische  Beasiehung  zwischen 
dem  Kegelschnittböschel  (^^^g)  und  dem  Strahlenbüschel  $^  hergestellt, 
denn  man  kennt  jetzt  die  drei  entsprechenden  Elementenpaare 
F,  und  p,;      Fy  und  p^j      F,  und  p,. 
Die  Aufgabe  ist  also  gelöst. 

§9. 

Conttruotion  einer  Curve  Fder  (n— 2)*<'°  Ordnung,  welche  durch 

|(n  —  2)  (n  —  2  +  3)  unbekannte  Schnittpunkte  sweier  Ohnren 

AT  und  r  beiftglioh  Ton  der  n^""  und  (n  —  !)*<»"  Ordnung 

bestimmt  wird. 

Das  in  lösende  Problem  ist  folgendes : 

Es   sei  K  eine  Curve   der  n^*^  Ordnung,    gegeben 
durch  die  Punkte 

6|&ji.  • .  6p  aja, .  •  •  O}»— 1 
und  feine  Curve  der  (n-—  ly^^  Ordnung,  gegeben  durch 
die  Punkte 

6i  6,  .  .  .  6p  Ai  A,  .  .  .  i„^,  «; 
man  soll  diejenige  Curye  V  der  (n— -2)**»  Ordnung  con- 
struiren,   welche   durch    die    übrigen   Schnittpunkte 
von  JK  und   7  bestimmt  wird. 
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Die  Projectionspunkte  der  Ourve  K  seien 
und  die  zugehörigen  Basisreste 


so  dass  die  Curve  K  auf  die  s  verschiedenen  Arten 

f  1  [a^a^  .  .  .  a2n-l]  Ä  (^*,  •  .  .  ^  QxQ^  .  .  .  Qn^  \\  Qn-2  .  •  •  C>.-l) 

K<»2  .  •  •  Ö2n-l] 
P»  [«102  .  •  .  ^2n^\]  Ä  (^^  .  .  .  ^  Q1Q2  .  •.  •  0«-3  II  Pn-2  .  •  •  P.-l) 

[a^flg  .  .  .  ao«_i] 

f[ölÖ2  .  .    :a2n^i]  Ä  (^1*2  -  .  •  *p  C^iPj  .  .  .  P«-3  II  Pt,-2..  .  .  P.-t) 

[ajög  .  .  .  «2n-l] 

durch    ein    Strahlenbüschel    und    ein   projectivisches    Curveubüschel    der 
{n  —  1)**"  Ordnung  erzeugt  werden  kann. 
Nun  nehmen  wir  die  Punkte 

6,  &2  •  •  •  ^p  Ai  ^t  •  •  •  Aa-3 
als  Basispunkte  eines  Curvenbtischels  (7",  T,)  der  («~l)*«"  Ordnung,  von 
welchem  die  gegebene  Curve  T  offenbar  ein  Element  sein  wird,  und  zwar 
dasjenige,   welches  durch  den  Punkt  a  in  der  Ebene  bestimmt  ist.     Zwei 
Elemente  J{  und  7,  des  Curvenbüschels  (T,  Tf)  seien 

dieselben  schneiden  sich  aber  in  noch  weiteren  Punkten 

A«— 2  ^«—1  •  •  •  At— 1 ) 
welche  construirt  werden  müssen,   und  wodurch   die  Basis  des  Curven- 
büschels (r^  r,)  vollständig  wird 

'#  (6i Ä,  .  .  .  6pXi  A,  .  .  .  Aa-3  II  An_2  .  .  .  A,-i). 

Die  nicht  auf  £  fallenden  Basispunkte 

Ai  A^  •  .  •  An— 3  II  A||~2  •  •  •  A*— 1 

des  Curvenbüschels  ( Jj  J,)  bestimmen  eine  Curve  S  der  («—3)***"  Ordnung; 
ferner  schneiden  7|  und  7,  die  gegebene  Curve  AT  ausser  in  den  Punkten 

6i  6^  • .  •  ftp 
in  noch  weiteren  Punkten,  wodurch  die  awei  Carven  Ff  und  V^  der 
(w— 2)*«"  Ordnung  bestimmt  werden,  welche  ein  gewisses  zu  (Tj  T,)  projec- 
tivisches Curveubüschel  (F,  F,)  der  (n— 2)^«*  Ordnung  fixiren.  Die  ent- 
sprechenden Elemente  dieser  beiden  projecti vischen  Curveubüschel  ( J|  7*,) 
und  ( Vi  F,)  schneiden  sich  ausser  auf  der  Curve  AT  noch  auf  der  Curve  S 
und  es  wird  dadurch  der  zusammengesetzte  Ort  (£+S)  erzeugt  (§3). 
Endlich  wissen  wir  auch  noch,  dass  die  Basis  des  Curvenbüschels  (Fj  F,} 
aus  den  Punkten 
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besteht,  von  deneu  die  ProjectionspuDkte  auf  die  Gurve  if  und  die  übrigen 

auf  die  Curve  S  fallen.  So  wie  nun  die  gegebene  Gurve  T  ein  Element 
des  Ctirvenbüsebels  QT^^T^)  darstellt,  so  ist  die  gesuchte  Gurve  V  ein  ge- 
wisses Element  des  Gurvenbüschels  (F^  F^)»  ^^^  zwar  dasjenige,  welches 
der  Gurve  T  oder 

(6j6t . . .  bpXiX^. . .  An_3  II  An-2  . . .  A«— i)  [a] 
im  projectivischen  Gurvenbüscbel  (Fj  T,)  entspricht. 

Die  Auflösung  unserer  Aufgabe  reducirt  sich  daher  nur  noch  auf  fol- 
gende drei  Operationen: 

a)  Feststellung  des  Gurvenbüschels  (Fj  F,)  der  («  —  2)**"  Ordnung. 

b)  Bestimmung  dreier  entsprechender  Elementenpaare  in  den  beiden 
projectivischen  Büscheln  (F|  F,)  und  {T^T^)» 

I      c)  Aufsuchung  des  der  Gurve  T  im  Gurvenbüscbel  (Tj  Jf)  entsprechen- 
den Elementes  F  im  Büschel  (F|  F,). 

Wir  beginnen  mit  der  Feststellung  des  Gurvenbüschels  (F,  F,). 
Von  den  beiden  Gurven  Fj  und  Fj  sind  uns  bereits  die 

P'P'...P' 
als  Projectionspunkte  von  IC  bekannt;  wir  wissen  nämlich ,  dass  nach  den 
früheren  Untersuchungen  in   §  6  diese  beiden  Gurven  durch  jene  Projec- 
tionspunkte gehen  müssen,   und   dass   ilire  weiteren  noch,  unbekannten 
Schnittpunkte 

Äj  Ä,  . . .  Ä,^ 

auf  die  Gurve  S  zu  liegen  kommen.  Um  die  Gonstruction  dieses  Punkt- 
systems 

Ä,  Ä, . . .  hg^ 

bandelt  es  sich  zunächst. 

Zu  diesem  Zweck  müssen  wir  uns  erinnern,  dass  die  Gurve  T^  die 
Gurve  S  ausser  in 

A|  is  •  •  •  A«_3  II  A«-2  . . .  kt—l 
in  oooh  5j  weiteren  Punkten 

M,  M,  .  .  .  M,^ 

schneidet,  welche  auch  der  Curve  Fi  angehören.  In  gleicher  Weise  schnei- 
det auch  Jt  die  Gurve  S  in  noch  s^  weiteren  Punkten 

W,  r,  .  .  .  Vs,  , 

welche  auch  der  Curve  F,  angehören.     Diese  beiden  Punktsysteme 

U|  »t  •  •  •  V« 

müssen  construirt  werden.  Alsdann  kennt  man  von  der  Gurve  Fj  die 
Punkte 

P'P^...P'u^u^...u^a^ 

und  von  der  Gurve  F,  die  Punkte 
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P>/>*...  jP'p,»,. ..».,«,, 
welche  mehr  als  hinreichen,  um  diese  beiden  Curven  V^  und  V^  zu  be- 
stimmen. 

Nachdem  so  die  beiden  Curven  F|  und  F,  durch  eine  genügende  Zahl 
von  Punkten  bestimmt  worden  sind,  kann  man  auch  ihre  weiteren  Schnitt- 
punkte 

Ä,  Ä,  . , .  Ä,, 

finden ,  und  zwar  dadurch ,  dass  man  die  weiteren  Schnittpunkte  entweder 
von  F]  und  S  oder  von  Fj  und  S  construirt;  alsdann  ist  die  Basis  des  Car- 
venbüBchels  (  F^  Fj)  vollständig  durch  die  Punkte 

gegeben. 

Jetzt  lassen  sich  auch  in  den  beiden  projectivischen  Büscheln  (F,  V^) 
und  (r,  r,)  drei  entsprechende  Elementenpaare  feststellen»  Wir  bezeichnen 
die  drei  Elemente  I 

(6,6,...  6pX,At...A„_3  II  X«-2---A»-i)  [«i] 
(6,6,  . . .  6p  A|  A, . . .  k„^  II  la-.2  . . .  A,-i)  [ä,] 
(6, 6,  . . .  6p  A,  A,  . . .  An-3  II  An-2 .  • .  A,  -i)  [a,] 
des  Curvenbüschels  (T,  T,)  mit  T,*  ^t)  ^n  dann  sind  die  drei  entsprechen- 
den Elemente  F, ,  F,,  F,  im  Curvenbüschel  (f^iV^): 

(^P\F^  ,..P^h^h^...  Ä„_3  II  Ä«-2  . . .  Ä.J  [fl,] 
(iP'P'...P'h,h,...  Ä„.3  II  Ä„^  . . .  Ä.  J  [nj 

(/>»i>»..,/>'Ä,Ä,...Ä„^3||Än^...Ä.J[a,]. 

Nun  kann  zu  jedem  vierten  Elemente  des  einen  Büschels  das  entspre- 
chende im  anderen  gefunden  werden;  also  auch  zur  Curve  T  oder 

(646, . . .  6p  A,  A,  . . .  Xn^  II  An_2  . . .  ^«-0  [«] 
im  Curvenbüschel  (T,  7,)  das  entsprechende  Element   F  im  Curvenbüschel 
(^1  ^f)-   ^ Damit  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Besonderer  Fall. 
IC  und  T  seien  bezüglich  Curven  der  vierten  und  dritten 
Ordnung. 

Das  Problem  lautet  unter  diesen  umständen  wie  folgt: 

Es  sei  AT  eine  Curve  der  viertenOrdnnng,  gegeben 
durch   die  Punkte 

6, 6, . .  *  67  a,  Of  •  •  •  07 
und  7  eine  Curve  der  dritten  Ordnung,  gegeben  durch 
die  Punkte 

6|  6,  •  •  •  67  A|  tf  ^ 

man  soll  denjenigen  Kegelschnitt  F  construiren, 
welcher  durch  die  fünf  übrigen  Schnittpunkte  von  HC 
und  T  bestimmt  wird. 
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Die  Projectionspnnkte  and  Basisreste  der  Cnrve  K  seien 

P\  />',  P' 

•     ö.Mlö.';   Q^WQh   ö.'IIA*; 

daraus  ergiebt  sich  die  dreifache  Erzeagnng  dieser  Curve  mittelst  eines 
Strahlenbüschels  und  projectivischen  Curvenbüschels  der  dritten  Ordnung: 

/>'  [o,  a,  , . .  Ot]  Ä  (^  ^«  •  •  •  *7  i?«'  II  ötO  [«1  «t . . .  «t] 
i>«  [a,  «t . . .  a,]  A  (^  *t  •  • .  *T  öl*  II  ftO  [öl  ff, .  . .  Ö7] 
P»  [a,a,  .  . .  fl,]  A  i\K  . . .  ^  öl'  II  e.*)  [«1«.  .  .  •  flr]. 
Nnn  betrachten  wir  die  acht  Punkte 

6|  6s  .  .  .  6.J  A| 

als  Basispunkte  eines  Curvenbüschels  {T^'^^  der  dritten  Ordnung,  von 
welchem  die  beiden  Curven  J,  und  J,  oder 

zwei  Elemente  sein  mögen.  T^  und  T^  schneiden  sich  aber  in  noch  einem 
neunten  Punkt  A,,  welcher  construirt  werden  muss,  und  sehr  leicht  mittelst 
des  Lineals  allein  construirt  werden  kann.     Ist  dies  geschehen,  so  wird 

ft,6,...MiII^ 

die  volle  Basis  des  Curvenbüschels  [T^T^  darstellen,  dessen  beide  ausser- 
halb der  Curve  K  fallenden  Basispunkte  A^  ||  A,  eine  gewisse  Gerade  S  be- 
stimmen werden. 

Die  einzelnen  Curven 

7*1,   Tj,  Ts  etc. 
des  Curvenbüschels  ( J,  7\)  schneiden  nun  die  Curve  K  der  vierten  Ordnung 
in  noch  weiteren  fünf  Punkten,  wodurch  die  Kegelschnitte 

r,,  r„  r,  etc. 

hervorgehen;  diese  Kegelschnitte  bilden  ein  zum  Curvenbüschel  (T,  T,) 
der  dritten  Ordnung  projectivisches  Kegelschnittbüschel  (F«  F,),  von  wel- 
chem drei  Basispunkte  auf  die  Curve  Ky  nämlich  in  die  Projectionspnnkte 

/>!  p%  pt 

derselben,  der  vierte  Basispunkt  h^  aber  auf  die  Gerade  S  fallen  wird.  Der 
Punkt  A|  ist  zu  construiren. 

Zu  diesem  Zwecke  müssen  zuerst  die  beiden  Kegelschnitte  F{  und  V^ 
durch  eine  genügende  Zahl  von  Punkten  bestimmt  werden ;  bis  jetzt  kennt 
man  nftmlich  von  F|  nur  die  vier  Punkte 

P"^  P'  /^  ö, 
und  von  V^  die  vier  Punkte 

P'P^P'a^', 
es  fehlt  also  von  jedem  dieser  beiden  Kegelschnitte  noch  ein  fünfter  Punkt. 
V^  schneidet  aber  Ti  in  noch  einem  sechsten  Punkte  Ui ,  welcher  zugleich 
auch  der  dritte  Schnittpunkt  der  Geraden  S  mit  derselben  Cfnrve  7\  ist;  die 
beiden  anderen  Schnittpunkte  sind  nämlich  Ai  ||  As;    folglich  läast  sich  der 
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Pnnkt  »1  sehr  leicht  mittelst  des  Lineals  allein  finden.  Desgleichen  schnei- 
det der  Kegelschnitt  F,  die  Curve  T^  in  einem  sechsten  Punkte  v^ ,  welcher 
auch  als  dritter  Scbnittpnnkt  der  Geraden  S  tnit  T^  linear  constrnirt  wer- 
den kann.  Sind  nun  die  Pnnkte  t4, ,  v^  gefunden ,  so  kennt  man  jetzt  vom 
Kegelschnitte  V^  die  Punkte 

P'  P'  iP»  a,  w, 
und  vom  Kegelschnitte  T,  die  Punkte 

P'P'P^a^v^'^ 
der  vierte  Schnittpunkt  von  F,  und  V^,  welcher  mittelst  des  Lineals  allein 
constrnirt  werden  kann,  ist  alsdann  der  gesuchte  Punkt  Aj.  Da  man  aber 
weiss ,  dass  h^  auf  die  Gerade  S  fallen  muss ,  so  hätte  man  diesen  Punkt 
auch  einfacher  als  zweiten  Schnittpunkt  der  Geraden  S  mit  Fj  oder  Vt 
finden  können. 

Nachdem  jetzt  das  zum  Curvenbüschel  ( J,  J,)  der  dritten  Ordnung 
projectivische  Kegelschnittbüschel  (FiF,)  festgestellt  worden  ist,  nehmen 
Wir  in  diesen  beiden  projecti  vis  eben  Büscheln  (J,  J,)  und  (F,  F,)  drei  ent- 
sprechende Elementenpaare  an ,  z.  B.  aus  (T,  Tj)  die  drei  Cnrven 

oder 

und  aus  (F,  F,)  die  drei  entsprechenden  Curven 

V,,   F.,  F. 
oder 

(/>^7>'/>»Ä0[a,] 

{PP'Pn,)[a,] 

und  suchen  zu  der  gegebenen  Cnrve  T  oder 

im  Curvenbüschel  (T^T^)  den  entsprechenden  Kegelschnitt  F  im  Kegel- 
schnitthüschei  (F^  V^,  Dieser  Kegelschnitt  F  löst  alsdann  die  gestellte 
Aufgabe. 

Weitere  Yereinüftchung  in  der  Auflösung. 

Wie  man  sieht,  sind  in  der  vorhergehenden  Auflösungsmethode  alle 
Operationen  (die  Auffindung  der  Projectionspunkte,  Basisreste  abgerechnet) 
mittelst  des  Lineals  allein  ausgeführt  worden.  Nichts  destowentger  läset 
dieses  Auflösungsverfahren  aber  noch  eine  bedeutende  Abkürzung  zu, 
wenn  man  an  die  drei  besonderen  Elemente 

F^,   V^,   F. 
des  Kegelsohnitlbüschel»  (F^  Fg)  denkt,  welche  durch  die  gegenüberliegen- 
den Seitenpaare  des  vollständigen  Vierecks 
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/>*  P*  />»  Ä, 
dargestellt  werden.     Diese  drei  besonderen  Elemente 

des  Kegelscbnittbüscbels  (Tj  V^)  sind  demnacb  die  Geradenpaftre 


P'  />*  und  i>»  Ä, , 
P'  P'     n     ?5, 

welche  mit  Kücksicbt  auf  die  bekannte  Eigenschaft r-  zwei  Projeetions- 
punkte  liegen  mit  dem  Basisrest  des  dritten  auf  derselben 
Geraden  —  auch  so  hätten  dargestellt  werden  können: 


Qi' 

||(?,»  nnd  i>»A, 

Oi' 

II  Ot"  und  i"  h, 

q: 

11  ö.'  und  P'  k, 

Die  zu 

r„  Fy,  r. 

entsprecbenden  Curven 

Tr,  Tg,  T^ 

im  Curvenbtischel  (Tj  T^] 

sind  folglich  die  drei  Curven 

(6,6. 

...*,i.[P.'||Ö.'] 

(6,6. 

...h,X,[0,'\\0,*] 

(6,6. 

'■'brl,[Q,'\\Qt'] 

oder  auch 

(6,6,  . 

•.6tö.MlA')W 

(6,6.. 

•  •  &T  ö.'  II  (>.')  M 

(6,6,. 

•  •«'»ö.MlAOW 

und  in  dieser  Form  erscheinen 

r«,   Ty,    T, 

ftuch  alg  Elemente  der  drei  Curvenbüschel  der  dritten  Ordnimg,  welche  mit 

den  projectivischen  drei  Strahlenbüscbeln 

p,     p2^  ps 

die  Gurve  Ä  erzengen. 

Die  Auflösung  der  Aufgi^be  besteht  daher  kurz  in  Folgendem : 
Zuerst  erzeugen  wir  die  Curye  ÜT  auf  die  drei  Arten 

F«  K«2  ...«Ja  (^^ . .  •  ^  Pi'  II P2')  K«2 . . .  «7]. 

Alsdann  suchen  wir  diejenigen  drei  Projectionsstrahlen  in  den  Strah- 
lenbäsebeln 

P\  P\  P\ 

welche  den  Elementen 
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(b,b,  ...h,  (>/  II  p,«) 
(ft^ft, . . .  fc,  Pi»  II  ö,»)  W 

entsprechen;    dieselben   schneiden  sich   in  demselben  Punkte  h^  und  sind 
also  die  drei  Geraden 

Wh^     Why^     T%. 
Die  drei  speciellen  Kegelschnitte 

V„  F„  V, 
(Geradenpaare)  sind  jetzt  bestimmt,  nKmlicb: 

i>j»  II  ö,»  und  PH^ 

Ihnen  entsprechen  im  Cnrvenbttschel  (Tf  T^  die  drei  Carven 

oder 

(6,6,  .  .  .  6,  i,)  [Q,^  II  ö,»] 

(6,6,...6,i,)[(),»||V] 

(6,6,...6,i,)[öxM|0**]; 
dadurch  ist  die  projectivische  Beziehnng  zwischen  (r, 7",)  nnd  {V^V^  her- 
gestellt, und  die  der  Curve  T  oder 

im  Büschel  (J^T^  entsprechende  Curve  V  im   Büschel  (V^V^  löst  die 
gestelle  Aufgabe. 

§10. 
Constnictioii  von  p  =  }"  (n  —  i)  +  i  unbekannten  Schnittpunkten 

iweier  CuiTon  K  und  ft  der  n^«""  Ordnung. 
Die  in  §  8  durchgeführten  Untersuchungen  geben  uns  das  Mittel  zur 
Lösung  des  /olgenden  Fundamentalproblems  über  die  Construction  unbe- 
kannter Dnrchschnittspnnkte  zweier  gegebener  Curven. 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Curven  K  nnd  jl'der  w*" 
Ordnung  durch   eine  hinreichende  Zahl  Yon  Punkten 
gegeben   sind,   nämlich  K  durch   die  Punkte 
&1  /;,...  6p  a^  02  ..  .  ora_2  «i«!  •  •  •  «iH-l » 
und  Jt   durch  die  Punkte 

b^h^  ,  .  .bp  Cittg  •  •  •  ««-2  *i'^'-  •  •  ««+1 
so     sollen     die    noch     übrigen    unbekannten    Durch- 
sehnittspunkte 

ei «,...«, 
von  üf  und  Jt  construirt  werden. 
i.  Zunächst  suchen  wir  die  Projectionspunkte  und  Basisreste  der  bei- 
den  gegebenen   Curyen   K  und  St  in  Bezug  auf  ihre  gemeinschaftlichen 
Grundpunkte 

b^b^  .  .  .  V 
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Dies  giebt  für  K  die  Projection8pnnkte 

P^P^  ...  P' 
und  die  zugehörigen  Basisreste 

i?l*i?2*...(?*«-3l|(>*««2...^.^1 


ebenso  für  St  die  Projectionsptinkte 

^1  $«  .  .  .  $• 
nnd  die  Basisreste 

OiOg  .  .  .  dn^  II  Dn-2  .  .  .  0.-I 

DiOj . . .  0„-3  II  O1.-2 . . .  O^-i 


OiD, . . .  0„-3  II  0„_2  . . .  0.^1. 
Die  Dnrcbscbnittspnnkte 

der  beiden  gegebenen  Carven  K  und  $  der  n^'"  Ordnung  bestimmen  nun 
eine  Curve  Z,  der  (w  —  1)*"  Ordnung  (§  4),  welche  auch  durch  die  sämmt- 
lichen  Projectionspunkte  der  beiden  Curven  K  nnd  ft  in  Bezug  auf  ihre 
gemeinschaftlichen  Grundpunkte 

gebt  (§  6).     Die  Carve  2J|  ist  daher  durch  folgende  Punkte 

im  Allgemeinen  vollkommen  bestimmt,  und  kann  nach  {  8  durch  ein  Strah- 
lenbüschel und  projectivisches  Curvenbüschel  der  (n  —  2)**''  Ordnung  er- 
zeugt werden. 

n.  Andererseits  nehmen  wir  jetzt  die  Punkte 
»  a^  «2 . . .  «««2  6„«.i  • . .  6ji 

als  die  gemeinschaftlichen  Ornndpnpkte  vder  beiden  Gurren  K  und  St  an 
nnd  suchen  wieder  die  zugehörigen  Projectionspunkte  und  Basisreste.  Die 
Projectionspunkte  f&r  K  seien 

nnd  die  zugehörigen  Basisreste 

9i^9t  •  •  •  ^*«-»  II  9*«-«  •  •  -  9'^-! 


ebenso  aeien 

die  Projectionspunkte  nnd 

ZtitKchrift  f.  Mathematik  n.  Physik  XIV,  8  17 
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qi  qj  .  .  .  qrt-8  11  qii-2  •  •  •  q«-i 
<\l<\2  '  •  -  <|«-3||qn-2.  .  .  q.-i 

<lifl2  •  •  •  <l«-3||  q«-».  .  .q.-i 
die  Basisreste  der  Carve  &, 

Die  Darcbschnittspunkte 

von  K  und  Ä  bestimmen  jetzt  wieder  eine  gewisse  Cunre  2^  der  (n  —  l)^'" 
Ordnung,  welche  auch  durch  die  sämmtlichen  Projectionspunkte 

hindurchgeht.     Demnach  sind  auch  von  der  Curve  2^  eine  hinreichende 
Zahl  von  Punkten 


pV-../^»>'»J*...p'^Ä8...Ä«-: 


2 


bekannt  und  es  kann  dieselbe  nach  §  8  durch  ein  Strahlenbüschel  und  pro- 
jectivisches  Curvenbüschel  der  (n  —  2)*®"  Ordnung  erzeugt  werden. 

IIT.  Die  unbekannten  Schnittpunkte 

^1  fj  •  •  •  f  p 
der  beiden  gegebenen  Curven  K  und  ft  der  »**"  Ordnung  sind  jetzt  insofern 
als  construiri  anzusehen,  als  es  gelungen  ist,    zwei  Curven  2^  und  2^  der 
(w  —  1)**"  Ordnung  zu  erzeugen,  welche  sich  in  jenen  unbekannten  Schnitt- 
punkten 

*l'8  •  •  •  *P 
von  K  und  St  treffen.     Allein  die  beiden  Curven  E^  und  2^  schneiden  sich 
ausser  in  diesen  Funkten 

in  noch  {s  —  1)  weiteren  Punkten ,  die  wir  mit 

^i?2  •  •  •  Q»-i 
bezeichnen  wollen,  und  die  also  ausserhalb  der  beiden  Curven  AT  und  Jt  su 
liegen  kommen.     Zur  vollständigen  Lösung  unseres  Problems  wäre  daher 
noch  erforderlich,  dass  die  weiteren  Schnittpunkte 

^1^8  •  •  •  Q9-i 

von  2|  und  i^,  welche  keine  Schnittpunkte  von  K  und  St  sind,  fttr  si^h 
getrennt  construirt  werden  können. 

Hierzu  führt  uns  die  folgende  Betrachtung. 

Die  beiden  Curven  2^  und  2^  bestimmen  ein  Curvenbüschel  {E^E^ 
der  (n—  1)**"  Ordnung,  von  welchem  die  Punkte 

'l*2  •  •  •  ^P 

als  Orundpunkte  und  die  Punkte 

als  zugehöriger  Basisrest  aufgefasst  werden  können.     Nach  %  3  bestimmt 
der  Basisrest 

?iP2  •  •  •  ^«-1 
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eiae  gewiss^  Cnrre  %  der  (n— 3)'*'^  Ordnung;  auch  giebt  es  ein  zum  Curven- 
büschel  {2^il^)  der  (n— 1)*®"  Ordnung  projectivisches  Curvenbüschel  {(Piq)^) 
der  (11  —  2)'"  Ordnung,  welches  mit  ihm  durch  den  Durchschnitt  entspre 
cbender  ISlemente  den  zusammengesetzten  Ort  {K+x)  oder  (S  +  z)  ^^' 
zeugt.     Die  Curve  (p^  ist  bestimmt  durch  die  bekannten  Punkte 

in  welchen  Z^  die  Cnrre  E  schneidet;  ebenso  ist  die  Curve  (p^  durch  die 
bekannten  Funkte        ^ 

p^p*  ...p'  b^b^  .  .  .  bn^2 

bestimmt,  in  welchen  2^  dieselbe  Curve  K  trifft. 

Nun  schneiden  sich  q>^  und  U^  aber  noch  in  s^  =  \{n  —  2)  (w  —  3)  wei- 
teren Punkten 

welche  auch  der  Curve  %  angehören,  desgleichen  schneiden  sich  auch  q>^ 
und  2^  in  noch  s^  weiteren  Punkten 

tJjt;,  .  .  .  i7,j, 
welche  ebenfalls  der  Curve  %  angehören.     Diese  beiden  Punktsysteme 

Tj  Vj  .  .  .  v,^ 
müssen   construirt   werden.     Ist  dies  geschehen,  so  ist -auch  die  Curve  % 
darch  die  Punkte 

mehr  als  bestimmt  und  ihre  weiteren  Schnittpunkte  mit  £^  oder  2^,  welche 
ebenfalls  zu  constrniren  sind ,  geben  die  gesuchten  Punkte  » 

in  welchen  sich  2^  und  2^  ausser  . 

noch  weiter  sehneiden.     Unsere  Aufgabe  ist  damit  vollständig  gelöst. 

Schliesslich  noch  die  Bemerkung.  Wenn  die  Zahl  der  unbekann- 
ten Durchschnittspunkte  von  IC  und  $t  geringer  als  p  =  ^n  (n  —  1)  +  1  ist, 
so  dass  z.B.  zwei  Curven  2^  und  2^  der  («—2)*«"  Ordnung  durch  dieselben 
gelegt  werden  können,  ao  lassen  sich  diese  beiden  Curven  2J,  und  2^^  in 
gleicher  Weise  aus  2^  und  2^  ableiten,  wie  vorhin  2|  und  2^  aus  IC  und  ft. 
Unter  Umstünden  kann  dann  die  Beduction  noch  weiter  fortgesetzt  wer- 
den  etc. 

Besonderer  FalL 

» 

IC  und  St  seien  zwei  Curven  der  vierten  Ordnung. 
Das  soeben  gelöste  Problem  lautet  für  den  besonderen  Fall,  wenn  K 
und  St  zwei  Curven  der  vierten  Ordnung  darstellen,  wie  folgt: 

Wenn  in  einer  Ebene  zwei  Curven. ÜC  und  j£  der 
vierten  Ordnung  gegeben  sind,  nämlich  K  durch  die 
Punkte 

17  ♦ 
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6|  6(  *  •  •  67  tf|  iVf  ^1  Of  agü^Oi 

und  ft  darch  die  Pnnkte 

6|  Af  •  •  •  ^r  ^1  ^t  ^i  ^t  ^s  ^1  ^B I 
SO  sollen  die  noch  übrigen  sieben  unbekannten  Durch- 
schnittspnnkte 

'1  't  •■  •  •  •  h 
dieser   beiden   Gurren  construirt  werden. 

Wir  betrachten  diese  Aufgabe  als  gelöst,  wenn  es  gelingt,  swei  Corren 
2^1  und  2f  der  dritten  Ordnung  anzugeben ,  die  sich  in  den  sieben  unbe- 
kannten Durchscbnittspunkten 

1     9    •    •    •    Civ 

von  i^  und  St  schneiden  und  deren  zwei  weitere  Schnittpunkte  q^  und  p^ 
getrennt  construirt  werden  können. 

Was  den  ersten  Theil,  nftmlich  die  Construction  zweier  Gurren  2!^ 
und  £2  anbetrifft,  die  durch  die  sieben  Schnittpunkte 

^1  ^1  •  •  "  '7   * 
von  A^und  R  gehen,  so  ergiebt  sich  die  Lösung  wie  vorhin.   Seien  nämlich 

für  die  Grundpunkte 

6^6}  •  •  .  67 
i>»,  n  P'i    Qt'\\Q,'i    O^'WQ,';    O.'Ili',» 
die  Frojectionspunkte  und  Basisreste  der  Gurve  iC  und 

5PS$»,  *»;    Ol' HO,»;    0,»|I0,«;    0,»U0,» 
di^  Frojectionspunkte  und  Basisreste  der  Gurve  ft,  so  geht  JS*!  dqrch  die 
sftmmtlichen  Frojectionspunkte 

PS  p«,  p».  r,  ?»,  r 

der  beiden  Gurven   und   kann  nach  dem  vorigen  Paragraphen   durch  ein 
Strahlenbüschel  und  projectivisches  Kegelschnittbüschel  erzeugt  werden. 
Ebenso  seien  für  die  Grnndpunkte 

^1^2  8^4  *  •  *  ^7 

p\p*,p»;   ?iMU«M   9iH9i'v  yt'IU," 

die  Frojectionspunkte  und  Basisreste  der  Gurve  K  und 

P\^,V'i    qiMIq«M    q»*üqj*;    q,'l|q," 
die  Frojectionspunkte  und  Basisreste  der  Gurve  Sy  so  geht  die  Gurve  £^ 
durch  die  Frojectionspunkte 

P\  P\  P',  ^\  »)•»  »>■ 
und   kann   ebenfalls    durch   ein  Kegelschnittbüschel   und   projectivisches 
Strahlenbüschel  erzeugt  werden. 

Es  bleibt  demnach  nur  noch  der  zweite  Theil  der  Aufgabe  zu  lösen, 
n&mlich:  die  Gonstruction  der  beiden  l^unkte  g^  und  ^2,  in  welchen  sich  die 
beiden  Gurven  Zy  und  2^  ausser  in 


«1^1 


1^2 


noch  weiter  schneiden. 
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Die  beiden  Punkte  ^^  nnd  p^  liegen  auf  einer  Geraden  x ;  ferner  be- 
stimmen die  beiden  Carven  £^  und  2^  ein  Curvenbüscliel  der  dritten  Ord- 
nung, dessen  sieben  Basispunkte  (Grundpnnkte) 

*i  '2  •  •  •  *7 
auf  die  Curven  IC  und  ff  fallen,  weshalb  die  in  §  6  Seite  225  gefundenen 
Eigenschaften  hier  zu  beachten  sind.     Nach  diesen  schneidet  der  Kegel- 
schnitt, der  durch  die  fünf  Funkte 

pi  pi  ps  „^  „^ 

bpstimmt  wird,  die  Curve  2^  noch  in  einem  sechsten  Punkte  ti| ,  der  auf  die 
Gerade  i  fällt  und  mittelst  des  Lineals  allein  consfrnirt  werden  kann.  Ans 
demselben  Grunde  schneidet  der  Kegelschnitt 

die  Cnrye  ü^  in  noch  einem  sechsten  Punkte  v^ ,  der  ebenfalls  auf  die  Ge- 
jrade  %  fftllt  und  mittelst  des  Lineals  allein  construirt  werden  kann.  Sind 
die  Punkte  u^  und  v^  gefunden,  so  ist  die  Gerade  %  bestimmt,  und  ihre  zwei 
weiteren  Schnittpunkte  mit  £^  oder  2^  geben  alsdann  die  gesuchten  Punkte 
^^  und  Q^.     Die  Aufgabe  ist  somit  gelöst. 
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IX.  Heber  die  harmonisohe  Eeihe.  Bekanntlich  hat  Lejeaoe  Di- 
richlet  in  den  Abhandlangen  der  Berliner  Akademie  Tom  Jahre  1837  nach- 
gewiesen, dass  es  bei  unendlichen  Reihen  nicht  immer  erlaubt  ist,  die  ein- 
mal Yorhandene  Anordnung  der  Glieder  willkürlich  abzuändern,  und  dass 
z.  B.  die  beiden  Beihen 

1  2^3         4^5         0^7  H^g        '"' 

1  "*"  3         2"^   ft"^   7  4  "^  «  "^11         6  "^^  ••' 

obschon  sie  dieselben  Glieder  enthalten,  verschiedene  Summen  besitzen, 

nämlich  /2  und  — /2*).     Dieses  Resultat  gestattet  eine  doppelte  Verall- 

gemeinerung,  indem  man  einerseits  von  der  allgemeineren  harmonischen 
Reihe 

^""a       fl+i^^fl  +  2      a  +  8^*'" 
ausgeht,  und  andererseits,  statt  zweier  positiven  und  eines  negativen  Ter- 
mes,  p  positive  und  q  negative  Terme  aufeinander  folgen  lässt,  so  dass  die 
neue  Reihe  folgende  ist 


*)  Wenn  es  nur  auf  den  Beweis  ankommt,  dass  die  sweite  Reihe  eine  g^rössere 
Summe  als  die  erste  liefert,  so  genügt  die  Zusammensiehung  je  zwei  positiver 
Terme.    In  der  so  entstehenden  Reihe 

Jl J^       12         i       _20  1 

1.3        2  "^6.7        4  "^9.11        ö  '*'•*• 


ist  nämlich  jeder  Term  grösser  als  der  nachfolgende,  mithin  die  Summe 
wülirend  /2  »ooh  unter  U,7  liegt. 


<!  aber>|--i->0,8, 
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T^^+A-.^  '  -     ■      ' 


a       fl  +  2      a  +  4  a  +  2/>  — 2 

1  1  1 


a  +  1      a  +  Z  a  +  2^— I 


+  _  »    +__,JL^  +  ...+       i 


a  +  2p      a  +  2p+2  a  +  4p  — 2 

1  1  1 


a  +  2g  +  i      a  +  2q  +  Z  *       a  +  4q--l 


<i  +  4p      a  +  4/) +  2  a  +  6/>— 2 

1  1 


a  +  4^  +  1      a  +  4q+Z      '"      o  +  e^— 1 

Mit  Hilfe  d^r  Formel 

1 

findet  man  zunächst,  wie  längst  bekannt  ist, 

1 

2)  5=  f^  dx. 

Bezeichnet  T»  die  Summe  von  np  positiven  und  nq  negativen  Gliedern 
der  zweiten  Reihe,  also  die  Snmme  der  endlichen  Reihe,  welche  mit  folgen- 
den zwei  Ornppen  aufhört 

1  1  .     *      .  1 


+ 


a  +  (2w  —  2)p^a+(2w  —  2)/?  +  2  «  +  2«p  —  2 

11  1 


a+ (2a  — 2)5^+1      a  +  (2n  — 2)5^  +  3       '"      a  +  ^nq-^V 
80  erhält  man  gleichfalls  nach  No.  1) 

1        1 

^\  +  x         J         l-x* 
oder  wenn  im  zweiten  Integrale  ar^"  ==  y  gesetzt  wird , 

Durch  Uebergang  zur  Grenze  für  unendlich  wachsende  n  folgt 
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das  zweite  Integral  geht  für  y  =  e~*  über  in 


/Jbll^£ZL-..  =  ,(|). 


mithin  ist 


»>         ^=/^'"+"(f> 


a 


Um  das  Besultat  etwas  bequemer  zu  formuliren ,  lassen  wir  —  an  die 

Stelle  Yon  a,  sowie  x^  an  die  Stelle  von  6  treten;  es  ergiebt  sich  dann  fol- 
gender Satz : 

Wenn  man  in  der  Reihe 

1  ^     4.      ^  ^       ' 


a       a  +  b      a  +  2b      a+Zb 
deren  Summe  durch  das  bestimmte  Integral 


1 


X' 


.«-1 


jr+o.* 


dx 


ausgedrückt  wird,  die  Terme  so  ordnet,  dass  immer  p  positive 

und  g  negative  Glieder  aufeinander  folgen,  so  ist  die  Summe  der 

neuen  Beihe: 

1 


/T?ä-H.i-(f> 


0 

Nur  im  Falle  p  =  g  verschwindet  die  Differenz  beider  Sum- 
men; ausserdem  ist  sie  zwar  von  6,  niobt  aber  von  a  abhängig. 
Hiernach  findet  man  z.  B.  für 

a=l,     6  =  1,     ;t>  =  2,     g  =  l 


1^3         2  ^  5  ^  7         4  ^ 


für  p  =  3 ,   ö'  =  i , 


l"'"3"''5         2"''7"''9"^ll         4*^ 
für  ;?  =  3,    5' =  2, 

1^3^5         2         4^7^9^n        6         8^' 
fürasrl,     6as2,     p  =  2,     y  =  l, 

1^5         3^9^13         7   ^  17  ^  21        II  ^  ' 

u.  s.  w. 


-1'^, 

.  =  /2  +  -i/3, 

.=i..> 

.  =  ^  («  +  '«) 
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Von  der  bekannten  Formel 

1 
r       r  /  1  Mf'-i 

dx 


ä==rt)/-'['(i)r' 


1^ 

aa^gefaend ,  kann  miin  ebenso  leicht  die  allgemeinere  Reihe 

mit  derjenigen  Reihe  vergleichen,  welche  hieraus  entsteht,  wenn  man  im- 
mer p  positive  und  ^  negative  Glieder  aufeinander  folgen  lässt.  Der  Un- 
terschied beider  Reihenaammen  ist  dann  die  Grenze,  welcher  sich  der 
Ausdruck  ^ 

bei  unendlich  wachsenden  n  nähert.  Im  Falle  ^a  >1  ist  dieser  Grenz werth 
=  0;  die  ursprüngliche  Reihe  convergirt  dann  unbedingt,  wie  auch  aus  dem 
Scheibner^schen  Satze*)  hervorgeht.  Für  fi»!  kommt  man  auf  die 
vorige  Untersuchung  zurück;  ist  aber  fi  ein  positiver  echter  Bruch,  so  wird 
der  obige  Grenzwerth  unendlich  gross,  und  dann  divergirt  die  neue  Reihe. 
Für  den  speciellen  Werth  |ü  =  ^  habe  ich  dies  auf  elementarem  We^e  ge- 
zeigt im  VIT.  Jahrgang  dieser  Zeitschnft  Seite  2d3. 

SCHLÖMILOH. 


Z.  Die  Gonstanten  Belationen  bei  den  Dreiecken  und  tetraedriadhen  / 
Coordinaten«    Von  Julius  Toeplitz,  Gymnasiallehrer  zu  Lissa. 

Unter  den  homogenen  Courdinatensjstemen  sind  besonders  diejenigen 
von  den  Oeometern  mit  Vorliebe  behandelt  worden ,  in  denen  Verhältnisse 
▼on  Perpendikeln  als  Coordinaten  auftreten.  So  wird  in  der  Ebene  ein 
Punkt  durch  die  Verbältnisse  der  drei  Perpendikel,  welche  von  demselben 
auf  die  Seiten  eines  gegebenen  sogenannten  Fnodamentaldreiecka  gefällt 
werden,  bestimmt^  und  ebenso  eine  Gerade  durch  die  Verhältnisse  der  Per- 
pendikel, welche  von  den  Ecken  des  Fnndamentaldreiecks  auf  diese  Ge- 
rade gezogen  werden.  Ebenso  werden  im  Kaume  Punkte  und  Ebenen  durch 
die  Verhältnisse  der  Perpendikel  bestimmt,  welche  entweder  von  dem  Punkte 
auf  die  Seitenebenen  eines  gegebenen  Fundamentaltetraeders,  oder  von 
den  Ecken  des  letzteren  auf  die  Ebene  gezogen  werden.  Diese  Verhält- 
nisse sind  zur  Bestimmung  der  Lage  der  Punkte,  Geraden  und  Ebenen  aus- 
reichend, weil  zwischen  den  Perpendikeln  ausserdem  immer  constante  Re- 
lationen stattfinden.  Diese  constanten  Relationen  wollen  wir  im  Folgenden 
feststellen. 

*)  Vergl.  mein  Compendium  der  höheren  Anaijsis,  §  39. 
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§1. 

Constante  Belation  zwiBchen  den  Coordinaten  eines  Punktes 

in  der  Ebene. 
Das  Fundameutaldreieck  heisse  ABC.    Die  Perpendikel,  welche  von 
einem  beliebigen  Punkte  0  auf  die  Seiten 

BC  =  a,     AC  =  b,     AB  =  c 
desselben  gefällt  werden,  mögen  durch  p,  ^,  r  bezeichnet  werden,  und  der 
Inhalt  des  Fundamentaldreiecks  mit  A.    Alsdann  ist 

AOBC+AOAC+AOAB==A^BC, 
oder 

1)  ap  +  bg  +  cr=z2A 

(cf.  8 al  m  0  n ,  Kegelschnitte  §  63) 

die  gesuchte  Relation.     Für  die  Zeichen,  mit  denen  p»  ^,  r  bu  versehen 
sind ,  gelten  die  bekannten  Regeln. 

§2. 

Constante  Relation  zwischen  den  Coordinaten  einer 

Geraden  in  der  Ebene. 

Es  sei  wieder  ABC  das  Fundameutaldreieck.  Die  Perpendikel,  welche 
von  ien  Ecken  A,  Bj  C  desselben  a\if  eine  beliebige  Gerade  gefällt  werden, 
mögen  Pt  q^r  heissen.  Die  Gleichuug  dieser  Geraden  in  gewöhnlichen 
rechtwinkligen  Coordinaten  sei 

^  und  die  Coordinaten  der  Ecken  A^  B^C  resp. 

«i.yii  fl^j.yf»  «B.ys- 

Alsdann  ist  bekanntlich: 

yi-ax,^b^  y^^-aa^^b^  y,  — ga:^-6_^ 

j/i+a*  yi+a*  /l+«* 

Aus  diesen  Gleichungen  müssen  wir  a  und  b  elimioiren ,  um  die  ge- 
suchte Relation  zu  erhalten.     Durch  Subtraction  erhalten  wir  zunächst: 


yi-y«—«(^i-a^t)=(;>-s') /!+«*,     yt-y»-ö(^t— ^F)=(5'-Of^i+«* 

oder 


2)  «i-aA=y,/l+ö»,     a,-aA=iy,/l  +  a«, 

wenn  wir  nämlich 

»1— yi»=«i.    y«— yi=«i.    a;,— a:,=ft,    a?,— «a^Ai    P—g=Yif   q—r=^Yt 
Hetzen.   Durch  Division  kommt: 

^^-^^J^Yl      oder«-^il^*-^\ 

«t— öpt    Yt  Piyt  — pixi 

Daraus  folgt: 
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Setsen  wir  diese  Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  2)  und  quadri- 
reo  die  Oletcbung ,  so  erhalten  wir : 

Wir  werden  diese  Gleichung  nicht  entwickeln,  sondern  blos  ihre 
Form  betrachten.  Dividiren  wir  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  dem  con- 
stanten  Gliede  (ai/?t  ~- cr,|9i)',  so  erhält  die  gesuchte  Relation  die  Form: 

oder: 

Die  Constanten  Coefficienten  a^,  a^,  b^  bestimmen  wir  anf  folgende 
Weise.  Die  Lage  der  betrachteten  geraden  Linie  ist  eine  beliebige.  Wir 
lassen  sie  daher  mit  der  Seite  BC  des  Fnndamentaldreiecks  zusammen- 
fallen j  dessen  drei  von  A^  B^  C  aus  gezogene  Höhen  wir  durch  Aj ,  A, i  ^t 
bezeichnen.   Alsdann  ist 

P  =  Am     ^  =  rc=:0. 
Also  ergiebt  die  Gleichung  3) : 

Lassen  wir  die  Gerade  mit  der  Seite  AC  zusammenfallen,  so  ist: 

und  die  Gleichung  3)  ergiebt: 

Lassen  wir  endlich  die  Gerade  mit  der  Seite i^F  zusammenfallen,  so  ist: 
p=:^  =  0   und    r  =  Äj; 
und  die  Gleichung  3)  giebt : 

ö,V=l. 
Also  ist: 

1  l  -    .         11.1- 

Entwickeln  wir  die  Gleichung  3) ,  so  erhalten  wir : 

Setzen  wir  die  gefundenen  Werthe  für  aj,  a^,  b^  ein,  so  erhalten  wir  die 
gesuchte  ttelation  in  folgender  Form : 

Wir  können  dieser  Relation  eine  andere  Form  geben,  wenn  wii'  sie  mit 

4  A*  =  a'K  =  **  V  =  ^  V 
multipliciren,   wo  «,  6,  c  die  Seitenlängen  des  Fundamentaldreiecks  sind. 
Alsdann  erhalten  wir: 

(cf.  Salmon,  Kegelschnitte  §  3lö). 
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vy^^^^^^^. 


§3. 
CoDStante   Belation   zwischen    den   Coordinaten   eines 

Panktes   im   Banme. 
Das  Fnndamentaltetraeder  heisse  AB  CD.     Die  Perpendikel,  welche 
▼OD  einem  heliebigen  Punkte  o  anf  die  Seitenflächen 

BCD^a,     ACD^b,     ABD:=c,     ABC^d 
gefällt  werden,  mögen  mit  p,  ^,  r,  s  bezeichnet  werden,  und  der  Inhalt 
des  Tetraeders  ABCD  mit  T.    Alsdann  ist  die  Summe  der  vier  Tetraeder 

OBCD,     OACD,     OABD,     OABC 
gleich  dem  Fundamentaltetraeder  7*.  Also  erhalten  wir  fdr  die  gesuchte  Relation 
6)  ap  +  bq  +  cr  +  ds=:ZT. 

§4. 

Consta'nte   Relation    zwischen   den    Coordinaten 

einer  Ebene  im  Räume. 

Es  sei  wieder  ABCD  das  Fnndamentaltetraeder.  Die  Perpendikel, 
welche  von  den  Ecken  A^  B^  C^  D  desselben  auf  eine  beliebige  Ebene  ge- 
füllt werden,  mögen  durch  p^  g^  r,  s  bezeichnet  werden.  Die  Gleichung 
dieser  Ebene  in  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten  sei: 

zs=z  ax  +  by  +  Cy 
und  die  Coordinaten  der  Ecken  A^  B  ^  C^  D  resp. 

a^i»  Vi»  ^i»     ^«1  y»>  «fi     «s>  y»>  «81     ^4>  ^4»  V 
Alsdann  ist  bekanntlich: 

j/i  +  a^+b^     "^    •  y/l+a«+6» 

j/l+a^+b^  '  ^i+^2+6« 

Wir  erhalten  die  gewflnschte  Relation,  wenn  wir  zwischen  diesen 
Gleichungen  a^b  und  c  eliminiren.  Durch  Snbtraction  erhalten  wir  zunächst : 

^i-^2-g(^i-a^i)--^(yi"-y8)=(p-9)?^l+<»'+^*> 
oder 


wenn  wir  nämlich: 

^1  — ^9=«l»  «2-"a^8=«f2f       «8  — ^4=  «^8» 

yi-y2=ßi^  ^2-^8=^.    y8-y4=ft» 

*i— ^2=yi»  «f  — ^8=yfi    ^8-*4=*r8- 

setzen. 
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Durch  Division  erhalten  wir: 

Wir  schreiben  für  die  Determinante  ^i  ^9—72^1  ^®'  Abkürzung  wegen 
Oi't)-     Alsdann  lauten  die  obigen  beiden  Gleichnngen: 

Daraus  finden  wir: 

^_(rMißM-(rM(ß,i,)      ,    (r»J,)(«i^,)-(yiJ,)(«,J») 

Nnn  ist  leicht  aasznrechnen,  dass: 

(y«'»)  («i^»)-(yi*i)(«2*s)=  ^«  I*i(«»y8)+*»(«»yi)+«s(«iy»){- 

Also  ist: 

^_i,(7tß,')  +  ö*(Ytßd  +  9,(r,ßt) 
«t(«.W+«.(«.W+U«.lS.)' 

ö.(«./S.)+<J.(«.W +  <'.(«.  AJ 
Betsen  wir  diese  Werthe  in  die  erste  der  Gleichungen  7)  ein,  qnadriren 
diese,  and  maltipliciren  sie  mit 

{«.(«.W+«.C«./».)+«.(«.ft)!*. 

80  erhalten  wir 
wo 

—ßi  {^i(««yi)+^i(«ayi)+^s(«iyt)| 

und 

A=  I«.  («.  A) +i.(«.ft)+«.(«'.  ßt)\*+\i,  (y.  W+«.(y.  A)+«.(y.  A)i* 
+  <*.(«.y.)+«t(«.yi}+*.(«iy«)J'. 

Man  sieht  aber  leicht,  dass 
denn  die  Glieder  mit  5^  and  d,  heben  sich,  da 

yi(«sft)-fl^i(y8/5i)-ft(«3yi)=«8/^iyt--arftyi~«.fty3 

+  aiAyi~aiftyi+aiftyf=0 
aod 

y  t  («I A) — «I  (y  I A) — /^i  («i  y») = «i  Ayi — «« l^i  y  i — «i  A  y, 
+«iAyt— aiAyt+aaAyi=o. 

Also  ist  die  gesachte  Relation  folgende: 

U,(Ays)+A(y.«.)+yi(«.A)i*=i^i(''«A)+^t(«.A)-l-^a(«,A)r 
+  t<Ji(y.A)+ö.(y3A)+5.(yiA)r+lä.(«.y.)+«,Ky.)+^,(«.7,)r. 

DiTidiren  wir  diese  Gleichnng  mit  dem  constanten  Gliede  der  linken  Seite, 
so  sehen  wir,  dass  die  gesachte  Belation  folgende  Form  hat: 
«i  tfi*+«,  V+fl*  V+^  S,6,+b^d,  «.+6,«,  «,=1 , 
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oder  endlich 

sx  )«.(p-9)'+''.(?-'-)*+''.('— *)*+*.(?-'•)('— O+^Cp-OC»—*) 

'  I  +*,(p-<?)(?-r)  =  l. 

Die  Constanten 

0|,    «2  1    ^^a»   *i>   ^«»    *8 

bestimmen  wir  nach  der  in  §  2  angewendeten  Methode.  Wir  nennen  die 
vier  Höhen  des  Fnndamentaltetraeders ,  welche  resp.  von  den  Ecken 
J,  B^  Cy  D  ausgehen: 

^i>  Kl   ^3>    ^45 

ferner  e^,  die  kürzeste  Entfernung  der  gegenüberliegenden  Kanten  AB  and 
CDy  ^^  die  der  Kanten  AC  nnd  BD^  e^  die  der  Kanten  AD  nnd  BC.  Lassen 
wir  nun  unsere  Ebene  mit  der  Fläche  ^C2^ Zusammenfallen,  so  ist: 

wir  erhalten  also  aus  der  Gleichung  8): 

1')  ö,  .v=«. 

Lassen  wir  unsere  Ebene  mit  der  Fläche  ACD  znsammeu fallen,  so  ist 
dann  folgt  aus  der  Gleichung  8). 

20  («, +^,-MV=i. 

Lassen  wir  unsere  Ebene  mit  der  Fläche  ABB  susammenfallen ,  so  ist 

dann  giebt  die  Gleichung  8) : 

3')  (a,+fl,--6,)V  =  l. 

Lassen  wir  endlich  unsere  Ebene  mit  der  Fläche  ABC  zusammenfal- 
len ^  so  ist: 

und  die  Gleichung  8)  giebt: 

4')  Ö3.V=1- 

Legen  wir  ferner  unsere   Ebene  durch  die  Kante  AB  parallel   zur 
Kante  (7/>,  so  ist: 

alsdann  giebt  die  Gleichung  8): 

5')  Äg .  c,*  =  1. 

Dasselbe  Resultat  würde  sich  ergeben,   wenn  wir  die  Ebene  durch 
die  Kante  CD  parallel  zur  Kante  AB  legten. 

Legen  wir  unsere  Ebene  durch  die  Kante  AC  parallel  zur  Kante  BD^ 
80  ist: 

die  Gleichung  8)  giebt  dann: 

6')      •  («.  +  «t  +  «,  -  ^1  +  Äf  -  &•)  ^'  =  1. 

Legen  wir  endlich  unsere  Ebene  durch  die  Kante  AD  parallel  snr 
Kante  BC^  so  ist: 
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und  die  Gleichung  8)  giebt: 

7')  (ö,  +  a,  --  b,)  e}  =  1. 

Wir  haben  hier  zur  Bestimmung  der  6  CoefBcienten 

7  Gleichungen.   Diese  werden  uns  also  nicht  Mos  die  Werthe  der  6  Coeffi- 
cienten 

«1»  «t»  «8>  *n  ^f»  ^8» 
sondern  ausserdem  eine  bemerkenswerthe  Relation  zwischen 

An   Äff   ^3»  *!>    ^i>  ^t%   ^% 

ergeben. 

Aus  T)  erhalten  wir: 

ans  5'):  \ 


«•=.^ 


aus  4):  I 


«.=-*, 


«ns3):  , 


w« '')'  .1,11 

»H8  2'):  11         1 

Setzen  wir  diese  Werthe  in  ö')  ein,   so  erhalten  wir  die  bemerkens- 
werthe Relation: 

^^  K^  K^  hr  V "" ^,'  "^  ^t'  ■*"  ^s' ' 

d.  h. 

„Die  Summe  der   Quadrate   der  reciproken   Höhen    eines 
Tetraeders  ist  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der  reciproken 
kürzesten  Entfernungen  der  gegenfiberliegenden  Kanten/' 
Die  Gleichung  8)  entwickeln  wir  nach  p^  q^  r^  s^  und  wir  erhalten: 

+  (6,— 2a,)r^=l; 
oder  mit  Hilfe  der  Gleichungen  l')  bis  Y) : 

+  (7-aVä70^^+(^+/7--7"7^ 
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Bedenken  wir  noch,  dass  nach  9): 


2.    j L_l— J__l-.-L 

V     V     e,^     ^.'""V     K     V 

und 

J^      J 1 L«=-1_J L 

80  erhalten  wir  für  die  gesnehte  Relation : 

v^ +v^ +V'' +v' +(.7""v'"vr^ 


X. 

Zar  Geschichte  des  Mac  Laorin'schen  Satzes ,  betreffend 
die  Anziehung  confocaler  EUipsoide. 

Von 

Dr.  F.  Grube  in  Hamburg. 


(Hierzu  Tafel  V,  Fij^.  1). 


A  Nach  dem  bekannten  Mac  Lanri  n'schen  Satze  über  die  Anziebang 
confocaler  Ellipsoide  sind  die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Ellipsoide  einen 
und  denselben  Süsseren  Pnnkt  anziehen ,  ihren  Massen  proportional.  Für 
den  speciellen  Fall ,  dass  der  angezogene  Pnnkt  auf  einer  der  Axen  der 
confocalen  Ellipsoide  liegt,  hat  schon  Mac  Laurin  selbst  diesen  Satz  auf- 
gestellt in  seinem  „Treatise  of  fluxions'^  1743,  art.  653.  Der  Zweck  dieser 
Zeilen  ist,  nachzu^reisen,  dass  Ma^  Laurin  für  den  erwähnten  speciellen 
Fall  den  Satz  nicht  blos  ausgesprochen ,  sondern  auch  bewiesen  hat. 

So  viel  mir  bekannt,  sprechen  nämlich  alle  Schriftsteller,  die  diesen 
Gegenstand  berühren  (d^Alembert,  Lagrange,  Legendre,  Ramus), 
Mac  Laurin  den  Beweis  dieses  Satzes  geradezu  ab,  indem  sie  behaup- 
ten, er  habe  den  Satz  nur  ausgesprochen,  nicht  bewiesen. 

D'Alembert,  der  anfangs  sogar  die  Richtigkeit  des  Mac  L  au  ri  naschen 
Satzes  bezweifelte,  sagt  {Opuscules  maih.  T.  VI,  ari.  54):  Je  soupfonne  donc 
que M.Mac  Laurin  8* est  trompe  dans  Vart,  653  de  son ^^TrailS desfluxions*'\  quand 
ü  a  dii  que  sa  melhode  pour  irouver  Vattraction  cCun  sphdroide  de  revolution  dans  le 
plan  de  fequaieur,  ou  dans  faxe,  pouvait  s'appliquer  ä  un  solide  qui  ne  serail 
pas  de  revolution.  Au  resie  ce  n*est  ici  qu'un  doute  que  je  propose,  n^ayant 
pas  suffisament  examine  la  proposiiion  de  M.  Mac  Laurin,  quHl  se  contente 
d^ enoncer  $ans  la  demontrer, 

Lagrange  sagt  am  Schluss  seines  Beweises  des  in  Rede  stehenden 
Satzes  {Nouveaux  memoires  de  VAcademie  royale  de  Berlin  1775) :  Cest  le  theo- 
reme  que  M.  Mac  Laurin  a  enoncä  sans  demonslration  dans  VArt,  653 
de  son  Traite  des  fluxions, 

Legendre  {Me'm.  de  maih.  ei  de  phys. prSsenies  ä  VAcaddmie  par  divers 
savansy  Paris  1785)  äussert  sich  in  folgender  Weise:    Cela  se  irouve  compris 
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dans  un  iheordme  remarquable  dont  M.  MacLaurin  donne  VenoncS  ort  663  de 
son  Tratte  de  fluxions ^  theorime  doni  MM.  d'Alemhert  ei  de  Lagrange  oni 
donne  depuis  la  demonstraiion. 

Kam  US  sagt  in  seiner  Abhandlung  ^^om  EUipsoiders  TiUräkning  etc.*'^ 
1846:    ^^Dette  Theorem  fremsat  af  Mac  Laurin  uden  BevHs.^^ 

Ich  muss  aber  dennoch,  den  genannten  Schriftstellern  gegenüber, 
auch  den  Beweis  dieses  Satzes  für  Mac  Laurin  in  Anspruch  nehmen. 
Um  meine  Behauptung  zu  rechtfertigen,  theile  ich  zunächst  die  Artikel 
640  und  651  aus  Mac  Laurin *s  Treatise  offluxions  ihrem  Inhalte  nach,  und 
den  Artikel  653  wörtlich  mit. 

Art.  649. 
In  diesem  Artikel  beweist  Mac  Laurin  folgenden  Satz: 

Die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Rotationsellip- 
soide denselben  auf  ihrer  verlängerten  Rotationsaxe 
liegenden  Punkt  anziehen,  yerhalten  sich  wie  ihre 
Massen. 

Art.  651. 

Die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Rotationsellip- 
soide denselben  in  der  verlängerten  Ebene  ihres 
Aequators  liegenden  Punkt  anziehen,  verhalten  sich 
wie  ihre  Massen. 

Beweis. 

Darch  Rotation  der  confocalen  Ellipsen  adb^  ADB  (Fig.  1)  um  eine 
ihrer  Axen  ah  seien  zwei  Ellipsoide  erzeugt.  Es  stehe  CP  senkrecht  auf 
der  Meridianebene  adb  in  dem  gemeinsamen  Mittelpunkt  C  der  beiden  er- 
zeugenden Ellipsen,  und  treffe  den  Umfang  des  Aequators  des  äusseren 
Ellipsoides  in  jP,  und  den  des  innern  in  p.  Durch  C  P  seien  zwei  Ebenen 
OCZ,  pCVy  die  die  Meridianebene  in  CZ^  C  V  schneiden  mögen,  so  gelegt, 
dass  die  von  Z  und  V  auf  die  Axe  Cd  gefällten  Lothe  Zr  und  FÄ  in  dem 
Verhältniss  von  Ca  zu  CA  zu  einander  stehen.  Dann  werden  die  ellipti- 
schen Schnitte  PCZ^  pCF  confocal  sein,  oder  es  wird 

sein. 

« 

Um  dies  zu  zeigen ,  beschreibe  man  um  C  als  Mittelpunkt  mit  den  Ra- 
dien Cd  und  CD  zwei  Kreise  dgh  und  DGH^  die  von  den  Lethen  Zr  und 
VR  in  g  und  G  geschnitten  werden  mögen.     Dann  ist 

flrr«  --  Zr^  =  Cd^  —  CZ^ 
Ch*  —  Ca*  r=:Cd'—  Ca\ 
Ferner  ist 

griZr^  Chi  Ca^ 
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folglich  auch 

gr'-Zr:Zr=zCh^  Ca  :  Ca 

gr  +  Zr  :  Zr  =  Ch  +  Ca  :  Ca, 
woraus 

gr*  -  Zr* :  CA»  -^  Ca*  =  Zr» :  Ca\ 
oder  rermöge  l) 

Crf«  —  CZ*  :  Crf»  -  Ca*  =  Zr«  :  f7a» 
folgt.    Auf  dieselbe  Weise  zeigt  man ,  dass 

CD*  ^CV*:CD*^  CA*  =  VR*  :  CA*. 

Es  ist  aber,  weil  die  erzeugenden  Ellipsen  aZd  und  A  TD  confocal 
sein  sollen, 

CD*  -  CA*  =  Cd*  -  Ca*, 
und,  nach  der  Annahme, 

Zr^  :  Co«  ==  FÄ»  :  C^»; 
folglich  ist  auch 

Ci?«-CF«=Crf»-CZ«, 

woraus,  da  Cp  =  CD  und  C/>  =  Crf,  auch  die  Gleichheit  von  Cp*  —  CV* 
und  CP*  —  CZ»  folgt. 

Man  lege  nun  durch  CP  noch  zwei  Ebenen,  PCz,  pCv,  die  mit  den 
beiden  ersten  unendlich  kleine  Winkel  bilden,  aber  wieder  so,  dass  die 
▼on  z  und  v  auf  Cd  gefällten  Lothe  sich  verhalten  wie  Ca  zu  CA.  Weil  die 
Ellipsen  pCV,  PCZ,  wie  eben  bewiesen,  confocal  sind,  so  verhält  sich, 
nach  Art.  649,  die  Anziehung,  die  der  zwischen  den  Ebenen  PCZ,  PCz 
eingeschlossene  Theil  des  äusseren  Ellipsoides  auf  P  ausübt,  zu  der  An- 
ziehung, die  der  zwischen  den  Ebenen  pCVy  pCv  eingeschlossene  Theil 
des  inneren  Ellipsoides  auf  P  ausübt,  wie 

CZ*.CP.ZCz   zu    CV*.Cp.  VC^, 
oder,  weil  die  Flächen  der  Sectoren  ZCz  und  VCv  sich  verhalten  wie  die 

Producte  aus  den  Quadraten  ihrer  Badien  in  ihre  Winkel  ZC'z,  ^Cv,  wie 
CP  .  ZCz   zu   Cp  .  VCv. 

Da  aber,  nach  der  Annahme, 

Zr  :  VE  ==  Ca  :  CA, 
und  deshalb 

Cr:  CB==Cd:CD, 

so  verhält  sich  die  Fläche  Ca  Zr  zur  Fläche  CA  VR  wie 

Ca.Cd  zvL  CA.CD; 

in  demselben  Verhältniss  stehen  folglich  auch  die  Sectoren  aCZ  und  ACV, 
und  deren  Differentiale  ZCz,  VCv.  Folglich  steht  die  Anziehung,  die  P 
erleidet  von  dem  zwischen  den  Ebenen  PCZ,  PCz  eingeschlossenen  Theil 
des  äusseren  Ellipsoides ,  zur  Anziehung ,  die  P  erleidet  von  dem  zwischen 

18* 


264     Zur  Geschichte  des  Mac  Laurin'schen  Satzes,  betreffend  die 

den  Ebenen  pOV,  pCv  eingeschlossenen  Theil  des  inneren  Ellipsoides,  in 
dem  Constanten  Verhältniss  von 

CP.Ca.Cd   zu   Cp.CA.CD, 
oder,  da  CP=  Cd,  und  Cp  =  CD,  von 

Ca.  Cd*   zu   CA.  CD*, 
d.  h.  der  Massen  der  Sphäroide. 

Da  nun,  während  CZ  den  Ellipsenqnadranten  aCrf  durchläuft,  gleich- 
zeitig erden  Ellipsenquadranten  ACD  durchläuft,  so  verhalten  sich  auch 
die  Kräfte,  mit  denen  P  von  den  ganzen  Ellipsoiden  angezogen  wird,  wie 
die  Massen  derselben. 

Art.  653. 

The  resl  remaining  as  in  art,  651  suppose  the  solid  not  to  he  a  spheroid  or 
C^  io  be  greaier  or  lass  ihan  C  D ,  biii  so  ihal  ihe  difference  of  ihe  Squares  of 
Cp  and  CD  to  be  equal  to  the  difference  of  the  Squares  of  CP  and  Cd,  thal 
ihe  sections  D  p  C ,  d  p  C  may  be  still  ellipses  that  have  Ihe  same  center  and  focus : 
and  if  we  suppose  the  sections  P  C  Z ,  p  C  V  to  be  always  ellipses  that  have  P  C 
and  CZ ,  p  C  and  C  V  for  iheir  respective  aar  es,  the  distances  of  their  foci  from 
the  center  C  will  be  always  equal  as  before :  and  it  will  appear  in  the  same  man- 
uer,  that  the  gravity  at  P  towards  the  external  solid  will  be  to  the  gravity  towards 
the  internal  solid  as  Ca  .  Cd  .  CP  to  C  A  .  CD  .  Cp. 

MacLaurin  betrachtet  also  jetzt  zwei  confocale  dreiaxige  Ellip- 
soide,  deren  Halbaxen 

CP,  Ca,  Cd  und  Cp,  CA,  CD 
sind  (Fig.  1). 

Es  jfit  also ,  wie  vorhin , 

Cd*  ^  Ca*  =  CD*--  CA*; 
aber  an  die  Stelle  der  Gleichungen : 

CD^Cp,     Cd=CP 
tritt  jetzt  die  Gleichung 
2)  Cj^--CD*^CP*--'Cd*. 

Mac  Lanrin  legt  durch  C/^  dieselben  beiden  Ebenen,  PCZy  pCV, 
wie  vorhin,  von  denen  er  sagt,  „es  werden  die  Entfernungen  ihrer  Brenn- 
punkte von  C  immer  gleich  sein,  wie  vorhin**.  Er  beweist  dies  allerdings 
nicht  noch  einmal ,  denn  dann  hätte  er  den  im  Art.  651  gegebenen  Beweis 
wörtlich  zu  wiederholen  gehabt,  bis  zu  der  Stelle,  „folglich  ist  auch 

CD*  ^  CV*  z=:  Cd*  -^  CZ*''-, 
denn  alle  bis  hierher  gemachten  Schlüsse  behalten  ihre  Giltigkoit,  da  die 
Voraussetzungen  über  den  Theil  der  Figur,  der  in  der  Meridianebene  ndh 
li^g^  ganz  dieselben  sind  wie  in  Art.  651.   Jetzt  hätte  er  allerdings,  um  aus 
der  Gleichung 
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die  Gleichung 

4)  Cp^-^CV^^CP*--  CZ* 

herzuleiten,  zn  3)  die  Gleichung  2)  addiren  müssen,  anstatt,  wie  in  Art.  051, 
zn  sagen ,  4)  folge  aus  3) ,  weil 

Cp  =  CD    und    CP=  Cd. 
Aber  ausdem  Grunde,  dass  erdic.se  höchst  einfache^  sich  vonselbst  ergebende 
Modification  des  in  Art.  651  gegebenen  Beweises  dem   Leser   tiberlassen, 
wird  man  ihm  doch  den  Beweis  des  Satzes  nicht  absprechen  können  und 
behaupten ,  er  habe  den  Satz  gar  nicht  bewiesen. 

Mac  Laurin  sagt  weiter  im  Art. 653,  nachdem  er  also  hervorgehoben, 
worauf  es  ankam,  dass  nämlich  die  Ellipsen /^CZ,  pCF  wieder  confocal 
seien,  und  dass  dies  ebenso  wie  vorhin  gezeigt  werde,  „man  zeigt  auf  die- 
selbe Weise,  wie  vorhin,  dass  die  Anziehung  in  P  gegen  den  äusseren  Kör- 
per sich  verhält  zur  Anziehung  in  P  gegen  den  inneren  Körper,  wie 

Ca.  Cd  .  CP  zu    CA.CD.  Cp.'' 
Dieser  zweite  Theil  des  Beweises  ist  wörtlich,  ohne  irgend  eine  Mo- 
dification, derselbe,  wie  in  Art.  651. 

Es  ist  hiernach  unbegreiflich,  wie  d^Alembert  behaupten  konnte, 
Mac  Laurin  habe  den  Satz  für  das  ungleichaxige  Ellipsoid  im  Art.  653 
nur  ausgesprochen,*  nicht  bewiesen,  und  die  Richtigkeit  des  Satzes  sogar 
bezweifeln  konnte.  Durch  d'Alembert  haben  sich  offenbar  Lagrange, 
Legendre  und  Ramus  zu  derselben  Aussage  verleiten  lassen,  ohne  die 
Artikel  651  und  653  genau  verfolgt  zu  haben. 

Nach  Mac  Laurin,  dessen  Beweis  rein  synthetisch  ist,  hat  zuerst 
d*Alembert|  denselben  Satz,  und  zwar  rein  analytisch  bewiesen  (siehe 
Ifouv.  mäm.  de  VAcad,  de  Berlin^  1774;  ausführlicher  findet  sich  derselbe  Be- 
weis in  seinen  Opusc.  malh.  T.  VII,  1780,  wod'Alembert  noch  drei  andere 
Beweise  desselben  Satzes  gegeben  hat).  Nach  ihm  haben  auch  Lagrange 
{Nouv,  mem.  de  VAcad.  de  Berlin^  1775),  und  Legendre  {Mem.  de  math.  et  de 
pkys,  presenles  par  divers  savans^  Paris  1785)  einen  gleichfalls  rein  analyti- 
schen Beweis  gegeben. 

Der  Legendre'sche  Beweis  hat  vor  den  übrigen  den  Vorzug,  dass  er 
zugleich  den  absoluten  Werth  der  Anziehung,  die  ein  auf  einer  der  verlän- 
gerten Axen  eines  ungleichaxigen  Ellipsoides  befindlicher  Punkt  von  dem- 
selben erleidet,  ausgedrückt  durch  elliptische  Integrale,  liefert. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  seines  Satzes  ahnte  Mac  Laurin  noch 
nicht,  wie  aus  Art.  654  deutlich  hervorgeht.  Daselbst  bemerkt  er  nämlich, 
dass  die  Kräfte,  mit  denen  confocale  Rotationsellipsoide  einen  irgendwo 
ausserhalb  ihrer  Masse  befindlichen  Punkt  anzögen,  sich  nahezu  wie  ihre 
Massen  verhalten  würden,  wenn  die  Sphäroide  nahezu  kugelförmig 
wären,  wie  sich  aus  Art.  653  schliessen  Hesse. 
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Für  das  Kotationsellipsoid  hat  Legendre  zuerst  a.  a.  O.  die  allge- 
meine Giltigkeit  des  Mac  Laurin*scben  Satzes  nachgewiesen,  wo  er  auch 
schon  die  Vermuthung  ausspricht,  dass  derselbe  auch  für  das  ungleichaxige 
Ellipsoid  für  jede  Lage  des  angezogenen  Panktes  giltig  sei.  Für  letzteres 
hat  Laplace  den  ersten  Beweis  der  allgemeinen  Giltigkeit  des  Mac  L aa- 
rin* sehen  Satzes  geliefert  (siehe  Histoire  de  VAcademie  des  sciences  de 
Paris  ,  1782;  Theorie  du  mouvemeni  ei  de  la  figure  elliplique  des  planeles;  Meca- 
ique  Celeste  T.  IL) 
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Ueber  die  Anziehung  der  von  einer  Fläche  zweiten 

Grades  und  von  zwei  zu  deren  Aze  senkrechten 

Ebenen  begrenzten  Körperstumpfe. 

Von 

Dr.  F.  Geübe  in  Schleswig. 


Für  zwei  Massenformen  sind  die  Attractionscomponenten  in  Bezug 
anf  einen  materiellen  Punkt  bis  jetzt  durch  elliptische  Integrale  dargestellt, 
nSmlich  tat  die  eines  vollständigen  Ellipsoides  und  die  eines  endlichen 
elliptischen  Cjlinders.  Es  schien  mir  von  besonderem  Interesse,  zu  unter- 
suchen, ob  die  Zurückführung  der  Componenten  auf  elliptische  Integrale 
noch  für  andere  Formen  der  aqziehenden  Masse  von  elliptischem  oder 
kreisförmigem  Querschnitt  möglich  sei.  Das  bemerkenswertheste  Resultat, 
SU  dem  ich  gelangte ,  ist  folgendes : 

Das  Problem  der  Anziehung  einer  Kugelscheibe, 
d.  h.  eines  von  einer  Kugeloberfläche  und  von  zwei 
parallelen  Ebenen  begrenzten  Körpers,  lässt  sich 
vollständig  durch  die  elliptischen  Transcendenten 
lösen. 
Das  genannte  Problem  wird  den  hauptsächlichsten  Gegenstand  diesei 
Aufsatzes  bilden. 

Ausserdem  ergab  sich,  dass  die  Zurückführung  auf  elliptische  Integrale 
möglich  ist 

1)  für  zwei  der  Componenten  einer  paraboloidischen  Scheibe,  nämlich 
für  die  beiden ,  welche  den  Hauptazen  ihres  elliptischen  Querschnittes  pa- 
rallel sind; 

2)  für  die  Componenten  einer  unendlich  dünnen  Schale,  die  von  zwei 
ähnlichen  Flächen  zweiten  Grades  und  von  zwei  zur  Axe  derselben  senk- 
rechten Ebenen  begrenzt  ist; 

3)  für  die  senkrecht  zum  Querschnitt  gerichtete  Coraponente  eines  von 
zwei  parallelen  Ebenen  und  von  einer  centrischen  Oberfläche  zweiten  Gra- 
des begrenzten  Körpers  in  dem  speciellen  Fall,  dass  der  angezogene  Punkt 
in  der  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  senkrecht  zu  ihrer  Axe  gelegten 
Ebene  liegt. 
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Diese  Resultate  gründen  sich  auf  einen  besonderen  Ausdruck  für  das 
Potential  einer  unendlich  dünnen  elliptischen  Scheibe.  Man  erhält  den- 
selben auf  ganz  demselben  Wege,  auf  welchem  Dirichlet  zu  dem  Poten- 
tial eines  Ellipsoides  gelangte.  Dieser  Ausdruck  erschien  für  meinen 
Zweck  ganz  besonders  geeignet,  weil  man  aus  ihm  leicht  erkennt,  wie  die 
einen  Körper  von  elliptischem  Querschnitt  begrenzeude  krumme  Ober- 
fläche beschaffen  sein  muss,  damit  die  gewünschte  Heduction  der  Compo- 
nenten  auf  elliptische  Integrale  möglich  sei. 

Um  anzudeuten,  dass  eine  Grösse  a  gleich  sei  dem  reellen  Bestandtheil 
einer  complexen  Grösse  6,  werde  ich  mich  folgender  Bezeichnung  bedienen: 

a\\b.     ^ 


1. 
Das  Potential  einer  nnendlioh  dtlnnen  elliptisohen  Scheibe. 
Die  Ualbaxen  einer  unendlich  dünnen  elliptischen  Scheibe  von  der 
Dicke  dx  seien  }/pk  und  j/p*  k^  und  die  Scheibe  liege  zu  drei  auf  einander 
senkrechten  Coordinatenaxen  so,  dass  ihre  Halbaxen  j/pk  und  yp'k  pa- 
rallel sind  resp.  mit  der  F-  und  Z-Axe,  und  dass  die  X-Axe  durch  ihren 
Mittelpunkt  geht.  Der  Abstand  des  Anfangspunktes  von  der  Scheibe  sei  x. 
Die  Coordinaten  des  angezogenen  Punktes  in  Bezug  auf  die  -«T-,  -K-,  Z-Axe 
seien  resp.  a,  6,  c.  Die  Dichtigkeit  der  Scheibe  sei  1,  dann  ist  die  Masse 
des  Volumenelementes  der  Scheibe  dxdydZj  und  das  Potential  der  Scheibe 

r=  ^^JJ^ .  »^  =  (^  - «)'  +  (y  -  *)•  +  (j  -cy. 

Die  Integrationen  erstrecken  sich  auf  alle  Werthe  y ,  z ,  welche  der 
Ungleichung 

genügen. 

Wendet  man  auf  das  vorstehende  Doppelintegral  die  Di  rieh  le  tische 
Methode  des  discontinuirlichen  Factors  an  und  verfolgt  genau  den  von 
Dirichlet  zur  Bestimmung  des  Potentials  eines  Ellipsoides  eingeschla- 
genen Weg,  so  erhält  man 


0  dx  I    ' 


V^2k}/ppdx  /    ^  ^      ^^      ^^       s  +  pk     s  +  pkds 


0 


j/{s+pk){s  +  pk) 


wo  0  die  positive  Wurzel  der  cubischen  Gleichung 

s  pk  +  s     p'  k  +  s 

bedeutet. 
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Um  nun  hieraus  das  Potential  einer  endlichen  Scheibe  von  elliptischem 
Querschnitt  zu  erhalten,  die  zwischen  .r  =  ^'und  x  =  h"  enthalten  ist, 
müsste  man  den  vorstehenden  Ausdruck  für  V  zwischen  diesen  Grenzen 
nach  X  integriren.  Noch  ist  derselbe  aber  sehr  wenig  geeignet  für  eine 
Integration  nach  x,  wenn  man  bedenkt^  dass  k  im  Allgemeinen  eine  Func- 
tion von  Xy  und  dass  gleichfalls  die  untere  Grenze  a  eine  Function  von  x 
ist.  Um  die  untere  Grenze  von  x  unabhängig  zu  machon,  sagen  wir,  Fsei. 
gleich  dem  reellen  Bestandtheil  des  von  0  bis  oo  genommenen  Integrales; 
darauf  führen  wir  für  s  noch  eine  neue  Variable  ks  ein,  und  erhalten  da- 
durch folgendes  Resultat 


pdx  n 


y,s^Cx--ay     '''       ''' 


r\\2l/ppdx  I   1^   "'      ^^      ^-^      M^     p  +  sds 

Ist  nun  die  den  Körper  begrenzende  krumme  Fläche  eine  Fläche 
zweiten  Grades,  so  erhält  man  mit  Hilfe  dieses  Ausdrucks  für  V  Potential 
und  Componenten  in  Form  einfacher  Integrale.  Denn  dann  ist  k  eine  ra- 
tionale Function  höchstens  zweiten  Grades  von  x^  und  die  Integration  nach 
X  lässt  sich  dann  immer  ausführen,  entweder  durch  eine  rein  algebraische 
Function  von  or,  oder  mit  Hilfe  eines  Logarithmus  oder  eines  arciis  sinus. 
Im  ersten  Fall,  der  beim  Cylinder  eintritt,  wird  das  noch  bleibende  Inte- 
gral, welches  sich  auf  ^  bezieht,  ohne  Weiteres  ein  elliptisches;  im  zweiten 
Fall  kann  dasselbe  dann  als  elliptisches  dargestellt  werden,  durch  theil- 
weise  Integration ,  wenn  der  vor  dem  Logarithmus  oder  arcus  sinus  unter 
dem  auf  s  bezüglichen  Integralzeichen  stehende  Factor  sich  rein  alge- 
braisch integriren  lässt,  was  sich  in  den  vier  vorhin  aufgezählten  Fällen 
ereignet. 

2. 
Ck)mponenten  des  elliptischen  Cylinders. 
^Für  den  elliptischen  Cylinder,  dessen  Querschnitt  die  Halbaxen  aj/X, 
ßyi  haben  möge ,  ist 

mithin  das  Potential  einer  Elementarscheibe  desselben 


J  ^(o'+OC/J'  +  O 


0 

und   folglich   die  Componenten  der  Elementarscheibe  in  der  Richtung  der 
Z-,  7-,  Z-Aze,  welche  resp.  mit  X\  Y\  Z'  bezeichnet  werden  mögen, 

{x  —  a)  ds  


n ,      \x  — •  d)  di 


.,       b*s  c*s 
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QO 
0 

Der  Ausdruck  für  Z'  ist  dem  für  Y'  analog. 

Die  Abstände  der  Grundflächen  des  Cylinders  vom  Anfangspunkt  seien 
•ä'  und  A"  (ä">  ä');  zwischen  diesen  Grenzen  sind  X\  Y\  7!  nach  x  en  in- 
tegriren ,  um  die  Componenten  der  Anziehung  des  Cylinders,  die  ich  durch 
T,  F,  Z  bezeichnen  will,  zu  erhalten.     Es  wird 


c 

00 


wo 


Damit  die  Bestandtheile  unter  den  Integralzeichen  in  2)  reell  sind,  ist 
es  vor  allen  Dingen  erforderlich,  dass  S  positiv,  d.  h. 

sei.  Liegt  der  angezogene  Punkt  innerhalb  des  Mantels  oder  des  verlän- 
gerten Mantels,  so  ist  diese  Bedingung  für  jedes  positive  5  erfüllt;  liegt  er 
ausserhalb ,  so  muss  5  >>  a  sein ,  wenn  o  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

bedeutet.  Die  untere  Grenze  a  der  Integrale  1)  ist  deshalb  0  für  innere 
Punkte,  hingegen  die  Wurzel  der  vorstehenden  Gleichung  für  äussere 
Punkte. 

Ferner  ist  als  obere  Grenze  der  Integrale  2)  nur  für  diejenigen  Werthe 
von  8  die  Grösse  ä" — a  zu  nehmen,  für  welche  S>(ä" — o)*,  oder  für 
welche  s'^q\  wenn  man  mit  q'  die  positive  Wurzel  der  cubischen Gleichung 

'"^         8         ^a«  +  5^/J»+Ä 
bezeichnet.     Für  die  Werthe  von  5,  die  zwischen  0  und  ^''  liegen,  ist  als 
obere  Grenze  +1/8  zu  nehmen,  je  nachdem  k" —  a  positiv  oder  negativ  ist. 
Ebenso  ist,  wenn  man  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 
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Q  nennt,   als  untere  Grenze  nur  für  s'^q'  die  Grösse  h' —  u  zu  nehmen; 
für  «<.(>'  wird  sie  +  ]^S,  je  nachdem  // — a  positiv  oder  negativ  ist. 
Wenn  also  h" —  a  positiv,  und  h' —  a  positiv  ist,  so  ist 
für  die  Werthe  von  s  zwischen     die  obere  Grenze     die  untere  Grenze 
c  und  (>'  j/S  ys 

9      n    9"  j/S  H—a 

^„00  h  —  a  h  —  a, 

Ist  aber  h" —  a  positiv,  h' —  a  negativ ,  so  ist 

von  a  bis  q    die  obere  Grenze  y^S^  die  untere  Grenze  — ys 

>f    d    ))  q"  »  ys  „  h'—a 

„    ^     „   00  „  A  -a  „  Ä  —  a. 

Im  ersten  Fall  wird  für  die  Werthe  von  5,  die  zwischen  0  und  g'  liegen, 

r=o,    r=o, 

im  zweiten  Fall 

r==:o,    r=«. 

In  beiden  FSllen  wird  ftir  die  Werthe  von  «,  die  zwischen  q'  und  q" 
liegen. 


Ä-a 
und  für  die  Werthe  von  5,  die  zwischen  ^''  und  00  liegen. 


2  ^5    ' 


Demnach  wird  immer 

00 


T^ys-  Qi-  ay  -ys--  (ä"-  ay , 

— =z. arc  sm  — ^- 

ys  ys 


T  =  arc  Jtn  — =. arc  5in  — ^-. 


hingegen  wird,  wenn  A" —  a,  h'—  a  beide  positiv  sind, 


r ds 

9 

/»  .    Ä'— ö 

/  arc  stn  — -=- 

/  ys 

/             arc  stn  — t-=- 
—  2aj36  / ^ d5. 
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wenn  aber  ä"— a  positiv,  h'—a  negativ  ist,  so  kommt  zu  dem  vorstehenden 
Ausdruck  noch  hinzu 

9 

^  ds 

-2«f       " 


bn  r 


a 
Der  unter  dem  Integralzeichen  vor  dem  ar^us  sinus  stehende  Factor 

ds 


bat  das  rein  algebraische  Integral 

Es  lässt  sich  mithin  F  durch  theilweise  Integration  von  dem  transcen- 
denten  Factor  arcus  sinus  befreien ,  ohne  dass  ein  neuer  transcendenter  Be- 
standtheil  unter  das  Integralzeichen  tritt,  und  somit  lässt  sich  Y  auf  ellip- 
tische Integrale  zurückführen.  Die  Componente  X  ist  schon  durch  ellip- 
tische Integrale  ausgedrückt. 

Ich  bemerke  noch,  dass  diese  Methode,  die  Attractionscomponenten 
eines  Cylinders  zu  ermitteln,  vor  den  bisher  ange\eandten  (Crelle's  Jour- 
nal B.  61,  S.  180,  und  diese  Zeitschrift  8.  Jahrgang  5.  Heft)  den  Vorzug  der 
grösseren  Einfachheit  haben  dürfte.  Auch  lassen  sich  die  aus  ihr 
hervorgehenden  Integrale  am  leichtesten  auf  die  Normal- 
form bringen. 

3. 
Componenten  einer  paraboloidisohen  Scheibe  mit  elliptisohem  Qnersohnitt 
Fallen  Scheitel  und  Axe  eines  elliptischen  Paraboloides  mit  dem  An- 
fangspunkt und  der  ^- Axe  zusammen,   und  liegen  die  Hauptschnitte  des- 
selben in  der  XY»  und  XZ- Ebene,  so  ist  die  Gleichung  desselben 

ax      ßx 
Mithin  ist  für  das  Paraboloid 

kz=:Xx,     p=a,     p  =  ß, 
folglich  das  Potential  einer  Elementarscheibe  gleich  dem  reellen  Theile  von 


# 


kxs — (x^aY ; ^-j —    , 

/-t:  ,      g  r  a  +  s      ß  +  sds 

2}/aßdX  I , zz^J=: *^-^  -. 


Wenn  man  diesen  Ausdruck  naoh  h  differenzirt,  so  erhält  man 

r'w-^yTßbdx 

OD 

y'*  ds 1 
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Folglich  ist  die  Componeute  der  Anziehung  einer  paraboloidischen 
Scheibe ,  die  zwischen  zwei  in  den  Entfernungen  x  ==  h"  und  x  =  h'  vom 
Scheitel  senkrecht  zur  Axe  gelegten  Ebenen  enthalten  ist,  in  der  Kichtung 
der  J^-Axe 


Ä"-«-^« 


u *   • 


6»s  c^s 


+  *      P  +  s 


Ä'-a-=^» 


Die  untere  Grenze  ist  gleich  0  oder  gleich  der  positiven  Wurzel  der 
Gleichung 

^  4        a  +  s^ß  +  s' 
je  nachdem   der   angezogene  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb  der  unbe- 
grenzten Paraboloidfiäche  liegt. 

Ich  betrachte  hier,  der  Kürze  wegen ,  nur  den  Fall  a  >  h'\    Dann  sind 
die  beiden  Grenzen 

Art  "  Tf  ^ 

2     '     .  2 

fär  jedes  s  negativ.    Als  obere  Grenze  ist  nur  für  diejenigen  Werthe  von  s 
die  Grösse 

2 

zu  nehmen ,  für  welche 

oder  *>^"  ist,  wenn  durch  q"  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

s  a+s     ß+s 

bezeichnet  wird.   Für  s  <  p"  ist  als  obere  Grenze  —  ys  zu  nehmen. 
Ebenso  hat  man  als  untere  Grenze  zu  nehmen 

-,        ^  k     /je  nachdem  j  ^  >  ^  » 
wo  Q  die  positive  Wurzel  der  Gleichung 


bedeutet 
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Es  ist  a  <  p"<  q\  mithin  ist 

7"=  0  für  die  Werthe  von  s  zwischen  a  und  q\ 

—  a 9 

T  =  arc  8tn -z=^ 1 

j/S  2 

für  die  Werthe  von  «  zwischen  q'  und  q\ 

Äff  ^  x.t  ^ 

2  2 

r'=  arc  sirr --^ arc  sin = 

•/S  j/S 

für  die  Werthe  von  s  zwischen  (>'  und  OD. 

Folglich  ist 

«>  ,  h  — a $ 

2 
arc  stn  • 


y=-2l/^ßb  f -t-. =  .  . .... 

9 

+  2  l/öß  b    I rr- —  arc  sin -= 

J  (i<^+s)j/ia  +  s)iß  +  s)  j/S 


9 

9 


'  +  s){ß  +  s) 
9 

Der  unter  den  Integralzeichen  vor  dem  arcus  sinus  stehende  Factor  ist 
derselbe  wie  bei  der  F-Componente  des  Cy linders;  man  kann  also  wieder 
durch  theilweise  Integration  zu  elliptischen  Integralen  gelangen.  Dasselbe 
gilt  von  der  Componente  Z. 

Ich  bemerke  noch ,  dass ,  wenn  der  angezogene  Punkt  auf  dem  Rande 
eines  vom  Scbeitel  anhebenden  Paraboloides  liegt,  sich  die  Componenten  F 
und  Z  durch  logarithmische  und  cjklometrische  Functionen  ausdrücken  lassen. 
Die  Componente  in  der  Richtung  der  Aze  des  Paraboloides  enthält 
ausser  elliptischen  Integralen  nocb  ein  solches ,  in  welchem  unter  dem  In- 
tegralzeichen vor  dem  arcus  sinus  der  Factor 

ds 


steht,  welcher  sich  nicht  algebraisch  integriren  lässt  Deshalb  scheint  es, 
dass  diese  Componente  sich  nicht  vollständig  durch  elliptische  Integrale 
ausdrücken  lässt. 

4. 
Componenten  einer  ellipsoidisohan  Scheibe. 

Die  Hauptaxen  a/F,  /5j/A,  yj/k  des  Ellipsoides 
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mögen  resp.  mit  der  2"-,  F-^  Z- Axe  zusammenfallen.     Dann  ist 

und  folglich  das  Potential  der  Elemeutarscheibe 


s 


Setzt  man  der  Kürze  wegen : 

0*5  b^s  c^s 


S=sX- 


a'+s      ß'+s      /+s 


h     /— - —  aa 


aa 


0^0  =  —    /  i-r-  ' 
ya^+S 

80  werden  die  Componenten  der  Attraction  einer  endlichen  ellipsoidischen 

Scheibe,  die  zwischen  der  72- Ebene  und  einer  damit  in  der  Entfernung  h 

{h  positiv)  parallel  gelegten  Ebene  enthalten  ist, 

/«  g 

[ ds r  xdx 

00  0 

r  ds  r  dx 

'-2aßya  1  -  /  •-     _    — 

J^  J 

Y\\'-2ußyb  \   — , =^^ /     , 

^  00 

oder,  wenn  man 

2a*/3y     i 


/•w= 


s{a'+s)y(ß^  +  s)Y+s) 


jp..  N ?^^y *  =  ««  für  :y, 

femer 


P=  Cfis)  ds  .  T,     Q=  Cf{$)  ds  .  r 


•etxt. 
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3)  X^P+aO,     r=bQ. 

Die  untere  Grenze  a  der  Integrale  P  und  Q  ist  gleich  0  oder  gleich  der 
positiven  Wurzel  der  Gleichung 

a^  +  s^ß'  +  s^f+s 
zn  setzen,  je  nachdem  der  angezogene  Punkt  innerhalb  oder  ausserhalb 
des  .vollstilndigen  Ellipsoides  liegt. 

Um  T  und  T\  d.  h.  die  reellen  Theile  der  Integrale 

ff 


/*  xdx  /*    dx 


00  ffo 

zu  erhalten,  unterscheide  man  die  drei  Fälle: 

1)  a  negativ , 

2)  a  positiv ,  Ä  >  a , 
8)  a  positiv ,  Ä  -<  a. 
Erster  Fall :  a  negativ. 

In  diesem  Fall  sind  g  und  g^  für  jedes  8  positiv,  und  zwar  i»tg  >^o* 
So  lange  S <,  g^^  wird  j/S  —  x^  stets  rein  imaginär,  also  7'=r'=0.  Es 
ist  aber  5<  g^*  für  alle  Werthe  von  5,  welche^  kleiner  sind  als  ^o,  wenn  q^ 
die  positive  Wurzel  der  Gleichung 

bedeutet.     Es  ist  also ,  von  s  =  a  hia  s  =  q^ 

T=  r'=  0. 
Damit  für  die  übrigen  Werthe  von  s,  die  also  zwischen  ^^  und  oo  lie- 
gen, alle  Elemente  der  Integrale  4)  reell  werden,  darf  man  nur  dann  für 
die  obere  Grenze  derselben  den  Werth  g  nehmen,  wenn  s  >p,  wo.^  die 
positive  Wurzel  der  Gleichung 


bedeutet.    Ist  5<C  ^,  so  hat  man  als  obere  Grenze  ys  zu  nehmen. 
iR  ^=7^  ist 

Vs 

ys 


Also  von  5=  ^Q  bis  s  =  q  ist 

Vs 


ffo 

ys 


ir  =    1     ^_  = arc  stn 

Jj/S-^x^       2 


ff 
hingegen  von  s=q  bis  $=<X)  ist 
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9 
:33  ^  arc  stn  —=  —  arc  stn     . 

x"  }/S  j/S 


9q 
ff 


—,       /*    dx  g  Qf. 

T=^   I     ^  =  arc  sin  ~=  —  arc  sin  — ;=. 


ffo 
Demnacb  wird 

^00 


9o 


ö=-   CdsF^s)--    rdsF{s)arcsin-^+  rdsF(s)arcsin  ^. 

Po  9o  9 

Zweiter  Fall :  a  positiv,  A  >  a. 

Jetst  ist  g  positiv ,  g^  negativ  für  jedes  s.    Demnacb  bat  man  ftir   die 
obere  Grenze  der  Integrale  4)  zu  nehmen 


und  ftir  die  untere  Grenze 


*;_  i  je  nachdem  |  *  ^  P» 
ze 
^-.  I  je  nachdem  N  ^  (»o« 


P  bleibt  wie  vorhin;  sn  dem  vorigen  Ausdruck  für  Q  tritt  aber  noch 
das  Glied 

n  ldsF{s) 

0 

hinzn. 

Dritter  Fall:  a  positiv,  a  >  A, 

Jetzt  ist  g^  negativ  für  jedes  s;  gf  ist  negativ  von  *  =  0  bis 

«•  (a  -  Ä) 

'—-fr-'      . 

Ist  also 

"> h ' 

60  bleiben  die  Formeln  für  P  und  Q  dieselben  wie  im  zweiten  Fall;  ist  aber 

««•(g-A) 
a< ^ , 

SO  ist  g  zuerst  negativ,  und  zwar  von  5  =  tf  bis 

«^_(a-A) 
*~         Ä        • 
So  lange  also  p*  >■  S,  d.  h.  so  lange  «  <  p ,  ist  die  obere  Grenze  —  j/S. 

ZtÜMhrift  f.  Msthciutlk  m.  PhTilk  XIV,  4.  19 
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Man  sieht  leicht  ein,  dass  Q<iQo]  denn  so  lange  ^">>S^,  ist  gewiss 
g*  >  S,  da  der  absolute  Werth  von  g^  grösser  ist  als  der  absolute  Werth 
von  g. 

Demnach  ist  von  S==^0  bis  s  =  q  sowohl  die  obere  als  untere  Grenze 

gleich  —  ys  zu  nehmen ;  mithin  ist  von  j  =  a  bis  s  =  ^ 

Ferner  ist 

von  5  =  (>  bis  5  =3  00  die  obere  Grenze  g 

„    s  =  ^    „  5=5^0     „  untere       „      — /S 

n     *=9o  n     ^~  QO       II  )>  II        Ä)- 

P  bleibt  wieder  wie  vorhin,  und  zu  dem  Ausdruck  für  Q  im  ersten  Fall 
tritt  noch  das  Glied  * 

£o 


9 

hinzu. 


tfdsF{s) 


Fassen  wir  die  drei  Fälle  zusammen ,  so  ist  immer 

p=^jdsf{s)  Ys^^^Jdsfis)  yY- 


Qo  9 

Ferner  ist,  wenn  a  negativ, 

0=^^  TdsFis)^  rd8F{s)arcsin^+  j  ds F{s)  aresin -^', 

Qo  Qo  9 

ist  a  positiv,  so  tritt  zu  diesem  Ausdruck  für  Q  noch  das  Glied 

n  ldsF(s) 

hinzu,  worin 

^=      (je  nachdem  ia^  — ^ — -. 

Um  nun  P  und  Q  für  eine  zwischen  zwei  beliebigen  senkrecht  zur 
Z-Axe  gelegten  Ebenen  enthaltene  Scheibe  zu  erhalten,  deren  Abstände 
vom  Mittelpunkte  des  EUipsoides  ä"  und  ä'  sein  mögen  (ä">ä'),  unter- 
scheide man  wieder  drei  Fälle : 

1)  ä"  positiv,  h'  positiv,   a  negativ. 

2)  ä"  positiv,  h'  positiv,    a  positiv. 

3)  ä"  positiv ,  fi  negativ,  a  positiv. 

Setzt  man 

g  =  -ya^  +  5  —  -^-.= 
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ä'  y-r— —  aa 

und  beseichnet  man  dnrcb  q"  and  q  die  positiven  Wurzeln  der  OleicbnDgen 


80  ergiebt  sieb  leicbt  mit  Benutzung  der  yorhergeheuden  Besultate : 
Immer  wird 

hingegen  wird 

im  ersten  Fall  Qi"  positiv,  h'  positiv,  a  negativ) 

0  =  ^    ldsF(s)+   I dsF{s)arcsin-^^  I dsF{s)arc8in^'^ 

9  9  9 

im  zweiten  Fall  (A''  positiv,  h'  positiv,  a  positiv) 
♦/ 

(ß  =  -    fdtF{s)+   I  d$F{8)arc8m-j^ -^  I  dsF{s)arcs%n-^ 

P  9  ,  9 


wo 


'7t    I  € 

(*  =   "}  J«  nachdem  <o^ — ^^-^ — - 
I«  =   ,  >  je  nachdem  <  o^  — ^-r; -; 


und  im  dritten  Fall  (h"  positiv,  h'  negativ,  a  positiv) 


l 


5) 


9  9  ^ 

0=.-     (dsF{s)  +  ^    fdsF(s)+   ldsF(s)arcsin 


_9_ 
9o  9o  9'' 

00  ,^0 


—  I  d8  F(s)  arc sin-y=+7c  j dsF{s). 


9  f* 

Der  für  Pgefuudene  Ausdruck  enthält  nur  elliptische  Integrale ;  Q  hin- 
gegen liest  sieb,  wie  es  sehetnt,  nicht  auf  elliptische  Integrale  zurück- 
ffihren,  da  der  vor  dem  arcus  sinus  stehende  Factor  ds  F(s')  sich  nicht  al- 
gebraisch integriren  Iftsst  Aehnliche  Ausdrücke  lassen  sich  aufstellen  für 
die  Componenten  der  Anzielrang  der  bjperboloidischen  Scheiben. 

19« 
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Wenn  a  =  0  ist,  hÄngt  die  -l'-Componente  nach  3)  nar  von  Pab,  kann 
also  in  diosera  speciellen  Fall  durch  elliptische  Integrale  nasgedrückt  wer- 
den. Dasselbe  gilt,  wie  leicht  ersichtlich,  für  die  übrigen  cUiptiaoben 
Scheiben,  deren  krumme  Begrenzungfffläche  eine  centrische  Fläche  zwei- 
ten Grades  ist.  Man  kann  demna^-h  den  im  Eingange  unter  3)  erwähnten 
Satz  aufstellen. 

Ich  bemerke  noch,  dass  man  aus  den  für  P  und  Q  gefundenen  Formeln 
die  Componenten  eines  vollständigen  Ellipsoides  erhält,  indem  man 

setzt.     Dann  wird  zunächst 

und  f*"=  tf ,  da  tf  >  a  («  —  a) ; 
demnach  ist 

und,  nach  5) 

a  a 

worin  k  für  X^  F,  Z  resp.  die  Werthe  «*,  /J*,  y*  hat. 

Benutzt  man  noch  die  Formeln  3) 

Ä=aO,     r=6(),     Z^cQ, 
8X>  hat  man  die  bekannten  Formeln  für  die  Componenten  der  Anziehung 
eines  Ellipsoides. 


5. 

Componenten  der  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zweiten  Oradei  und 

von  zwei  znr  Axe  derselben  zenkreohten  Ebenen  begrenzten 

unendlich  dtknnen  Schalen. 

Es  ist  leichtersichtlich,  dass  sämmtliche Integrale,  von  denen,  nachdem 
Bisherigen ,  die  Componenten  der  elliptischen  Scheiben  abhängen,  die  von 
irgend  einer  Fläche  zweiten  Grades  begrenzt  werden,  durch  Differentiation 
nach  X  in  elliptische  Integrale  verwandelt  werden.  Durch  Differentiation 
der  Attractionscomponenten  der  Scheiben  nach  X  erhält  man  aber  die  Com- 
ponenten unendlich  dünner  Schalen ,  die  von  zwei  ähnlichen  Flächen  zwei- 
ten Grades  und  von  zwei  zur  Axe  dieser  Flächen  senkrechten  Ebenen  be- 
grenzt werden.  Hieraus  erhellt  die  Richtigkeit  des  im  Eingange  unter  2) 
aufgestellten  Satzes. 

Im  Allgemeinen  werden  allerdings  die  Ausdrücke  für  die  Componenten 
der  Schalen  sehr  complicirt.  Für  die  AT-Componente  einer  cylindrischen 
Schale  erhält  man  dagegen  einen  höchst  einfachen  Ausdruck.  Differenzirt 
man  nämlich  die  im  Art.  2  für  die  Ä-  Componente  des  Cylinders  gefundene 
Formel 
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^5 


nnch  i,  so  erhält  man,   für  die  Componente  der  cylindriscben  Schale, 

j/k    \h'  J  y\s  -  (f){s  -  p.)  (*-  ^) ' 

9 

wo  9  die  positive,  p,  and  ^  die  beiden  negativen  Wurzeln  der  Gleichung 

bedeuten. 

£&  sei  (>i^^,  so  geht  das  vorstehende  Integral  durch  die  Substitution 

s  —  Qt 
über  in  « 


0 
Mithin  ist  ? 

2 


V'        1  /*         rfy  

0 


Die  Componente  der  Anziehung  einer  von  zwei  tthnlichen  Cylinder- 
manteln  und  von  zwei  zur  Aze  senkrechten  Ebenen  begrenzten  unendlich 
dünnen  Schale  hängt  demnach  nur  von  zwei  vollständigen  elliptischen  In- 
tegralen erster  Gattung  ab,  deren  Moduli  rationale  Functionen  von  den 
Wurzeln  je  einer  cubischen  Gleichung  sind. 

Für  die  Y-  und  Z- Componente,  sowie  für  alle  drei  Componenten  der 
übrigen  Schalen  zweiten  Grades  erhält  man  Formeln,  in  denen  unvollstän- 
dige Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  vorkommen. 

6. 
Oomponontoi  einer  Kugelsoheibe. 
Wird  aus  dem  in  Art.  4  betrachteten  Ellipsoid  eine  Kugel  mit  dem 
Radius  a,  so  geht  der  in  den  Formeln  für  Q  vor  dem  arcus  sinus  stehende 
Factor  F(s)  über  in 

2a* 


*J  Eine  Differenz  von  der  Form 

n/^'.(f")-r{h',9') 

bezeichne  ioli  kcurs  durch 
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Dieser  Ausdrack  läset  sich  rein  algebraisch  integriren.  Mithin  werden 
sich  alle  drei  CompoDenten  der  Anziehung  einer  Kugelscheibe  auf  ellip- 
tische Integrale  zurückführen  lassen.  Diese  ZurückfÜhrung  soll  den  Ge- 
genstand dieses  Artikels  -bilden. 

Für  die  Kagelscheibe  kann  man  der  Allgemeinheit  unbeschadet  die 
Coordinate  c  des  angezogenen  Punktes  gleich  0  setzen.  Thnt  msn  dies, 
so  wird  die  Gomponente  Z  gleich  Null.  Es  werden  ferner  i('  und  ^  die 
positiven  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichungen 

r«      {K'-aJ  fr' 

«»~        s       ^«•+« 
li*  _iH-df        b* 
a'~        s       ^«»  +  «- 
Die  negativen  Wnrzeln  dieser  beiden  Gleichangen  sollen  doroh  9/ 
und  (1"  bezeichnet  werden. 

Ich  setze  femer  der  Kürze  wegen 

00 

9 
Man  erhält  leicht 

^_      2tt»         r^ ds 

9 

h' 
6)  P=      V. 

r 

Man  erhält  ferner  für  Q  durch  theil weise  Integration ,  da 


JdsF(s)=^ 


|a»(«'  +  0 


-i 


> 


folgende  Formeln: 

Erster  Fall  (A"  positiv,  A'  positiv,  a  negativ) 

9 
oder,  wenn  man  der  Kürze  wegen 


setzt, 
7)  Ö  = 

Zweiter  Fall  {h"  positiv,  h'  negativ,  a  positiv). 
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In  diesem  Fall  tritt  zu  dem  vorigen  Ausdruck  für  Q  noch  das  Glied 

hinzu,  aber  nur  dann,  wenn  ö  zwischen  — ^-777 — -  und  , — -  liegt. 

n  A 

Dritter  Fall  (h"  positiv,  h'  negativ,  a  positiv). 

In  diesem  Fall  tritt  zu  dem  Ausdruck  für  Q  im  ersten  Fall  noch 
das  Glied 

hinzu,  aber  nur  dann,  wenn 

Ffihrt  man  die  angedeutete  Di£ferentiation  nach  s  aqs,  so  wird,  nach 
gehöriger  Rednction, 


^-* 


8     ^        a^  +  s        ^s  +  a«  — r«\' 
wo  a*  +  6*  =3  r*  gesetzt  worden  ist. 

um  die  in  U  und  V  enthaltenen  elliptischen  Integrale  auf  die  Normal- 
form zu  bringen ,  wende  man  auf  sie  die  Transformation  zweiten  Grades 


j^g-gi^'^^ 


an.   Dadurch  geht  bekanntlich  das  Integral 

ds 


/? 


(i9>Qx>^') 


9 
über  in  das  vollständige  Integral  erster  Gattung 

2 
2  r  dq> 

0 
Der  Modul  k  bestimmt  sich  aus  der  Gleichung 

oder  durch  die  ursprünglich  gegebenen  Grössen  ausgedrückt 


Ich  bezeichne  im  Folgenden  die   vollständigen  elliptischen  Integrale 
erster,  zweiter,  dritter  Gattung  nach  Legendre 
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2  2  2 


0  0  ü 


wie  üblich,  durch  JST,  E,  JI^  («). 
Die  beiden  integrale 


2 


0  ü 

auf  welche  man  bei  der  Rednction  unserer  Integrale  in  die  Normalform  ge- 
führt wird,  lassen  sich  dnrch  £  und  E  ausdrücken.     Es  ist  nämlich,  wenn 

gesetzt  wird , 


n 
2 
d<p        E 


J  ^q?      k' 
0 


2 

0 


Das  erste  Resultat  findet  man  mit  Hilfe  der  identischen  Gleichungen 

Jg  ^ dq>  k^  sin^tp  dg> 

Jfp       co^g>Jq)  Jq)^ 

und  das  zweite ,  wenn  man  von  der  Gleichung 

J9V  ^^         .Zk^  sin*  q)  dtp 

Jq)^      co8^q)J<p^  z/g)* 

ausgeht  und  das  erste  Resultat  benutzt. 

Die  in  ü  und  V  enthaltenen  Integrale  drücken  sich  folgendermassen 
durch  die  drei  ganzen  elliptischen  Integrale  aus : 

/^ ds 2        

9 

ds 


(ÄT-^ 


A 


y~9 
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9 

Das  vollständige  Integral  77^  dritter  Gattung  lässt  sich  bekanntlich 
durch  ein  anvoUständiges  Integral  erster  und  zweiter  Gattung  ausdrücken. 
Man  beachte,  dass  die  Parameter  der  beiden  hier  vorkommenden  Integrale 
dritter  Gattung,  nämlich 

^      Pi  +  «^  —  r« 

stets  negativ  sind.     Ist  aber  der  Parameter  n  negativ,  so  wird,  wenn  man 

5in*a  =  — T5 ,     co^a^j ,     z/«a=— ^ ^ 

Ä*  —  n  /f^  —  n  k^  —  n 

und 


a  =  < 


f  =  am(^,^'),     oder     A=  /  — 

0 

setzt,  nach  den  von  Jacobi  in  den  Fundamenten  eingeführten  Bezeich- 
nungen 

_W/i«CQf  gfag^  d /o^  (sin  am  [A,  Ar']  6  [^,  Ar'])"! 

sin  acosaTnA  dlogH  (A ,  /f')"| 

Wenn 

80  wird 

HiA,  k')^2p^  (sin  jt-^q^  sinZA'+q'UinbA'-q'^*  sinlA^+. . .'), 
and  daher 

KdlogH(A,  k") _        nKcos  ^'—  S^r'«  cos  3^+  5^«  co*  6^'—  . . . 


dA  2IC sin  Ä—  g'»  sin  ZÄ+  q^  sin  bA— .  .  • ' 

folglich 

Hiernach  wird ,  wenn  man 
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a 

u 

.  __  »  Ä^     COS  Ä—  3 ^'^  C05  3-/+ .  . . 
*  ""  2^  '  5m  ^—  /2  5t«3y+.., 
setzt, 

J=  +  1,  je  nachdem  a^A, 
und,  wenn  man 

J  

0 

Tc  Ä"    C05  B'—  3  7'*  cos  3  ^'+  . . . 


setzt , 


^^ (-^+  y  I     «  =  +  ^  I  j®  nachdem    — ^  ^  *• 


Nähert  sich  die  Kugelscheibe  an  einer  Seite  der  Vollkugel  (Ä=  +  «), 
oder  nähert  sich  der  angezogene  Punkt  der  Axe  (6  =  0),  wodurch  sich  Ar 
der  Null,  also  k'  der  Einheit  nähert,  so  müssen  diese  Formeln,  wie  folgt, 
transformirt  werden. 

Es  ist 
und  daher 
wenn  man 


und 


setzt.     An  die  Stelle  von  ^'+^1  i^i^d  ^'+^8  treten  also  in  den  genannten 
Fällen  X^  und  X^. 
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Die  Integrale  ü  und  V  lassen  sieb  jetzt  folgendermassen  ausdrücken : 
4a» r/3(a»  +  o«-2aA)  2«^^ 

+'_!z^(,_^]+t'('+«+i.(7)'  (*■+«• 

Hieraus  erhält  man  schliesslich,  mit  Berücksichtigung  von  6),  7),  3)  fol- 
gende Ausdrücke  für  die  Componenten  der  Anziehung  einer  Kugelscheibe : 

/3a»+2a2  — ?L^ 4^^ 

I  r*  2flr6* 

+  i  (3A  -2«)  (y+y  +  ,a  (^y  (Ä'+g]  -|«*'a«»  («»  +  0)- * . 

+ (°-^'+ J?^)*i+'(^+'.) +•  (7)'  (»•+«] 

In  den  vorstehenden  Formeln  ist  0  =  0,  wenn  der  angezogene  Punkt 
innerhalb  der  vollstÄndigen  Kugel,  hingegen  a  =  r*—a^j  wenn  er  ausser- 
halb derselben  liegt. 

Ferner  ist 

d=  +  1,  je  nachdem  a^Ä, 

.=±.   ..   «(f)'>». 

j'=0,  wenn  A"  und  A'  positiv,  a  negativ, 
«'  =  |o     >•     «     ».     »       »       a  posltir, 

je  nachdem  o  innerhalb  oder  ausserhalb  des  lotervalles 

«»f„_A")         a«(«-A') 
__^  bis  — ^,— 

liegt; 
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s'=  I  ^ ,  wenn  V  positiv,  h  negativ,  a  positiv, 
je  nachdem 

•<~Ä" • 

Die  Componenten  der  Anziehnng,  die  eine  Kagelcalotte  auf  einen 
Punkt  ihres  Randes  ausübt,  lassen  sich  mit  Hilfe  einer  cjklometrischen 
Function  ausdrücken.    In  diesem  Fall  ist  nämlich 

Ä"=a,     Ä'=fl,     a« +  !>«  =  ««. 

Die  ursprünglichen  Formeln  für  P  und  Q  (Art.  4)  sind  jetzt 


>  4    f—lL—     /  ^da 


woraus  man  leicht 

i>=*6,     0  =  — iarceo5  — 
•  •  a 

erhält.     Folglich  sind   die  Componenten  der  Anziehung,  die  eine  Kugel- 
calotte  auf  einen  Punkt  ihres  Randes  ausübt, 

^=|6  —  ^aarccos —  , 

7=       —  46  flrcco5—. 
a 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  a  =0,  6  sä,  so  erhält  man  die  Compo- 
nenten der  Anziehung ,  die  eine  Halbkugel  auf  einen  Punkt  ihres  Randes 
ausübt,  nämlich 

Die  Ü'-Componente  ist  also  auf  dem  Rande  einer  Halb* 
kugel  rational   ausdrückbar. 

Für  die  Componenten  der  Anziehung,  die  ein  unendlich  hoher  Cylin- 
der  mit  dem  Radius  a  auf  einen  Punkt  seines  Randes  ausübt,  sind  die 
Formeln 

Z  =  4a,     J^=»  —  ««. 

(Vergl.  diese  Zeitschrift  8.  Jahrgang ,  8.  354.) 
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Es  ist  also  die  senkrecht  zur  Basis  gerichtete  Componente 
der  Anziehung,  die  eine  Halbkugel  auf  einen  Punkt  ihres 
Randes  ausübt,  gleich  dem  dritten  Theile  der  gleicbgerich- 
teten  Componente  der  Anziehung,  die  ein  unendlich  hoher 
Cjlinder  von  demselben  Radius  auf  einen  Punkt  seines 
Randes  ausäbt;  und  die  Componente  in  der  Richtung  der 
Basis  ist  auf  dem  Kugelrande  gleich  }  von  der  Componente 
in    der  Richtung   der  Basis   auf   dem  Cylinderrande. 

Schleswig,  im  December  1868. 


XU. 
Ueber  die  Vertheilung  der  Elektricit&t  auf  Condactoren. 

Von 

Dr.  Th.  Köttebitzsch, 

Gjmnasialoberlehrer  zn  Grimma. 


§  9. 
Bestunmimg  der  nooh  sa  lösenden  Aufgabe. 

In  meinem  früheren,  Band  13  pag.  120 — 147  dieser  Zeitschrift  ab- 
gedruckten Aufsätze  über  die  Frage:  „^lo  ^i^^  elektrische  Massen  auf 
der  Axe  eines  Systems  von ,  von  Rotationsflächen  mit  gemeinschaftlicher 
Rotationsaxe  umschlossenen  und  einander  nicht  einschliessenden  Conducto- 
ren  anzuordnen ,  wenn  dieselben  zur  Ermittelung  der  elektrischen  Dichtheit 
auf  den  Conductoren  benutzt  werden  sollen?**  war  ich  zu  dem  Resultate 
gelangt,  dass  die  elektrische  Dichtheit  an  irgend  einer  Stelle  der  Ober- 
fläche eines  der  gegebenen  Conductoren  analytisch  angegeben  werden  kann 
in  Form  eines  Differentialquotienten  eines  bestimmten  Integrales,  das  voll- 
ständig bekannt  ist,  sobald  man  q  Functionen  W  (wenn  g  die  Anzahl  der 
Conductoren  ist)  angeben  kann,  die  folgende  Eigenschaften  haben: 

1.  sie  müssen  Functionen  von  (i  und  x  (i/  und  y)  sein ,   wobei  x  die 

Abscisse  {y  die  Ordinate  und  yz=z-^)  des  Punktes  ist,  auf  welchen  da« 

Potential  der  zu  bestimmenden  elektrischen  Massenvertheilung  ausgeübt 
wird; 

2.  sie  werden  unendlich  für  jeden  reellen  ganzzahligen  Werth  von  fi; 

3.  sie  werden  Null  für  fi  =  +  oo ; 

4.  sie  sind  endlich  und  stetig  für  Werthe  von  ju,  die  nicht  unter  den 
Fall  2  gehören,  auch  wenn  fi  eine  endliche  complexe  Grösse  ist; 

5.  ihre  reellen  Theile  sind  gerade ,  ihre  imaginären  ungerade  Fanctio- 
nen  von  ^; 
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6.  sie  werden  unendlicb,  sobald  f*=  +  «QO+/,  wenn  /  eine  endliche 
Orösse  bedeutet; 

7.  sie  verschwinden  für  x  (odery).  gleich  +  od,  fi  endlich; 

8.  das  in  Bezug  anf  fi  von  ihnen  zwischen  den  Grenzen  +  oo  und  — -  oc 
genommene  Integral  verschwindet  identisch. 

Diese  Functionen  W  sind  in  der  früheren  Abhandlung  ibrer  allgemei- 
nen Form  nach  angegeben  worden  auf  Seite  142  durch  die  Gleichungen  IS, 
14,  15,  und  16.  Jetzt  soll  nun  die  in  §  8  versprochene  Bestimmung  der 
Functionen  W  selbst  geschehen. 

§10. 
Sin&chste  Form  der  Functioiien  W.  * 

Es  war  c^  W^  eine  Function  von  fi  und  x^  die  aus  dem  Ausdrucke 

dadurch  hervorging ,  dasfi  man  in  ihm  y  und  y  mit  Hilfe  der  auf  die  Meri- 
diancurve  des  8^^  Conductors  bezfiglichen  Gleichungen 

eliminirte  (diese  Elimination  ist  für  die  Folge  ohne  Belang;  wir  werden 
daher  auf  sie  weiter  kein  Gewicht  mehr  legen);  ferner  ^p(^)  in  eine  für  das 
Intervall  der  Integrationsgrenzen,  2Aj,,  giltige  Fourier^sche  Reihe  ent- 
wickelte und  in  dieser  Entwickelung  statt  des  Stellenindexes  /)  die  complexe 
Variable  fi  einffihrte. 

Es  wurde  dann,  um  für  eine  später  nach  dieser  complexen  Variablen  ^ 
erfolgende  Integration  nicht  an  ungehörigen  Stellen  unendliche  Functions- 
werthe  zu  bekommen,  dieses  über  den  Ausdruck  A)  genommene  Integral 
nach  §  5,  11  und  12  in  die  beiden  Integrale  Z^  und  Z^  zerlegt. 

Man  kann,  wie  leicht  ersicbtlieh,  diesen  üebelstand  einfach  dadurch 
umgehen,  dass  man  in  Bezug  auf  die  Integration  nach  fi  eine  geschlossene 
Cnrve  wählt,  die  nirgends  nach  der  imaginären  Seite  hin  in's  Unendliche 
reicht. 

Multiplicirt  man  nun  noch  den  Ausdruck  A)  mit 

B)  ^+— |-+-4t+     \»      L+-- 

^       fi— l       f*  +  l        ^—2       f*  +  2 

so  erfüllt  derselbe  alle  Bedingungen  1  bis  7,  die  in  §  9  an  ihn  gestellt  wur- 
den, wenn  der  Ausdruck  A)  innerhalb  der  Integrationsgrenze  endlich  bleibt. 
Statt  des  anzuwendenden  Factors  B)  kann  man  aber  auch  schreiben : 

Vergleicht  man  hiermit  die  Entwickelung 
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SO  erkennt  man,  dass  statt  des  Factors  B)  einfach  geschrieben  werden  kann 
C)  n  dg  Qfi  n). 

Fflhren  wir  ferner  in  dem  Ausdrucke  A  statt  q  die  Variable  -^  g  ein, 

n 

so  verwandelt  sich  derselbe  in: 

Es  ergiebt  nun  weiter  die  Entwickelnng  von  fpi—Qf  iu  eine  Fou- 
ri er* sehe  Beihe  die  Entwickelangen: 


^.=~f''{^¥"'"- 


setzt  man  in  diesen  beiden  Gleichungen  statt  n  die  compleze  Variable  fi 
und  stellt  die  gefundenen  Ausdrücke  zusammen ,  wie  verlangt  wird ,  damit 
die  Function  c«  FF«  hervorgehe ,  so  erseheint: 


Die  Bedingung  8  §  9  verlangt  nun  das  Bestehen  der  Relation 

Diese  Gleichung  1)  gilt  nun  nach  ihrer  bisherigen  Herleitung  unter  den 
Bedingungen,  dass 

1.  die  für  die  Integration  nach  fi  giltige  Integrationscurve  die  reelle 
Axe  in  der  Art  nmschliesst,  dass  sie  allenthalben  in  endlicher  Entfernung 
von  ihr  bleibt; 

V 

2.  die  Functionen  a     innerhalb  der  Integration scurve  allenthalben  sy- 

nectisch  bleiben,  und 

3.  die  Integrationscurve  beliebig  verengert  werden  kann,  wenn  sie  nur 
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alle  Punkte,  für  welche  fi  eine  reelle  ganze  Zahl  ist,  einfach  nmschliesst 
Qnd  wenn  alle  ihre  Punkte  in  endlicher  Entfernung  von  der  reellen  Aze 
bleiben. 

Wenn  wir  später  diese  Integrationscurve  so  abändern,  dass  sie  nur 
solche  kreisförmige,  unendlich  kleine  Flächenstücke  umschliesst,  die  um 
die  in  der  Bedingung  3  genannten  Punkte  als  Mittelpunkte  herumliegen ,  so 
können  wir  auch  jetzt  ohne  Weiteres  die  Integration  nach  q  ausführen ,  wenn 
wir  uns  in  der  hier  zu  integrirenden  Function  statt  f»  n  restituirt  denken, 
wenn  wir  nur  nach  geschehener  Integration  statt  n  wieder  fi  schreiben. 

Zur  Ausführung  der  Integration  entwickeln  wir  noch: 

'[*+6p-^?  +  yy'][(«+6p--;  ?)+»»]"* 

-f-oo 


2) 


und   setzen  diese  Entwickelung  in  die  Gleichung  1)  ein.     Die  Integration 
gelingt  nun  leicht  mit  Hilfe  der  Formeln 


ß-' 


mQi  ,        I  Oje  nachdem  m  S  « 
^      (  2  TT  je  nachdem  fns=n 

^-^m  «^  ^^  A»"c"'"  d(f  =^n  in  «^  A^^ 

.-.»  —OD  «^     ^  — » 


und  demnach 


Führen  wir  also  nun  nach  diesen  Formeln  die  Integration  nach  ^  in 
der  Gleichung  1)  aus  und  setzep  hierauf  statt  n  wieder  f»,  so  entsteht: 

^^  '^f^'  ^^  ^f^'  ^'  ""!*  ^'^  ''^  ^'^''^  "^^  ~  ^' 

Dieses  ist  die  allgemeinste  und  einfachste  Form,  die  die ^edingungs- 
gleichung  zur  Bestimmung  der  Function  W,  annehmen  kann.  In  der  Gleich- 
ung 3)  braucht  nun  die  Integrationscurve  nur  noch  alle  die  Punkte  einfach 
zu  umschliessen ,  für  welche  (i  eine  reelle  ganze  Zahl  ist. 

Solcher  Gleichungen  von  der  Form  3)  giebt  es  überhaupt  g,  indem  5  alle 
Werthe  von  1  bis  q  zu  durchlaufen  hat.  Es  sind  nun  diese  g  Gleichungen 
von  der  Form  3)  gerade  diejenigen,  welche  uns  die  g  Functionen  ^,  lie- 
fern sollen. 


2«iUehri(t  f.  Mathematik  a.  Physik  XIV,  4.  20 
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§11- 
Bestimmung  der  Fonotionon  fFg, 

Soll  die  Gleichung  3)  §  10  fttr  jedes  beliebige  x  bestehen,  so  ist  dies 
offenbar  nur  möglich ,  wenn  die  linker  Hand  nach  (i  zn  integrirenden  Func- 
tionen selbst  der  Nnll  identisch  gleich  sind.  Wollte  man  aber  ohne  Weite- 
res diese  Functionen  der  Null  gleich  setzen ,  so  müsste  sein 

also  auch 


'Ki')=< 


Dies  wäre  aber  eine  von  den  Lösungen  des  Problems ,  die  wir  §  4  als 
unbrauchbar  ausgeschlossen  haben ;  in  gleicher  Weise ,  wie  wenn  wir  die 
auch  der  Gleichung  3)  §  10  genügende  Annahme  machen  wollten: 

Äp=0. 

Soll  nun  dennoch  die  Gleichung  3)  §.  10  bestehen ,  indem  die  nacb  fi 
zu  integrirende  Function  eine  Function  von  x  {y  und  y')  ist,  so  ist  dies  nur 
möglich ,  wenn  nach  erfolgter  Integration  die  Function  linker  Hand  eine 
solche  Form  hat,  dass  sie  die  linke  Seite  der  auf  0  reducirten  Differential- 
gleichung der  Meridiancurre  des  s^^^  Cqnductors 

y—(p\{x)=zO 
als  Factor  enthält,  während  sämmtliche  übrige  etwa  noch  vorkommende 
Factoren  endlich  und  von  Null  verschieden  bleiben.    Fassen  wir  dieselben 
zusammen  in  der  Form 

so  gilt  also  jetzt  die  Gleichung: 

Gesetzt  nun,  man  besässe  die  Lösung  des  analytiscken  Problems,  irgend 
eine  Function  dreier  Variablen  jF(a,  ß  ^  y)  in  eine  Reihe  zu  entwickeln  von 
der  Form 
^(«»  |3,  y)^  a^f^  (a,  ß,y)  +  a,  f,  (a,  ß,  y)  +  ö_i  /Lj  («,  /J,  y) 

+  . . .  +  Onfn  (a,  ß,  y)  +a-«/L«  («,  fJ,  y)  +  . . ., 
wo  die  f  Functionszeichen  sind  für  Functionen  der  drei  Variablen  a^  ß^  y, 
die  aus  einer  allgemeineren  Function  von  a^  ß^  y  und  n  folgen,  indem  man 
dem  n  nach  und  nach  alle  ganzzahligen  reellen  Werthe^von  —  od  bis  +  ^ 
beilegt,  während  die  a  von  a,  ß  und  y  unabhängig  sind.  Alsdann  könnte 
man  das  Gesetz  dieser  Entwickelung  auf  die  Function 

anwenden,  indem  man  noch  den  Factor  ^»{x^y^y')  der  Bequemlichkeit 
der  Rechnung  entsprechend  wählte ,  und  entwickeln  nach  den  Functionen 
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$ 


Wü/, 


vo  die  A^  dnrch  die  Gleichungen  2)  §  10  definii^t  sind ,  die  8  aber  vor  der 
Hand  noch  unbestimmte  Coefficienten  bedeuten  mögen.  Während  aber  die 
A^  einen  Terschiedenen  Werth  haben  je  nach  dem  Conductor,  auf  den  sie 
sich  beziehen,  oder  in  Bezug  auf  dessen  Differentialgleichung  der  Meri- 
diancunre  die  Entwickelnng  vorgenommen  wird,  so  mögen  die  S  davon  un- 
abhängig sein,  ebenso  wie  von  x,  ff  und  y\  Genauer  angedeutet  ent- 
wickeln wir  also 

Vi  {x,  y,  y)  [y'  -  ,.,'  («)]  nach  ^,  ^^  ^a^ 

«',(^,y,»')[y'-9'.'('»)]    .,    ^'«^^ 
?',(a;y,y')[y'-9'«'W]    ..    ^'«i;,^. 

1 

Führen  wir  nun  die  Entwickelnng  nach  dem  oben  angegebenen  voraus- 
gesetzten Entwickelungsgesetz  aus,  indem  wir  die  Entwickelungscoefficien- 
ten  mit  b  bezeichnen ,  so  entsteht 

*-.(^,y.y')[y'-9'.'(«')]=^-.ft»K,^;  +  <,^l+.-.+</( 


E) 


'Ptij'.y,v)W-'Pti<^)\=^''J>nKÄ-^i\J,+'-'+^lA\ 


■l'jp 


Bei  dieser  Entwickelnng  werden  die  Coefficienten  h  auch  mit  von  den 
jetzt  noch  unbestimmten  constanten  Werthen  6  abhängen.  Wir  bestimmen 
nun  «diese  unbekannten  constanten  Werthe  6  durch  die  Bedingung ,  dass  die 
Entwickelnng  der  linksstehenden  Functionen  durch  die  in  {  }  eingeschlosse- 
nen Werthe  schon  angegeben  werde ,  dass  also  gelte : 


F) 


OD  1 

20* 
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Aus  dem  Systeme  F)  zieht  man  mm  so  viele  Systeme  von  je  q  Gleich- 
ungen zur  Bestimmung  der  d,  als  die  Anzahl  der  möglichen  Entwickelungen 
E)  überhaupt  beträgt,  und  es  giebt  auch  ebenso  viele  Systeme  F)  selbst. 

Es  möge  eines  dieser  möglichen  Systeme  dargestellt  werden  durch  F) 
selbst,  so  erhält  man  aus  F) 

G) 

q  n 

Wir  bestimmen  ans  dem  Gleichnngensysteme  G)  von  q  Gleichungen 
die  flr  Werthe  d^,  ö  ,6    ...  5«  «nd  es  möge  entstehen 

n         n 

2  2 

H)  \  6[=,l 

•       •      •      • 

^n  =  «„- 

Vermittelst  des  Gleichungensystems  H)  erlangt  man  nun,  wenn  man 
zugleich  die  Gleichung  4)  berücksichtigt,  nachdem  dort  die  Integration 
nach  fi  ausgeführt  ist: 

Eine  Auflösung  dieser  identischen  Gleichung  ist  jedenfalls 

5)  2.-^p*,//,=^p/.^:. 

Oder  es  ist,  wenn  wir  statt  n  wieder  die  complexe  Variable  fi  schreiben  und 
die  Gleich\ing  3)  §  10  berücksichtigen , 

Setzt  man  den  so  gefundenen  Werth  von  c^  W,  in  das  System  linearer 
Gleichungen  der  -^j,  ^p  des  §  6  der  früheren  Abhandlung  ein,  so  folgt,  wie 


leicht  ersichtlich 

7) 

,     p       1    r 

also  auch 

8) 

V         1      r 
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und 

das  Integral  ausgedehnt  über  einen  kleinen  Kreis^  der  unter  den  Punkt  ^=n 
als  Mittelpunkt  beschrieben  ist. 

Durch  die  Gleichung  9)  hat  nun  unser  Problem  seine  vollständige  Lo- 
sung gefunden. 

Die  Existenz  der  Gleichung  9")  hHngt  ab  von  der  Möglichkeit  der  Ent- 
wickelung  einer  Function,  wie  sie  oben  für  F {a^  ßy  y)  Angenommen  wurde, 
die  Anzahl  der  verschiedenen  Entwickelungen  der  Function  F{cc,ß^y)  nach 
dem  oben  angenommenen  Gesetze  multiplicirt  mit  der  Anzahl  der  verschie- 
denen Lösungen,  welche  man,  wie  oben  die  Gleichung  5)  aus  der  Gleichung 
J)  ziehen  kann,  giebt  an,  auf  wie  vielerlei  Art  das  vorgelegte  Problem  einer 
Lösung  fähig  ist.  ♦) 

Die  für  den  jetzigen  Standpunkt  der  Analysis  noch  ungerechtfertigte 
Annahme  einer  Entwickelung  einer  Function  nach  dem  obigen  Gesetz  ver- 
anlasst uns,  noch  ein  anderes  Mittel  zur  Beschaffung  der  Functionen  W, 
oder  was  dasselbe  ist,  der  Gleichungen  9)  anzugeben. 

Es  sei  die  auf  0  reducirte  und  noch  mit  einem  stets  endlich  und  von 
Null  verschieden  bleibenden ,  vor  der  Hand  beliebigen  Factor  multiplicirte 
Gleichung  der  Meridiancurve  des  5^*^°  Conductors 

10)  a>.  (a^i  y)  =  0. 

Ferner  die  auf  Null  reducirte  und  mit  einem  vor  der  Hand  beliebigen, 
stets  endlichen  und  von  Null  verschieden  bleibenden  Factor  multiplicirte 
Differentialgleichung  derselben  Cnrve : 

11)  <i>'*(^,y,y')  =  o. 

Oder  wenn  wir  die  Constanten ,  welche  in  den  Gleichungen  10)  und  11) 
vorkommen,  mit  a^y  ^g)  ^8  *  *  *  bezeichnen,  so  wird  aus  der  Gleichung  10) 

12)  <I>«(^,y,öi,Ö2,a8...)=:ö, 
aus  der  Gleichung  11) 

13)  O's  (x,  y,  y',  a^,  a^,a^  . .  .)=sO. 

Die  Grössen  a^,  a,.,  a^  . .  •  sind  nun  nur  insofern  Constanten,  als  sie 
durch  kein  analytisches  Gesetz  mit  den  variablen  Grössen  x^y^y  in  Ver- 
bindung stehen ,  ebenso  wenig  wie  unter  einander  (wenn  nicht  eine  Bedinge 
ung  für  die  Existenz  der  Gleichungen  10)  und  11)  etwa  die  Constanten  a  mit 
einander  in  Beziehung  bringt). 


*)  Es  ist  von  Interesse,  zu  bemerken,  dass  der  allgemeine  Gang  dieser  un- 
serer Untersuchung  zu  der  Erwartung  berechtigt,  dass  jede  Untersuchung,  nament- 
lich über  physikalische  Probleme ,  bei  denen  man  aus  einem  angenommenen  Gesetze 
experimentelle  Thatsachen  analytisch  quantitativ  zu  erklären  sucht,  auf  Resultate 
führen  werden,  die  dem  eben  gewonnenen  ganz  ähnlich  sind. 
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Eine  solche  Nichtezistenz  von  Eelationen  für  die  Grössen  a  ist  aber 
nicht  ein  Kennzeichen  dafür,  dass  überhaupt  nie  welche  existirt  haben, 
sondern  nur  dafür,  dass  mit  diesen  Relationen  bestimmte  analytische 
Operationen  vorgenommen  worden  sind. 

So  können  z.  B.  die  Grössen  a  ursprünglich  zu  denken  sein  als  Func- 
tionen einer  Variablen  k  in  der  Form : 

,a^^^,{ky,     ,öt  =  ^,  (/r);     »«a  = '»f  s  W  •  •  •  *)  i 
so  dass  die  Gleichungen  12)  und  13)  ursprünglich  die  Gestalt  hatten: 

14)  O.  [x,  y,  ^,  (Ar),  i/;,  (k),  t,  W,  -..]=%(*)» 

15)  (l>\  [x,y,y\ t/;j  {k\  t«  W,  ^z  ik)  ...1  =  0      . 

und  aus  denen  die  Gleichungen  12)  und  13)  nun  z.  B.  wieder  hervorgehen 
können,  wenn  man  der  Variablen  k  einen  bestimmten  Werth,  etwa  k^ 
beilegt. 

Es  ist  wichtig,  zu  bemerken,  dass  es  nicht  unbedingte  Erforderniss  ist, 
dass  die  Functionen  t/;  frei  von  den  willkürlichen  Variablen  a:,  y  oder  y 
wären,  sondern  es  können  die  Functionen  tf;  diese  Variablen  auch  enthalten, 
wenn  nur  durch  Substitution  des  Werthes  Ar^  für  k  aus  dem  Systeme  von 
Gleichungen 

i«!  =  *i  (*),     fö,  =  '^t  (Ar) ,     803  =  '^s  W    •  •  • 
folgt 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  12),  13),  14),  15)  von  diesem  Gesichts- 
punkte aus ,  so  erkennt  man ,  dass  die  Gleichungen  12)  und  13)  nur  als  die 
Individuen  einer  umfangreichen  Gruppe  von  Gleichungen  zu  betrachten 
sind,  die  alle  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  hervorgehen,  wenn  man  der 
Variablen  k  nach  und  nach  alle  Werthe  beilegt,  die  sie  überhaupt  anzu- 
nehmen fähig  ist. 

Die  eben  angeführte  Entstehungsweise  der  Gleichungen  12)  und  13) 
aus  14)  und  15)  kann  nun  noch  viel  mehr  verallgemeinert  werden,  wenn  man 
verlangt,  dass  mehrere  specielle  Gleichungen,  die  aus  den  Gleichungen  14) 
und  15)  dadurch  folgen,  dass  man  der  Variablen  Ar  mehrere  specielle  Werthe 
^1)  ^'ti  Ar,  ...  beilegt,  nach  irgend  einem  analytischen  Gesetz  (das  vorher 
gegeben  ist)  verknüpft**)  werden.  Für  uns  ist  namentlich  der  Fall  wichtig, 
wo  die  Gleichungen  12)  und  13)  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  dadurch 
hervorgehen,  dass  man  das,  was  aus  den  Gleichungen  14)  und  15)  wird, 

*)  Der  links  stehende  Index  der  a  soll  andeuten,  dass  diese  Werthe  von  a 
im  Allgemeinen  verschieden  sind  von  den  Werthen  von  a  mit  mir  Einem  (rechten) 
Index. 

*♦)  Diese  Betrachtung  ist  für  physikalische  Körper  äusserst  wichtig,  weil  es 
keine  einzige  physikalische  Fläche  giebt ,  die  sich  nicht  nach  einem  bestimmten  Ge- 
setz änderte,  wenn  die  Einflüsse  von  Druck,  Temperatur  eto.  auf  sie  andere 
werden« 
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wenn  man  darin  einmal  Atk^Ti,  dann  k  =  kf  seist,  wo  k^  und  A*,  zwei  be- 
stimmte Werthe  sind ,  von  einander  abzieht.     Oder  wenn 

16)  (P.  (a;,  y ,  fl, ,  «,,  ö,  . . .)  =  <^»  [^.  y»  *!  (Ml  ^t  W.  ts  (M  •  •  •] 

wo  «6  nun  ein  constanter  Werth  ist 

17)  a>'.  (a:,  y,  y ,  «i,  o»,  a«  . . .)  =  ^'«[aJ.yiy,  t/^i  (A,),  *,(M,  ij^s  (M  •  •  •] 

Die  Gleichungen  16)  und  17)  können  nun  leicht  auf  die  Form  gebracht 
werden : 

Wir  substitniren  nun  auf  der  rechten  Seite  dieser  Gleichangen  18)  und 
19)  für  k  eine  neue  Variable  (t  nach  dem  Zusammenhange 

wo  die  Function  g,  {q)  vor  der  Hand  allein  den  Bedingungen  unterworfen 
sein  möge 

endlich  und  stetig  ffir 

—  «<^-  9  ^  +  *• 
Ist  dann  weiter  zur  Abkürzung 

dk äÄ-=»^(?)5--- 

80  wird  ans  den  Gleichungen  18)  und  19) : 

<ij«(^*,y.  öl,  «t,  «8--0 

—  n 
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In  diesen  beiden  Gleichungen  20)   nnd  21)  ist  nun  in  den  Functionen 

ersetzt  zu  denken  durch  q  nach  der  Relation  Ar  =  ^«(p)  und  die  Functionen 
s^C^))  t^(^))  •  •  •  ebenso  wie  y«((>)  und  g\{Q)  können  auch  die  Grössen  x^ 
y  oder  y  enthalten,  wenn  sie  nur  den  Bedingungen  20)  oder  21)  genügen. 

Kann  man  nun  den  bis  jetzt  noch  ausserordentlich  beliebig  gelassenen 
Functionen  |tf;  (^),  ,i/;  (^),  . .  .  ^«  {q)  eine  solche  Form  geben,  dass  entweder 
die  rechte  Seite  der  Gleichung  20)  die  Gestalt  annimmt 

^/•p  (P)  dQ  ^  ^ 


—  ff 


oder  die  rechte  Seite  der  Gleichung  21)  die  Gestalt: 

L)  /   ^P     _/-r-  ,.      \i-^~^  zdQ  =  0, 


'"     j/(a^  +  ö,-'-^,y+y' 


wobei  die  Functionen  f  nur  Functionen  von  q  sind,  so  ist  man  damit 
auf  frühere  Formeln  in  §§  4  und  5  zurückgekommen  und  die  Functionen 
fpio)  sind  gerade,  abgesehen  von  einer  in  dieselben  multiplicirten  Con- 
stanten, die  gesuchten,  welche  das  Gesetz  für  die  zu  substituirende  elek- 
trische Massenvertheilung  auf  der  Rotationsaxe  angeben. 

Die  in  Gleichung  9)  bestimmten  a^  sind  nichts  weiter  als  die  Coeffi- 
cienten  der  Entwickelung  von  fpQg)  in  eine  Fourie rasche  Reihe,  giltig 
für  das  Intervall 

Die  Möglichkeit  und  die  Anzahl  der  verschiedenen  Lösungen  des  Pro- 
blemes  ist  zusammenfallend  mit  der  Möglichkeit  und  der  Anzahl  der  Lö- 
sungen, die  Gleichungen  der  Meridiancnrven  aller  q  Conductoren  auf  die 
Form  K)  oder  die  Differentialgleichungen  derselben  auf  die  Form  L)  zu 
bringen. 

Die  Lösungen  der  in  diesem  Paragraphen  gestellten  Aufgabe  sind  nun 
überhaupt  nur  brauchbar,  so  lange  für  irgend  einen,  z.  B.  den  p^^^  Con- 
ductor  hp  und  bp  so  gewählt  werden  kann ,  dass  die  mit  elektrischer  Masse 
zu  belegende  Axenstrecke  noch  vollständig  innerhalb  des  Conductors  liegt. 

Hinsichtlich  der  Bestimmung  der  constanten  Factoren,  welche  in  die 
a^  der  Gleichung  9)  oder  in  die  Functionen  fp  (q)  der  Ausdrücke  K)  und  L) 
multiplicirt  zu  denken  sind,  verweise  ich  auf  das  am  Ende  von  §  6  Gesagte. 
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Wir  wenden  noch  das  eben  Gesagte  auf  zwei  Beispiele  an: 

I.    Es  soll  die  elektrische  Dichtheit   auf   einem  Conductor  bestimmt 

werden,  dem  man  die  Elektricitätsmenge  +M  mitgetheilt  bat  and  dessen 

Meridiancnrve  die  Gleichung  besitzt: 

Diese  Gleichung  hat  bereits  die  Form  von  16),  wenn  man  schreibt: 
oder  in  der  Form  von  18) : 


also  nach  19) : 


J  yoc-ky+y^ 
i 


+w 


/        a+l       a-l  A 

—  n 
Da  hiermit  die  Form  L)  [oder  K)]  bereits  hergestellt  ist,  so  ist  die  zu  be- 
stimmende Function  /'(^)  bereits  gegeben  in  der  Gestalt: 

mit  den  weiteren  Folgerungen 

6=  -+' 


h  = 


2 


und  zur  Bestimmung  von  x: 

2 


-/«^-/»Si-'Ctv-^'O  ■"="•"■■ 


also 

_    2M 

Somit  ist  nun  fio)  bekannt  in  der  Form: 

/^c?)=;r(H^l-2-+-^^v 
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und   die  elektrische  Dichtheit   auf  dem  gegebenen  Conductor   kann  nun 
leicht  nach  §  1  bestimmt  werden. 

IL  Es  soll  die  elektrische  Dichtheit  auf  einem  Kotationsellipsoid  be- 
stimmt werden ,  dem  man  die  Elektricitätsmenge  -|-  M  mitgetheilt  hat  und 
dessen  Meridiancurve  die  Gleichung  besitzt 
I)  c^a^  +  ß^y*r=a^ß^. 

Um  diese  Gleichung  I)  auf  die  Form  von  16)  zu  bringen ,  führen  wir 
zunächst  statt  a  und  ß  zwei  andere  Constanten  e  und  i  ein,  indem  wir 
setzen: 


Die  dann  aus  I)  entstehende  Gleichung: 
II)  (1  -  ä«)«y«  +  45  (1  -  6yx>  =  4«  (1  +  a)  £« 

kfinn  auf  die  Form  gebracht  werden: 

oder: 

l[-a:  +  ,  +  j/ix-  OHy*]  -l[-x-,  +  yix+ty+y»]  =  19, 

womit  die  Form  16)  gewonnen  ist,  aus  der  leicht  die  Form  von  18)  her- 
vorgeht in  der  Gestalt: 


c 


A'-i')' 


+y 


» 


mit  der  Differentialgleichung: 


^(^-^0+^*' 


Hieraus  folgt: 


/•  (^)  CS  X  —  =  Consl. 

TU 

Zur  Bestimmung  von  x  hat  man 


M=i  ix — dp  =  2xff; 
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also 

M 

Es  ist  nun  leicht,  die  elektrische  Dichtheit  auf  dem  Rotationsellipsoid 
nach  §  1  zn  bestimmen. 

§12. 
Darstellimg  yon  TJ. 

Es  ist  im  Verlaufe  dieser  Arbeit  immer  Rücksicht  genommen  worden 
anf  eine  gewisse  Form  von  ü^  auf  die  das  Potential  stets  gebracht  werden 
konnte ,  so  lauge  überhaupt  das  vorgelegte  Problem  lösbar  war.  Es  scheint 
daher  nicht  am  unrechten  Orte ,  diese  Form  hier  noch  genauer  zu  betrach- 
ten, zumal  sie  für  die  wirkliche  mathematische  Bestimmung  der  Vortheilung 
der  Elektricitftt  auf  den  Conductoren  so  äusserst  wichtig  ist. 

Wir  legen  hierfür  die  Entwickelungen  des  §  5  zu  Grunde. 

Es  war  nach  §  4,  1. 


*'  f'i^'h 


/i^+'^-'i^y+y'^ 


+  n 


-m-fy^etr. 


Dieses  letztere  Integral  ist  es  nun,  welches  wir  genauer  betrachten 
wollen. 

Nach  dem,  was  §  5  gesagt  wurde,  können  wir  setzen: 

+«  ^  '^'^'^^  y 

^    r ^\d^ r  n*  jx-^h^  "-y  lang  a)i  cos  a 

da 


— «  ^        a:  +  ftp  —  Ap 

ardang ^^ 

y 
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V 

'[T"7])'lif. 


V 


y 
Oder  es  ist,  wenn  wir  zur  Abkürzung  schreiben: 

„  _  0?  +  fep  +  Ap  +  ^^-  +  (ar  +  fep  +  />7)^ 


_x  +  b^-hj,+l/y^  +'(.r  +  6p  -  h^y 
"i ■ 

y 


für 


7t    y 
hp   2 


Unter  dem  Integralzeichen  entwickeln  wir  nun  die  Exponentialfunc- 
tion  und  erhalten  für  das  m*®  Glied 


^       ^  \  1        u  J       du 


m\ 


=  ^^ 1^  <  «•» M»»»-2  -I M«-^  +   ...  +  (—  l)~  W-«  >  

"'  =^j^!"-H-(^r-r["-+(^.n 
+"-T^'[""-+ar>...}^", 


wobei  die  Glieder  in  {  ]  soweit  fortzusetzen  sind ,  bis  die  Exponenten  von 

u  und 0  oder  1  geworden  sind,  also,  wenn  m  eine  gerade  Zahl  ist,  bis 

zum  Exponenten  0,  wenn  m  eine  ungerade  Zahl  ist,  bis  zum  Exponenten  1. 
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Im  ersten  Falle  ist  das  letzte  Glied : 


^m  .m— I  .w  — 2.OT  — 3...m— ( l) 

(- 1) ' . v^     { 

Ira  zweiten  Falle  dagegen : 


^f 


m-l 


m  ,m  —  1  .  m  —  2  . 


(T-f), 


Bildet  man  nun  die  Summe  aller  dieser  Glieder  von  der  eben  ange- 
gebenen Form,  ordnet  dieselben  dann  nach  Potenzen  von  ( — \  +( ]  , 

indem  man  dem  n  nach  und  nach  alle  ganzzahligen  Werthe  von  0  bis  oo 
beilegt,  so  erhält  man  für  die  nach  u  zwischen  den  Grenzen  u^  und  ti,  zu 
integrirende  Function : 

l    i  z^  z*'  z^  2^*"  I 

«  V'^^J  jT"^  (l 0»  '    ■i'^(2iy    3  "^  •  •  •  ■•■  (m !> m  +  l  "^ 

+ 


du 
u 


(m!)2    m  +  l.m+2 

+  TT +(:!;;)  Jj  1.2.3"^  F '  2Xi+ (Tip  ^ 

'^(w!)2m  +  l.m  +  2.m-f3  j 

,    t*  r  .  .  M  V]  i       1         ,   z^       1        ,      z* 1_. 

"*"  M   L     "^V-wyJil. 2.3.4  "^122.3.4.5"^  (21)2*3.4.5.6'^ 


+  ^ ...      ■ .-.==+...]  du 

(miym  +  l.m+2.m+Z.m+4  ' 


n 


+       u  L     ^V-«/Ji«!^l»     2.3...»+l^(2!)*    3.4...«  +  2 

C^O'    m+l.mH-2...m+rt 


+^-^'.^-,    _; ==+... Uu 
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Führen  wir  nun  die  Integration  ans  indem  wir  die  Formeln  anwenden : 

3 


/ 


so  ändert  sich  an  der  eben  geschriebenen  Entwickelung  weiter  nichts ,  als 
dass  in  der  ersten  Horizontalreihe  statt  des  Factors 

du    ^M, 
u        tl| 

eintritt,  in  den  übrigen  Horizontalreihen  dagegen  statt  des   allgemeinen 
Factors 

\du 


der  Factor 


Mnitiplicirt  man  schliesslich  noch  die  erlangte  Entwickelung  mit 
so  ist  damit  die  Entwickelung  von  dem  n^^^  Gliede  ron  üg ,  d.  h.  von 

«2 

geschehen. 

Die  rasche  Convergenz  der  einzelnen  Horizontalreihen  des  Ausdrucks    . 
für  j^üg  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden.   Etwas  Aehn- 
liebes  ist  auch  der  Fall,  wenn  man  die  Entwickelung  von  ^U^  nach  Ver- 
ticalreihen  anordnen  wollte,  was,  wie  man  sich  leicht  überzeugen  kann, 
auch  erlaubt  ist. 

Der  Gestalt  nach  noch  etwas  einfacher  wird  die  Entwickelung  von  ^U^^ 
wenn  man  substituirt: 


^ft  Vi 


indem  hierdurch  entsteht: 
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•-^^^^^^•^^•^^^b^^^^.rb<\^^. 


(t  j  -  (Z^J  =  8  CO«  (2«  +  1  if,,). 

Folglich  ist  ftir  ein  gerades  n: 

^[(?)"-(=y'-Cf)"+u)"]=-Ti-('".)-("'.)) 


dagegen  fär  ein  ungerades  n: 

4[a)"-(^"-ft)"+(i,)"]=T[-(-'.)-~'("".)] 


4     .  nt*         ,  fif 


und 


,,=  7  („0  ^7^  +  ^  +  ^P  +  ^y'  +  (^  +  &P+>^)' , 

y 


y 

Es  ist  bemerkenswerth ,  dass  in  den  Horizontalreiben  der  Entwicke- 
lang von  ^üg  nnr  die  Coordinate  y  (nickt  x)  vorkommt.  Dieser  Umstand 
rechtfertigt  es,  wenn  wir  hier  nocb  eine  andere  Entwickelungaform  an- 
führen. 

Es  sei  zur  Abkürzung: 

1  z*  1  t*  1 

.2^"'  1 


(»tl)     m  +  1.  m+2...m+« 
Bildet  man  nun  aus  der  Entwickelung: 


«a?      -    .    «        .    2*      o  .      «* 


e     =1+  -a:H .ar^-j .0:8  +  ..., 

^  1    ^1.2    ^1.2.3    ^.    : 

indem  man  für  x  das  eine  Mal  schreibt  e*^  ,  das  andere  Mal  «~^\  das 

Product 

zeP'    zc-P'        z(cP»+«-P') 

80  folgt : 

00  OD 

Multiplicirt  man  diese  Gleichung  mit  dp  und  integrirt  dann  zwischen  den 
Grenzen  — n  und  +«,  so  folgt: 
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/l  /^  00  OD  >» 


Wir  haben  also  die  Relation : 


„  1      p2zcosp   , 


Multiplicirt  man  ferner  das  Product  der  beiden  Ent Wickelungen 

e       =,  +  __  +  __  +  __+... 

mit 

wobei  q  eine  ganze  positive  Zahl  sei,   und  integrirt  dann  zwischen    den 
Grenzen  —tc  und  -{-n;,  so  entsteht: 

/z«tP'  <?-*»'  +ypi  ,        "^   \ry  c^"  1     / ^(w— n+y)pi. 

—  «  —TP 

an 

Oder 

e         e        c^^'^    dp  =  27C    >  «.- . 

—  n 
Vergleicht  man  die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  mit  der  obigen  De- 
finition von  /Tu,  so  findet  man,  dass  die  Relation  gilt: 

+  « 


TT  ^       Z'z'eP^+c-P«    npi   . 


—  « 
Differentiirt  man  noch  diese  Gleichung  nach  z,  so  entsteht: 

— jt 

Es  gilt  also  auch  die  wichtige  and  bequeme  Recnrsionsformel : 
ff  13^- 
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\^^^^^^.^K^y./^^^^^^^^^^. 


Nach  den  in  diesem  Paragraphen  gewonnenen  Resultaten  können  wir 
nan  ^^  auch  darstellen  in  der  Form: 

+» 

-( -1 -=yi  H  ^'^'^^  '■ 

+  jr 
*      /  (»r-^y "*'  +  <>'*' J-Pt 


und  ü,  selbst  ist 
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XIII. 
Ueber  Isophoten  (Linien  gleicher  Lichtintensität). 

Von 

Dr.  L.  BUEMESTER, 
Lehrer  der  Physik  und    der  darstellenden  Geometrie  am  dentschen  Realgymnasinm 
zn  Lodz  in  Rassisch- Polen. 


(Hierzu  Tafel  VI,  Fig.  1  —  4.) 


Zweiter  Theil. 

§1. 
Die  Isophoten  der  Flftehen  zweiter  Ordnung. 

Die  allgemeinen  Gleichungen  für  die  Isophoten  einer  Fläche  F=0, 
welche  wir  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung*)  abgeleitet  haben,  sind 
1)  F=0, 


ym<h0 


Hierin  bezeichnen  a,  /5,  y  beziehungsweise  die  Cosinus  der  Winkel, 
welche  die  Lichtstrahlenrichtung  mit  den  Coordinatenaxen  der  a:,  y,  2  ein- 
schliesst;  und  ferner  bezeichnet  L  die  Lichtintensität.  Geben  wir  dem  L 
die  Werthe  der  Reihö : 

n— l  n  — 2  2  1 

—  l, 1 ... , ,     0, 

n  n  n  n 

,1,2        «  —  2  ,  n  — I    . 

in  der  n  eine  ganze  positive  Zahl  ist,  so  liefert  uns  die  Gleichung  2)  ein  Flä- 
chensjstem,  dessen  Durchschnitt  mit  der  Fläche  1)  das  Isophotensystem 
dieser  Fläche  ist.  —  Wir  wollen,  des  kürzeren  Ausdrucks  wegen,  die 
Flächen,  welche  so  aus  der  Gleichung  2)  hervorgehen, «Isophotoi den 
und  das  System  derselben  Isophotoidensystem  nennen. 
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§2. 

Dia  Isophoten  der  centralen  Flächen  zweiter  Ordnnng. 

Die  allgemeine  Gleichnng  dieser  Flächen  ist 
3)  ^=^rr8  +  5y2+C2«~x  =  0. 

Hiemach  ist  die  allgemeine  {Grleichnng  des  Isophotoidensystems  dieser 
Flächen 

^^      aAx  +  ßBy  +  yCz 

Ans  dieser  Gleichnng,  in  der  IC  nicht  enthalten  ist,  folgen  die  Sätze: 
Die  Isophotoiden  der  centralen  Flächen  zweiter 
Ordnung  sind  im  Allgemeinen  Kegelflächen  zweiter 
Ordnnng,  die  den  Mittelpunkt  derselben  als  gemein- 
schaftlichen Mittelpunkt  haben,  und  die  für  alle 
ähnliche  centrale  Flächen  zweiter  Ordnung  unver- 
ändert bleiben. 

Die'Isophotoiden  der  centralen  Flächen  zweiter 
Ordnung  schneiden  das  Ellipsoid 

in    Ellipsen,    deren   Ebenen   parallel   und    durch   die 

Gleichung 

aAx  +  ßBy  +  yCz^L 

bestimmt  sind. 

Die  Isophotoidensjsteme  aller  centralen  Flächen 

zweiter    Ordnung,     in     deren    Gleichung    keine    der 

Grössen  Aj  B^  C  gleich  0  oder  oo  ist,  sind  affin. 
Nach  diesem  letzten  Satz  können  wir  die  Construction  der  Isophoten 
dieser  Flächen  auf  die  Construction  der  Isophoten  der  Kugelfläche  in  sehr 
einfacher  Weise  zurückführen,  und  alle  projectivische  Eigenschaften 
des  Isophotoidensystems  der  Kugelfläche  auf  das  Isophotensystem  der  an- 
deren centralen  Flächen  zweiter  Ordnung  tibertragen.  — Wir  wollen  daher 
zunächst  das  Isophotoiden  System  resp.  Isophotensystem  der  Kugelfläche 
untersuchen  und  ans  den  Resultaten  dieser  Untersuchung  für  die  Isopho- 
tenconstruction  der  übrigen  Flächen  zweiter  Ordnung  Natzen  ziehen. 

§3. 
Die  Isophoten  der  Kngelfl&che. 

Für  die  Kngelfläche  ist 

oder 

5)  F=a;2  +  j/«+£»-x  =  0, 

folglich  ist  die  Gleichung  des  Isophotoidensystems  der  KugelflSche 

«)  i = "••'•+<^y  +  y' 

Vx^  +  f  +  t^' 
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Ans  dieser  Gleichnng  ergeben  sich  die  Sätze: 

Die  Isophotoiden  der  Kngelfläche  sind  Bota- 
tionskegel,  welche  die  Lichtstrahlenrichtnng*)  als 
gemeinschaftliche  Hotationsaxe,  den  Kngelmittel- 
punkt  als  gemeinschaftlichen  Mittelpunkt  haben, 
und  deren  erzeugende  Gerade  mit  der  Hotationsaxe 
den   Winkel    von    arccos  L  bildet. 

Die  Lage  des  für  alle  Kugelflächen  unveränder- 
lichen Isophotensjstems  6)  ist  durch  die  Lichtstrah- 
lenrichtung  allein   bestimmt. 
Legen  wir  durch  dieses  Isophotensystem  in  einem  beliebigen  Abstand 
—  d  von  dem  Coordinatenanfang  S  eine  zur  z  -  Axe  senkrechte  Ebene,  dann 
folgt  aus  der  Gleichung  6)  die  Gleichung  des  Schnittsjstems  dieser  Ebene 

ax  +  ßy  -^yd 


7) 


Z  = 


j/x^  +  y'+z^ 

Bezeichnen  wir  das  Kegelschnittsystem,  welches  ans  dieser  Gleichung 
hervorgeht,  mit  ^,  dasisophotoidensjstem  der  Kugelfläche  mit  5,  dann  ist  S 
der  Schein  von  £•  —  Jedem  Kegelschnitt  in  £  entspricht  eine  Kegelfläche 
in  S  und  jeder  Kegelfläche  eine  Isophote  der  Kugelfläche.  Die  Eigen- 
schaften des  Systems  £  können  wir  daher  auf  das  System  S  übertragen, 
und  umgekehrt. 

Aus  der  Gleichung  7)  erhalten  wir  für  X  =  0  eine  Gerade  p  (Taf.  VI, 
^^g*  1)}  welche  auf  der  Grundrissprojection  der  Lichtstrahlenrichtung  PS 
senkrecht  steht,  für  X=  +  1  einen  Punkt  P,  welcher  auf  dieser  Projection 
liegt.  —  Die  Kegelfläche  in  5,  welche  der  Grenzisophote  entspricht,  dege- 
nerirt  daher  zu  einer  Ebene  n,  die,  welche  der  Maximalisophote  entspricht, 
zu  einer  auf  der  Ebene  n  senkrechten  Geraden ,  und  diese  Gerade  fällt 
mit  der  Lichtstrahlenrichtung,  resp.  gemeinschaftlichen  Hotationsaxe  zu- 
sammen. 

Denken  wir  uns  durch  die  Lichtstrahlenrichtung  PS  als 
Axe  einen  Ebenenbüschel  gelegt,  so  schneiden  die  Ebenen 
desselben 


das  System  5  in  gleichen  con- 
centrischen  involutorischen 
Strahlenbüscheln,  die  den 
einen  Ordnungs strahl  jP5  ent- 
sprechend gemein  haben,  de- 
ren zweiter  Ordnungsstrahl 
in  der  Ebene  erliegt,  und  von 


das  System  27  in  projectivi- 
sehen  involutorischen  gera- 
den Gebilden,  die  den  einen 
Ordnungspunkt  P  entspre- 
chend gemein  haben,  deren 
zweiter  Ordnungspunkt  in 
der  Geradenp  liegt,  und  von 


*)  Mit.  Licbtfttrahlenrichtnng  bezeichnen  wir  speciell  denjenigen  Lichtstrahl, 
welcher  durch  den  Coordinatenanfang  geht. 
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denen  daher  je  zwei  Schnitte 
eines  Ebenenbtischels  sind', 
dessen  Axe  ebe'nfalls  in  der 
Ebene   n  liegt. 


denen  daher  je  zwei  Schnitt 
eines  Strahlenbüschels  sind, 
dessen  Mittelpunkt  ebenfalls 
in  der  Geraden  p  liegt. 


Hieraus  können  wir  leicht  den  Doppelsatz  ableiten : 


Die  Ebene  n  ist  die  Polar- 
ebene des  Strahles  PS  in  Be- 
zug anf  alle  Kegelflächen 
des  Systems  S. 


Die  Gerade  p  ist  die  Po- 
lare des  Punktes  P  in  Bezug 
auf  alle  Kegelschnitte  des 
Systems  Z. 


Nach  diesen  Sätzen  können  wir  die  involutorischen  geraden  Gebilde 
in  £  leicht  erhalten,  wenn  wir  ein  einziges  derselben  und  einen  entspre- 
chenden Punkt  der  übrigen  kennen.  —  Haben  wir  so  diese  involutorischen 
geraden  Gebilde  construirt,  dann  sind  auch  die  perspectivisch  zu  diesen  lie- 
genden concentrischen  Strahlen büschel  in  S  gegeben,  und  die  Durchschnitte 
ihrer  Strahlen  mit  der  Kugelfläche  sind  Punkte  der  Isopboten  der  Kugel. 
Nach  dieser  Methode  werden  wir  die  Kugelisophoten  zwar  nicht  con- 
struiren ,  denn  hierfür  haben  wir  eine  viel  einfachere  Methode  im  ersten 
Theile  dieser  Abhandlung  angegeben;  aber  sie  wird  theils  verallgemeinert, 
theils  specialisirt  auf  allen  anderen  Flächen  zweiter  Ordnung  Anwendung 
finden,  und  das  System  2  ist  aus  diesem  Grunde  für  die  Folge  von  grosser 
Wichtigkeit.  —  Wir  wollen  daher  nicht  nur  jene  involutorischen  geraden  Ge- 
bilde, welche  für  die  Isophotenconstruction  ausreichen ,  sondern  das  Kegel- 
schnittsystem 2  selbst  construiren ,  so  weit  es  die  Bildebene  gestattet. 

Es  sei  in  Fig.  1 ,  Tafel  VI ,  die  Ebene  des  Systems  2  als  Grundriss- 
ebene angenommen ,  Z'  die  Projectionsaxe ;  ferner  K^  und  K^  die  Projec- 
tionen  einer  Kugel  K,  S^  und  S^  die  Projectionen  des  Kugelmittelpunktes 
5,  Z|  Sq  und  L^  S^  die  Projectionen  einer  beliebigen  Lichtstrahienrichtung 
X5,  deren  Trace  in  2  durch  den  Punkt  P  bezeichnet  ist. 

Die  horizontal  projicirende  Ebene  der  Geraden  LS  schneidet  das  Sy- 
stem S  in  einem  involutorischen  Strahlenbüschel,  welcher  perspectivisch 
liegt  zu  dem  involutorischen  geraden  Gebilde  auf  Z|  Sq.  Um  dieses  Ge- 
bilde zu  construiren,  legen  wir  diese  projicirende  Ebene  um  LiS^  gedreht 
in  die  Grundrissöbene  27  nieder,  d.  h.  wir  ziehen  S^S^^S^O  {=^d)  senkrecht 
auf  Zfi^o,  verbinden  5,  mit  P  und  S^Q  senkrecht  auf  S^P\  dann  ist  5,  der 
Mittelpunkt  des  umgelegten  Strahlenbüschels,  und  S^P^  S^Q  sind  die  Ord- 
nungsstrahlen desselben.  —  Die  durch  den  Punkt  Q  auf  X|  Sq  senkrecht  ge- 
zogene Gerade  p  ist  die  Polare  des  Punktes  P  in  Bezug  auf  alle  Kegel- 
schnitte des  Systems  2,  Von  5,  aus  tragen  wir  auf  S^P  n  gleiche  Theile 
beliebig  ab,  etwa  bis  J*).  Mit  der  Strecke  S^T  beschreiben  wir  um  5, 
als  Mittelpunkt  einen  Elreis  Ar,  ziehen  durch  die  Theilpunkte  auf  S,  T  Senk- 


*)    In  der  Figar  haben  wir  n  gleich  10  und   die  beliebige  Strecke  S^  T  als 
Einheit  genommen.  * 
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rechte,  z.  B.  durch  0,9  die  Senkrechte  rr\  welche  den  Kreis  A:  in  r  and  r 
schneidet.  Diese  beiden  Pankte  mit  5',  verbunden  liefern  uns  ein  Strahlen- 
paar S^A  .  S^Oj  und  dieses  auf  Z,  S^  ein  Punktepaar  A.a  ^es  involutorischen 
geraden  Gebildes  t/,  dessen  Ordnungspunkte  P  und  Q  sind. 

Ebenso  erhalten  wir  durch  die  übrigen  Theilpunkte  der  Strecke  5,  T 
die  anderen  Punktepaare  B,b^  C.c,,.  des  geraden  Gebildes  u,  welche 
die  Endpunkte  von  den  Hauptaxen  der  Kegelschnitte  des  Systems  2  sind. 

Um  nun  noch  in  jedem  durch  P  gehenden  geraden  Gebilde  einen  ent- 
sprechenden Punkt  zn  erhalten,  construiren  wir  einen  Kegelschnitt  in  2^ 
z.  B.  die  Ellipse  e,  welche  der  Lichtstärke  0,0  entspricht,  ans  der  Hauptaxe 
Aa  und  den  leicht  zu  ermittelnden  Brennpunkten  F  und  F\  Ziehen  wir 
durch  P  eine  beliebige  Gerade  u\  deren  Durchschnitt  mit  p  durch  Q*  be- 
zeichnet ist,  dann  sind  P  und  Q'  die  Ordnungspunkte  des  geraden  Gebil- 
des u\  Die  Durchschnittspunkte  A' .  a  von  u  mit  e  entsprechen  den 
Funkten  A.a  iu  u.  —  Ziehen  wir  die  Geraden  AA\  aa  bis  p,  so  müssen 
diese  sich  auf  p  in  einem  Punkte  M  trefifen ,  und  dieses  Zusammentreffen 
in  p  kann  als  Controle  für  die  Eichtigkeit  der  Zeichnung  dienen.  Projici- 
ren  wir  aas  M  durch  einen  Strahlenbüschel  u  auf  u\  so  sind  die  Punkte 
A\  £^y  C. ..,  welche  den  Punkten  AyBy  C\  ,  entsprechen,  Punkte  der 
Kegelschnitte  des  Systems  Z*.  In  gleicher  Weise  können  wir  u  auf  andere 
durch  P  gehende  Gerade  u\  u'\  . .  durch  entsprechende  Strahlenbüschel 
projiciren.  —  Die  so  erhaltenen  Punkte  der  durch  P  gehenden  geraden  Ge- 
bilde liefern  das  Kegelschnittsystem  2,  Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt 
des  Kegelflächensystems  ^  eine  Ebene  parallel  zu^,  ist  also  in  der  Gleichung 
7)  d  =  0,  dann  erhalten  wir  als  Schnitt  einen  involutorischen  Strahlen- 
büschel, dessen  Strahlen  den  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  Systems  S 
parallel  sind. 

§4. 
Di^  Isophoten  des  Ellipsoids  der  Hyperboloide  und  der  Kegelflilche 

zweiter  Ordnung. 
Legen  wir  durch  das  Isophotensystom  der  centralen  Flächen  zweiter 
Ordnung,  dessen  Gleichung 

^^     cuix  +  ßBy  +  yCz 

V{Axy+{Byy  +  {Czf 
ist,  in  beliebigen  Abstand  —  ^  von  dem  Flächenmittelpunkt  (Coordinaten- 
anfang)  S^  eine  zur  «  Axe  senkrechte  Ebene  2?,,  so  ist,  wenn  wir,  zwar  auf 
Kosten  der  Symmetrie,  aber  zum  Vortheil  der  nachfolgendcu  Coustructiou 

B  C 

setzen , 

8)  i=:  J^^^^  +  ßpy  —  YQ^  _ 
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Bezeichnen  wir  das  Kegelsclinittsystem,  welches  aus  dieser  Gleichung 
hervorgeht,  mit  2^i,  das  Isophotoidensystem  4)  mit  5|,  dann  ist  5^  der  Schein 

TOD     27,. 

Aus  der  Gleichung  8)  erhalten  wir  für  1  =  0  eine  Gerade  Pi  (Fig.  2, 
Taf.  VI),  für  L=  +1  einen  Punkt  /^,.  —  Die  Isophotoide,  welche  der 
Grenzisophote  entspricht,  degenerirt  hiernach  zu  einer  Ebene  tti,  deren  Pol 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  Lichtstrahlenrichtung  ist,  und  die  Isophotoide 
welche  der  Maximalisophote  entspricht,  degenerirt  zu  einer  Geraden  SiP^. 

Nach  .§  2  sind  die  Systeme  S  und  Si  affin ,  folglich  auch  die  Systeme 
£  und  £i.  —  Wir  können  daher  nach  §  3  die  folgenden  Sätze  aussprechen: 

Legt  man   durch  die  Gerade  S^  P^    als  Axe  einen  Ebenen« 
böschel  £,,  so  schneiden  die  Ebenen  desselben 
das   System   5^,   in  projectivi-        das  System  27j  in  projectivi- 


schen  concentrischeninvolu- 
torischen  Strahlenbüscheln, 
die  den  einen  Ordnungsstrahl 
5,/*,  entsprechend  gemein  ha- 
ben, deren  zweiterOrdnungs- 
strahl  in  der  Ebene  tci  liegt, 
und  von  denen  daher  je  zwei 
Schnitte  eines  Ebenenbü- 
Kchels  sind,  des s,en  Axe  eben- 
falls in  der  Ebene  n^  liegt. 
Hieraus  folgt: 
Die  Ebene  tti  ist  die  Polar- 
ebene des  Strahles  5]  Pi  inBe- 
zug  auf  alle  Kegelflächen 
des  Systems  S^. 


sehen  in volutorischen  gera- 
den Gebilden,  die  den  einen 
Ordnungspunkt  P^  entspre- 
chend gemein  haben,  deren 
zweiter  Ordnungspunkt  in 
der  Geraden  Pi  liegt,  undvon 
denen  daher  je  zwei  Schnitte 
eines  Strahlenbüschels  sind, 
dessen  Mittelpunkt  ebenfalls 
in  der  Geraden  pj  liegt. 

Die  Gerade  pi  ist  die  Polare 
des  Punktes  Pi  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  des  Sy- 
stems 2^1. 

Eine  centrale  Fläche  zweiter  Ordnung  wird  von  jeder  Ebene  des 
Ebenenbüschels  Ex  im  Allgemeinen  in  einen  Kegelschnitt  geschnitten,  des- 
sen Mittelpunkt  der  Flächenmittelpunkt  ist,  und  dieser  Kegelschnitt  wird 
yon  dem  in  dieser  Ebene  enthaltenen  involutorischen  Strahlenbüschel  in 
Punkte  getroffen,  welche  die  Isophoten  der  centralen  Flächen  zweiter  Ord- 
nung bilden.  —  Um  diese  involutorischen  Strahlenbüschel  zu  erhalten,  con- 
struiren  wir  die  zu  denselben  porspectivisch  liegenden  involutorischen  gera- 
den Gebilde,  welche  im  Systeme  2^  den  Ordnungspunkt  Pj  entsprechend  ge- 
mein haben.  —  Dies  kann  nach  den  vorhergehenden  Sätzen  in  gleicher 
Weise  wie  im  Systeme  Z  geschehen.  Dort  war  zu  dieser  Construction  nur 
ein  durch  P  gehendes  involutorisches  gerades  Gebilde  u  und  ein  Kegel- 
schnitt e  nöthig  ]  also  brauchen  wir  auch  hier  nur  ein  durch  7\  gehendes 
involutorisches  gerade  Gebildes  ti|  und  einen  Kegelschnitt  ^i  im  Systeme  Z«*]. 
Da  die  Systeme  £  und  2i  affin  sind ,   so  können  wir  zu  dem  geraden  Ge- 
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S,S,  =  qJ^= 


L 


bilde  u  und  dem  Kegelschnitt  e  m  2  sehr  leicht  das  entsprechende  gerade 
Gebilde  Ui  nnd  den  entsprechenden  Kegelschnitt  ^i  in  ü^  constrniren ,  uns 
hiermit  so  viele  durch  P^  gehende  involutorische  gerade  Gebilde  verschaf- 
fen y  als  wir  zur  Isophotenconstruction  gebrauchen. 

Die  Vergleichung  der  beiden  Gleichungen  7)  und  8)  ergiebt,  dass  in 
den  Systemen  2  und  Z^  die  Abscissen  zweier  entsprechender  Punkte  gleich 
sind,  dass  die  Ordinaten  aber  im  Verhältniss  ^:1  stehen,  und  dass  der 
Coordinatenanfang  S^  in  £  dem  Coordinatenanfang  Sq  in  £^  entspricht. 

Es  sei  in  Fig.  2  Tafel  VI  die  Ebene  des  Systems  Z|  als  Grundriss- 
ebene genommen ,  JS'  die  Projectionsaxe.  Ferner  seien  Ii^i  und  if,  die  Pro- 
jectionen  einer  centralen  Fläche  IC*)  zweiter  Ordnung,  5^  nnd  S^  die  Pro- 
jectionen  des  Mittelpunktes  S^  dieser  Fläche,  Z|  S^  nnd  LfS^  die  Projectionen 
einer  beliebigen  Lichtstrahlenrichtung  LSi.  Wir  constrniren  nun  ganz  wie 
im  Systeme  £  (Fig.  1)  das  involutorische  gerade  Gebilde  u,  dessen  Ord- 
nungspnnkte  P  und  Q  sind,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  hier 

ist;  von  dem  Kegelschnitt  e  bestimmen  wir  ausser  den  Endpunkten  A^  a  der 
Hauptaxe  noch  die  Endpunkte  6,  g  der  Nebenaxe.     Nehmen  wir  hiernach 

das  — fache  der  Ordinaten  der  Punkte  P.  G*g*  so  erhalten  wir  die  Ordi- 
p 

naten  der  entsprechenden  Punkte  i'i,  ^i,  ^j  in  dem  Systeme  ^,.  Durch 
einen  der  y-Axe  parallelen  Strahlenbüschel  projiciren  wir  das  involuto- 
rische gerade  Gebilde  u  auf  die  Gerade  ^o^n  ^^t^t^  ist  das  so  erhaltene  ge- 
rade Gebilde  ti,  das  dem  u  entsprechende  involutorische  gerade  Gebilde 
in  JS^,  und  dessen  Ordnungspunkte  sind  P^  und  0|.  Es  sind  A^Oi  und  Q^g^ 
conjugirte  Durchmesser  der  Ellipse  «i,  welche  der  Ellipse  e  entspricht. 
Aus  diesen  können  wir  die  Ellipse  e^  construiren,  und  wenn  wir  wollen, 
auch  die  Axen  derselben  nach  bekannten  Methoden  erhalten.  Die  durch 
Qi  zu  Q^gi  parallel  gezogene  Gerade  P|  ist  die  Polare  des  Punktes  P,  in 
Bezug  auf  alle  Kegelschnitte  des  Systems  ^| ,  und  die  Gerade  S^Pi  ist  der 
gemeinschaftliche  Durchmesser  derselben. 

Ebenso  wie  im  Systeme  27  können  wir  nun  auch  in  dem  Systeme  2^ 
mittelst  des  involutorischen  geraden  Gebildes  u^  und  des  Kegelschnittes  e^ 
alle  durch  P|  gehende  involutorische  gerade  Gebilde  construiren  und  hier- 
nach die  Isophoten  der  Flächen  zweiter  Ordnung  wie  oben  angegeben  mit 
Hilfe  der  darstellenden  Geometrie  erhalten. 

Obgleich  diese  involutorischen  geraden  Gebilde  für  die  Construction 
dieser  Isophoten  ausreichen,  so  haben  wir  doch  das  Kegelschnittsystem  27|, 
soweit  es  die  Bildebene  gestattet,  in  Fig.  2  construirt;  denn  wir  werden 
dasselbe  bei  den  nicht  centralen  Flächen  zweiter  Ordnung  wieder  antreffen, 


*)  In  der  Figur  ist  diese  Fläche  ein  SUipsoid,  für  welches  p  =  2,  q^=i  ist. 
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und  ferner  kann  es  noch  zu  folgender  Isophotenconstrnction  dienen.  Legen 
wir  darch  die  z-Axe  oder  durch  eine  der  beiden  anderen  Axen  der  Fläche 
einen  Ebenenbttschel ,  so  wird  die  centrale  Fläche  zweiter  Ordnung  in 
leicht  zu  construir enden  Kegelschnitten,  das  System  S^  in  Strahlenbüscheln 
geschnitten,  welche  durch  das  System  27|  bestimmt  sind.  Die  Durch- 
schnitte dieser  Kegelschnitte  und  Strahlenbtischel  sind  Punkte  der  Isopho- 
ten  der  centralen  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Legen  wir  durch  den  Mittelpunkt  des  Kegelflächensystems  S^  eine 
Ebene  parallelzu  ^|,  ist  also  in  der  Gleichung  8)  J  =  0,  dann  erhalten 
wir  als  Schnitt  einen  involutorischen  Strahlenbtischel,  dessen  Strahlen  den 
Asymptoten  der  Hyperbeln  des  Systems  ^i  parallel  sind. 

Diese  hier  für  die  Isophoten  aller  in  der  Ueberschrift  dieses  Paragra- 
phen enthaltenen  Flächen  angegebene  Constructionsweise  kann  auch, 
wenn  die  Flächen  eine  andere  als  hier  angenommene  räumliche  Lage 
haben,  oder  wenn  sie  perspectivisch  dargestellt  sind,  angewendet  werden. 

Bei  dem  einfachen  Hyperboloid  kann  man  die  Construction  der  Iso- 
photen dadurch  sehr  vereinfachen ,  dass  man  nicht  nur  die  involutorischen 
geraden  Gebilde  in  £i ,  sondern  das  System  27]  selbst  construirt  und  dann 
durch  den  Mittelpunkt  des  einfachen  Hyperboloids  solche  Ebenen  legt, 
welche  dasselbe  in  geraden  Linien  schneiden. 

.  Bei  der  Kegelfläche  zweiter  Ordnung  vereinfacht  sich  die  Isophoten- 
construction  besonders  dadurch,  dass  die  Isophoten  Mantellinien  der  Kegel- 
fläche sind.  Um  diese  zu  erhalten,  braucht  man  nur  die  Schnittcurve, 
welche  die  Ebene  des  Systems  2^  mit  der  Kegelfläche  bildet,  zu  construi- 
ren  und  die  Durchschnittspunkte  dieser  Curve  mit  dem  System  J^  zu  be* 
stimmen.  Hierzu  ist  aber  nur  ein  kleiner  Theil  von  U^  nöthig,  nämlich 
der,  welcher  diese  Schnittpunkte  liefert. 

Für  die  centralen  Rotationsflächen  zweiter  Ordnung  ist  p  =  1  und  das 
System  2f  geht  dann  in  das  System  H  über.  Die  Construction  der  Isopho- 
ten dieser  Flächen  ist  jedoch  in  diesem  speciellen  Fall  einfacher  nach  der 
Methode  auszuführen«,  welche  wir  im  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  für 
die  Botationsflächen  allgemein  dargelegt  haben. 

Wir  können  also  stets  ohne  Schwierigkeit  die  Orte  gegebener  gleicher 
Lichtintensität  auf  den  centralen  Flächen  zweiter  Ordnung  construiren; 
aber  wir  können  auch  umgekehrt  mit  leichter  Mühe  die  Lichtintensität 
eines  auf  der  Fläche  gegebenen  beliebigen  Punktes  bestimmen ,  wenn  wir 
in  Z]  den  einen  Kegelschnitt  e,  ^  die  Geraden  Sq  P,  ,  pi  und  die  Linienscala 
5,  r  construirt  haben.  — Wir  brauchen  dann  den  oben  angegebenen  Weg 
der  Isophotenconstrnction  nur  in  entgegengesetzter  Eichtung  zu  gehen,  um 
die  Lichtintensität  eines  gegebenen  Flächenpunktes  von  der  Scala  S^T 
abzulesen. 
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§  5. 
Dia  Liophoten  der  centralen  Cylinderfläehen  zweiter  Ordnung. 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  4) 

B 

80  erhalten  wir  die  Gleichung  des  Isophotoidensystems  der  centralen  Cy- 
linderfläehen zweiter  Ordnung 

Au8  dieser  Gleichung,  welche  einen  involutorischen  Strahlenbüschel 
repräsentirt,  folgen  die  Sätze: 

Die  Isophotoiden  der  centralen  Cylinderfläehen 
zweiter  Ordnung  sind  zugeordnete  Ebenen  eines 
involutorischen  Ebenenbüschels,  dessen  Axe  die 
z-Axe,  und  welcher  für  alle  ähnlichen  Cylinderflä- 
ehen   dieser  Gattung  unverändert  bleibt. 

Je  zwei  zugeordnete  Strahlen  des  involutori- 
schen Strahlenbüschels  9)   schneiden   die   Ellipse 

in  Punkten,  welche  in  parallelen  Geraden  liegen,  de- 
ren Gleichung 

ax  +  ßpy^L 
ist. 

Die  Isophotoidensysteme  aller   centralen  Cylin- 
derfläehen zweiter  Ordnung  sind  affin. 
Hiernach  können  wir  die  Isophoten  dieser  Cylinderfläehen  auf  zwei- 
fache Weise  constrniren: 

1)  Nach  dem  zweiten  Satze  constrniren  wir  die  Ellipse 

dann  die  gleichweit  von  einander  abstehenden  parallelen  Geraden,  deren 

Gleichung 

ax  +  ßpy^L 

ist.  —  Durch  die  Durchschnittspunkte  dieser  Parallelen  mit  der  Ellipse 
gehen  die  Strahlen  des  Büschels  10),  dessen  Mittelpunkt  der  Ellipsenmittel- 
punkt ist. 

2)  Für  die  Rotationscylinderfläche  ist  die  Construction  des  involutori- 
schen Büschels  nach  dem  ersten  Theile  dieser  Abhandlung  der  speciellste 
Fall  der  dort  angegebenen  allgemeinen  Construction,  und  hiernach  kann 
man  leicht  den  affinen  Büschel  9)  constrniren.  —  Um  dieses  auszuführen, 
tragen  wir  von  dem  Coordinatenanfang  auf  die  Grundrissprojection  der 
Lichtstrahlenrichtung  nach  beiden  Richtungen  die  Strecke  qcscv*)  ab, 


*)  9  beseichnet ' den  Radius  des  Rotationscylinders,  v  den  Winkel,  welchen 
die  Lichtstrahlenrichtung  mit  der  z-Axe  bildet. 
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theileu  bei^e  Strecken  in  n  gleiche  Theile  and  errichten  in  diesen  Theil» 
ponkten  Senkrechte.  —  Die  Darchschnittspnnkte  dieser  Senkrechten  mit 
dem  Grandkreis  des  Cylinders  liefern  uns  den  involntorischen  Strahlen- 
büschel  des  Rotationscy linders.  —  Dieses  brauchen  wir  jedoch  nicht  au 

construiren,  sondern  wir  nehmen  das  — fache  der  Ordinalen  dieser  Punkte, 

P 
und  die  so  erhaltenen  Punkte  bestimmen  die  Strahlen  des  Büschels  9). 

Setzen  wir  in  die  Gleichung  8)  ^^  =  0  ,  so  geht  diese  in  die  Gleichung 
9)  über,  und  hieraus  folgt! 

Die  Strahlen  des  Büschels  9)  sind  den  Asymptoten 
der   Hyperbeln   des   Systems   2^,   paralleL 

Die  Isophoten  der  niohtcentralen  Flächen  zweiter  Ordnung. 
Die  allgemeine  Gleichung  dieser  Flächen  ist 
10)  -F=  Aa^  +  By*  —  2Dz  =  0. 

Nach    der  Gleichung  2)   ist   dann  die  Gleichung  des  Isophotoiden- 
systems  dieser  Flächen 

^^    aAx  +  ßBy-^yJ) 

y{Äxy+{ßyy  +  D^' 


Setzen  wir 


80  ist 
12) 


Ä^P>    7  =  ^' 


ax  +  ßpy  —  yql) 

'j/^^  +  ipW+Jqif 


Hieraus  folgen  die  Sätze: 

Die  Isophotoiden  der  nicht  centralen  Flächen 
zweiter  Ordnung  sind  im  Allgemeinen  Cylinderflä- 
chenzweiterOrdnung,  die  aufder;r^ -Ebene  senkrecht 
stehen,  und  das  System  der  Leitlinien  derselben  in 
der  a;y-£bene  ist  dem  System  £^   congruent.*) 

Dielsophotoidensysteme  der  nicht  centralen  Flä- 
chen zweiter  Ordnung,  in  deren  Gleichung  keine  der 
Grössen  A,  B^  J>  gleich  0   oder   oo  ist,  sind  affin. 
Die  Gleichung  12)  repräsentirt  das  System  der  Grundrissprojectionen 
der  Isophoten  dieser  Flächen.  —  Die  Coostruction  dieses  Systems  ist  in 
§  4  angegeben«     Sind  so   die  Grundrissprojectionen  der  Isophoten  ausge- 
führt, dann  können  wir  auch  sehr  leicht  die  Aufrissprojectionen  construiren. 


*)  Es  ist  selbstverständlich ,  dass  in  Gleichong  8)  d  gleich  D  genommen  wer- 
den muBs. 
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Bei  dem  elliptischen  Paraboloid  benutzen  wir  zn  diesepi  Zwecke  die 
Schnitte  zur  2*Aze  senkrecht  gelegter  Ebenen,  bei  dem  hyperbolischen 
Paraboloid  die  in  demselben  liegenden  Geraden.  Hiermit  ist  denn  aaoh 
die  Construction  der  Isophoten  der  beiden  Paraboloide  erledigt.  Das  in 
Fig.  1  Taf.  VI  dargestellte  System  £  ist  zagleich  das  System  der  Orund- 
rissprojectionen  von  den  Isophoten  eines  Rotationsparaboloides ;  das  in 
Fig.  2  dargestellte  System  2^  ist  zugleich  das  System  der  Grundrissprojec- 
tionen  von  den  Isophoten  eines  elliptischen  Paraboloides.  —  Gehen  wir  den 
Weg  der  Construction  in  entgegengesetzter  Richtung,  so  können  wir  auch 
die  Lichtstärke  eines  beliebig  gegebenen  Flächenpunktes  bestimmen. 

Für  das  Botationsparaboloid  ist  p  =  -|-  1,  filr  das  gleichseitig -hyper- 
bolische Paraboloid  ist  />  =  —  1.  —  Hieraus  folgt: 

Die  Systeme  der  Grundrissprojectionen  Ton  den 
Isophoten  der  Rotationsparaboloide  und  der  gleich- 
seitig-hyperbolischen  Paraboloide    sind    ähnlich. 

In  gleicher  Weise  kann  man  aus  den  in  dieser  Abhandlung  aufgestell- 
ten *  allgemeinen  Gleichungen  oder  Sätzen  viele  Specialsätze  ableiten, 
welche  fär  die  Isophotenconstruction  oft  sehr  nützlich  sind. 

§7. 

Vatenndhung  dar  Systeme  Z  und  Z^.    Vereinfachte  Conftmotion  der 

Isophoten  der  Fläehen  zweiter  Ordnung. 

Die  Gleichung  des  Systems  JS  ist  nach  §  3 
^^ax  +  ßy+yd 

Drehen  wir  das  Coordinatensystem ,  auf  welches  diese  Gleichung  be- 
zogen ist,  um  den  Coordinatenanfang  bis  die  :r-Axe  mit  der  Projection  der 
Lichtstrahlenrichtung  zusammenfällt,  d.  h.  setzen  wir: 

a                     ß 
statt  X.    X  — y  -7-  , 

ß  «      ' 

statt  y,     X  —:f:=^+y  -7-rt-^  » 

dann  wird  die  transformirte  Gleichung  des  Systems  Z 

jr^^V^^+^^X  +  yd 

/a:«  +  y*  +  <f    ' 
Bezeichnen  wir  mit  v  den  Winkel,  welchen  die  Lichtstrahlenrichtung 
mit  der  z-Axe  einschliesst ,  dann  ist 

y  =  cosv,    ^«•-f-/P  =  mv, 
und  hiernach 

^x  .sinv  +  dcosv 

j/x^'+y^+d^'' 
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För  Z  =  0  ist 

0?  =  — rfco«v  =  Soö  (Fig.  1). 
Diese  Gleichung  repräsentirt  die  Gerade  p. 

Nehmen  wir  jetzt  den  Punkt  Q  als  Coordinatenanfang ,   d.  h.  setzen 
wir  statt  x^x-^dcoiv^  dann  ist  die  Gleichung  des  Systems  Z: 

X  sin  V 


'X  = 


y{x—d  cos  v)*+  y*  +  <P 
Hieraus  folgt  durch  Umformung  der  Gleichung 
.        ..   __^__      ,  Pdcolv  Z'd»  _^ 

Aus  dieser  Gleichung  ergieht  sich ,  dass  die  Mittelpunkte  der  Kegel- 
schnitte des  Systems  2  auf  der  jetzigen  ar-Axe  liegen,  und  dass  deren 
Abscisse 

^j-  Vdcoiv 

Z*  —  stn*  V 
ist. 

Setzen  wir  statt  x^  x  +  tn^  so  erhalten  wir  die  Mittelpunktsgleichung 

der  Kegelschnitte  des  Systems  2 

Hiernach  sind  die  Quadrate  der  Halbaxen  dieser  Kegelschnitte 

.     d'X'O-Z') 

feiner  ist  der  halbe  Parameter  dieser  Kegelschnitte 

«)  1<>=7" — x~' 

und  wenn  wir  L^=cosX  setzen 

^pzsdian  l. 

Der  Halbparameter  der  Kegelschnitte  des  Systems  2  ist 
der  Tangente  des  Winkels  X  proportional  und  unabhängig 
von  der  Richtung  der  Lichtstrahlen. 

Aus  der  Gleichung  8)  folgt 

b*  =  -/a  .  d  tan  X. 

Die  Halbaze  h  ist  die  mittlere  Proportionale  zwischen 
der  Halbaxe   a  und   der  Grösse  dianX. 

Dieser  Satz  kann  zur  Construction  der  Nebenaxe  (26)  dienen,  da  wir 
die  Grössen  2  a  und  d  ian  X  leicht  aus  der  Fig.  i  entnehmen  können. 

Aus  der  Gleichung  ^)  ergiebt  sich  für  Z  =  +  ^ 

d 

m  ,      ==-; . 

±  i      sin  ¥  cos  V 

Dies  ist  der  Abstand  des  Punktes  P  von  Q. 
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Setzen  wir 


jii  =  m  —  m 


+  1 


so  ist 


and  da 


D  —  sir^  V 
ist,  ergiebt  sich 

b'^  s=  fidrotr. 
Hierans  folgt  der  Satz: 

Die  Endpunkte  der  Nebenaxen  (26)  aller  Kegel- 
schnitte des  Systems  2  liegen  auf  zwei  congrnenten 
Parabeln,  welche  den  Punkt  Pals  gemeinschaftlichen 
Scheitel,  die  Projection  der  Lichtstrahlenrichtung 
als  gemeinschaftliche,  aber  entgegengesetzt  gerich- 
tete Axe  haben,  und  deren  Parameter  gleich  {d coi  v) 
der   Strecke  S^^Q   (Fig.  i)    ist. 

Auf  der   einen   dieser  Parabeln   liegen   die   End- 
punkte   der  Nebenaxen    von    den   Ellipsen,    auf    der 
anderen  die  Endpunkte  von  den  Nebenaxen  der  Hy- 
perbeln   des    Systems  2. 
Dieser  Satz  ist,  wie  man  leicht  erkennt,  zu  einer  sehr  einfachen  Con- 
struction  der  Kegelschnitte  des  Systems  Z  behilflich. 

Da  die  Systeme  ^  und  ^,  affin  sind ,  so  gilt  auch  der  Satz : 

Die  Endpunkte  aller  der  Geraden  p^  (Fig.  2)  pa- 
rallelen Durchmesser  der  Kegelschnitte  des  Systems 
£^  liegen  auf  zwei  congrnenten  Parabeln,  welche 
sich  in  dem  Punkt  P  berühren  und  die  Gerade  <SqP, 
als  gemeinsamen  aber  entgegengerichteten  Durch- 
messer  haben. 

Auf  der  einen  Parabel  liegen  die  Endpunkte  der 
Ellipsendurchmesser,  auf  der  anderen  die  Endpunkte 
der  Hyperbelndurchmesser,  und  alle  diese  Durch- 
messer haben  die  Gerade  S^P^  als  conjugirten  Durch- 
messer. 
Aus  den  Axenwerthen  der  Kegelschnitte  £  ergiebt  sich 
J^a*  —  fc*     sinv 

Diese  Gleichung  liefert  den  Satz : 

Die  numerische  Excentricität  der  Kegelschnitte 
des  Systems^  ist  der  Lichtstärke  umgekehrt  pro- 
portional. 
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Ana  der  Gleichung  a)  dieses  Paragraphen  folgt  nach  einfacher  Um* 
formnng 


V-sin^v 


a:*  +  y*  —  2d  CO/  V  .  a:  + 


d» 


stvrv 


=  0. 


In  dieser  Gleichung  für  das  System  Z  ist  nur  in  den  Coefficienten  von 
a?  die  veränderliche  Grösse  L  enthalten,  and  da  die  Systeme  S  nnd  E^  affin 
sind ,  so  ergiebt  sich  der  Doppelsatz  *) : 


Die  Kegelschnitte  des  Sy- 
stems 27  berühren  sich  in 
denselben  zwei  imaginären 
Pankten  der  Geradenp  (Fig.l). 

Die  Systeme  Z  und  Z^  sind  hiernach  specielle  Kegelschnittbüschel. 
Es  gelten  ferner  die  bekannten  Sätze: 


Die  Kegelschnitte  des  Sy* 
stems  Zx  berühren  sich  in 
denselben  zwei  imaginären 
Pankten  der  Geradenpj  (Fig.2), 


Die  Polaren  eines  beliebi- 
gen Punktes  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  des  Sy- 
stems Z  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  Geraden  p. 

Die  Pole  einer  beliebigen 
Geraden  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Systems  Z 
liegen  auf  einer  Geraden,  die 
durch   den  Punkt   P  geht. 


Die  Polaren  eines  beliebi- 
gen Punktes  in  Bezug  auf 
alle  Kegelschnitte  des  Sy- 
stems Z^  schneiden  sich  in 
einem  Punkte  der  Geradenp,. 

Die  Pole  einer  beliebigen 
Geraden  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte  des  Systems 
Zx  liegen  auf  einer  Geraden, 
die  durch  den  Punkt  P,  geht. 


In  dem  Systeme  Z  (2^,)  ist  P  (Pj)  ein  Cardinalpunkt,  die  Gerade  p  (p,) 
eine  Cardinallinie**).  —  Nach  §  3  können  wir  auch  das  System  Z{Zx)  als 
ein  involutorisches  ebenes  System  ansehen,  in  dem  der  Punkt  P  (Pf)  das 
Involntionscentrum  und  die  Gerade  p  (p,)  die  Tnvolutionsaxe  ist***). 

Schneiden  wir  das  Isophotoidensystem  S  (§  3)  durch  eine  Ebene  E^ 
welche  senkrecht  auf  der  Geraden  LS  steht,  aber  nicht  durch  den  Punkt  S 
geht  dann,  ist  dieser  Durchschnitt  ein  System  von  concentrischen  Krei- 
sen, welches  wir  mit  Z'  bezeichnen  wollen.  Da  nun  das  System  Z  eben- 
falls ein  ebener  Schnitt  von  S ist,  so  folgt  der  Satz: 

Die  Systeme  Z'  und   Z  sind   collinear. 

Aus  diesem  Satze  lassen  sich  auch  sehr  leicht  die  oben  ausgesproche- 
nen Doppelsätze  ableiten,  wenn  man  beachtet,  dass  der  Mittelpunkt  der 


*)  L.  J.  Magnus,  Aufgaben  und  Lehrsätze  aus  der  analytischen  Geometrie 
1.  Theil,  S.  222. 

**)  Orctschel,  Organische  Geometrie.  Leipzig  1868.  Qaandt  und  Händel. 
Seite  1-21. 

•^)  Reye,  Geometrie  der  Lage  iL  Tbeil,  Seite  109.  Hannover,  Carl 
Rümpler  1866. 
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concentrischen  Kreiae  des  Systems  Z>'  in  Bezug  auf  alle  Kreise  der  Pol  der 
unendlich  fernen  Geraden  in  Z*  ist,  welche  in  E  der  Geraden  p  entspricht. 
Ferner  können  wir  auch  nach  diesem  Satze  mittelst  des  Systems  (^)  con- 
centrischer  Kreise  die  Kegelschnitte  des  Systems  E  constrniren.  Um  dies 
auszufahren ,  legen  wir  die  Ebene  durch  den  Punkt  P  Fig.  3  (Fig.  1),  dann 
ist  ¥  der  Mittelpunkt  der  concentrischen  Kreise  ^T,  und  die  Ebene  des 
Systems  L  wird  von  E  in  einer  Geraden  c  geschnitten,  welche  durch  P 
geht  und  auf  S^  P  senkrecht  steht.  Drehen  wir  die  Ebene  ^  um  c  bis  sie 
mit  der  Ebene  des  Systems^  zusammenfällt,  dann  behalten  die  Systeme  l?'' 
und  2  collineare  Lage.  In  Fig.  3 ,  Taf.  VI  ist  die  Gerade  c  die  OoUinea^ 
tionsaxe,  der  Punkt  C  das  Collineationscentrnm  und  die  Geraden  p  und  t' 
sind  ^ie  Gegenaxen;  denn  construiren  wir  wieder  id  Fig.  3,  wie  in  Fig.  1 
angegeben,  den  Strahlenbnschel  5,,  machen  jßC  gleich  QS^  und  ebenso  PIt 
gleich  QSzy  so  ist  bekanntlich  ^das  Collineationscentrum  und  die  durch  Q 
und  It  zvi  c  parallel  gezogenen  Geraden  p  und  t  sind  die  Gegenaxen.  — 
Ziehen  wir  ferner  durch  Peine  Gerade  f  senkrecht  auf  PS^^  dann  wird 
das  involutorische  Strahlenbüschel  S^  durch  die  Gerade  f  in  einem  sym- 
metrischen involntorischen  geraden  Gebilde  geschnitten,  in  welchem  je 
zwei  zugehörige  Punkte  die  Durchmesserendpunkte  der  um  P  beschriebe- 
nen concentrischen  Kreise  des  Systems  £'  sind.  —  Hierdurch  ist  das  Sy- 
stem £'  gegeben  und  mittelst  dieses  Systems  ist  auch  das  System  £  leicht 
zu  construiren.  In  der  Fig.  3  entspricht  dem  Kreise  K'  (Lichtstärke  0,0) 
in  Z'  die  Ellipse  F  in  Z,  und  dem  unendlich  grossen  Kreise  (Lichtstärke  0) 
in  £'  die  Gerade  p  in  £.  —  Diesen  unendlich  grossen  Kreis  können  wir 
für  die  Folge  unbeachtet  lassen ,  weil  die  Gerade  p  in  2  ihn  vertritt. 

Den  Polaren  des  Punktes  R'  in  Bezug  auf  die  Kreise  in  2'  entspre- 
chen die  Nebenaxen  der  Kegelschnitte  in  2,  Den  Kreistangenten  an  den 
Schnittpunkten,  welche  die  Gerade  t'  mit  ^en  Kreisen  bildet,  entsprechen 
die  Asymptoten  der  Hyperbeln  des  Systems  2.  —  Die  Berührungspunkte 
der  Tangenten,  welche  voh  dem  Punkte  R'  an  die  Kreise  in  2'  gezogen 
werden  können,  liegen  auf  einem  Kreise,  der  durch  P  und  R^  geht.  Diesen 
Berührungspunkten  in  2'  entsprechen  die  Endpunkte  der  Nebenaxen  der 
Ellipsen  in  Z;  und  da  dem  Punkte  R'  in  2'  ein  unendlich  ferner  Punkt  in 
2  entspricht,  so  müssen  auch  diese  Axenendpunkte  in  einer  Parabel  liegen, 
was  schon  oben  analytisch  bewiesen  ist. 

Ist  die  Zeichnenfläche  zu  klein  für  die  Darstellung  des  grössten  Krei- 
ses, welcher  der  Lichtstärke  0,1  entspricht,  so  können  wir  entweder  die 
Ebene  des  Systems  2  parallel  zu  sich  näher  an  den  Flächenmittelpunkt  S 
rücken  und  dadurch  das  System  ^verkleinern,  oder  wir  können  auch  die 
auf  PS  senkrecht  stehende  Ebene  E  näher  an  S  rücken.  Hierdurch  wird 
zwar  die  Coli inea tionsaxe  c  und  die  Gegenaxe  t  näher  an  Q  gebracht  und 
die  Construction  von  2'  und  2  ein  wenig  modificirt,  aber  nicht  erschwert. 
Eine  besondere   Modification  der  Construction   tritt   ein,    wenn   wir  die 
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£bene  E  so  l^gen,  dass  die  beiden  Gegenaxen  p  und  i*  zusammenfftllea« 
Dia  beiden  Systeme  £'  und  £  sind  dann  in  collinearer  Involntion« 

In  den  §§  3  und  4  ist  schon  gesagt,  dass  das  System  Z  zur  Constnie- 
tion  der  Isophoten  der  Kuge1fl?lche  und  der  Rotationsflächen  zweiter  Ord- 
nung dienen  k($nnte,  aber  keine  Anwendung  fSnde,  weil  wir  im  ersten 
Theile  dieser  Abhandlung*)  für  diese  Flächen  eine  viel  einfachere  Con- 
stmetion  angegeben  haben.  Wir  wollen  dennoch  die  Tsophotenconstruction 
mittelst  des  Systems  £  in  einer  anderen  Weise  als  dies  in  den  §§  8  und  4 
geschehen ,  ausfahren ,  um  zu  einer  einfacheren  Tsophotenconstruction  der 
Flächen  zweiter  Ordnung  zu  gelangen.  ^ 

Legen  wir  durch  die  ^-Axe  einen  Ebenenbüschel,  dann  wird  das  Tso- 
photoidensystem  S  in  involutorischen  Strahlenbüscheln,  die  Ebene  des  Sy* 
stems  £  in  einem  Strahlenbüschel  geschnitten,  dessen  Mittelpunkt  5, 
(Fig.  3,  Taf.  VI)  ist.  Auf  jedem  Strahl  dieses  Büschels  Sj^  wird  durch 
das  System  £  ein  involutorisches  gerades  Gebilde  erzeugt,  welches  be- 
ziehungsweise perspectivisch  zu  dem  involutorischen  Strahlenbüschel  (5) 
liegt.  Diese  involutorischen  geraden  Gebilde  auf  den  einzelnen  Strahlen 
des  Büschels  5j  können  wir  aber,  ohne  das  System  £  fertig  vor  uns  zu  ha 
ben  —  was  bisher  nöthig  war  —  auf  folgende  Weise  construiren: 

fis'sei  in  Fig.  3  5,  (cf, /3,  y)  der  genannte  Strahlenbüschel  in  £.  Wir 
bestimmen,  wie  in  der  Figur  angegeben,  in  £'  den  Punkt  S'  welcher  ^S, 
entspricht;  und  da  die  Punkte  a^  ß^  y  auf  der  Collineationsaxe  c  liegen, 
sich  also  selbst  entsprechen,  so  ist  S'  (a^ß^y)  der  entsprechende  Büschel 
in  £\  Die  Strahlen  5'a,  S' ß^  S'  y  schneiden  die  concentrischen  Kreise  £^ 
in  symmetrischen  involutorischen  geraden  Gebilden.  Diese  projiciren  wir 
von  dem  CoUineationscentrum  C  aus  auf  die  entsprechenden  Strahlen 
5,flf,  5,/J,5,y  und  erhalten  so  auf  den  Strahlen  des  Büschels  5,  die  für  die 
Isöphotenconstruction  nöthigen  involutorischen  geraden  Gebilde  ohne  Hilfe 
des  fertigen  Systems  £]  statt  dessen  brauchen  wir  nur  das  viel  ein- 
fachere System  concentrischer  Kreise  £'  zu  construiren.  Verbinden  wir 
die  Punkte  dieser  involutorischen  geraden  Gebilde  mit  S,  dem  Mittelpunkt 
der  Fläche,  durch  Gerade ,  dann  sind  ihre  Durchschnitte  mit  dieser  Fläche 
Punkte  der  Isophoten  dieser  Fläche  zweiter  Ordnung. 

Da  die  Berührungspunkte  der  von  S'  an  die  concentrischen  Kreise 
{£')  gezogenen  Tangenten  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Durchmesser 
S'P  ist,  so  folgt  der  Satz: 


Di«  ersten  Ordnnngspunkte 
der  inTolutorischen  geraden 
A.ebilde  «uf  den  Strahlen  des 
Büschels  S'  liegen  auf  einem 


DieorstenOrdnungspunkte 
der  involutorischen  geraden 
Gebilde  auf  den  Strahlen  dea 
Büschels  5,  liegen   auf  einer 


*)  Zeitschrift  für  Math.  ü.  Phys.  Heft  3;    1868. 
Zeitschrift  f.  Mnlhematik  u.  Physik  XIV,  4.  22 
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Kreise,  dessen  Durchmesser 
STiBt]  die  zweiten  Ordnnngs - 
punkte  liegen  auf  der  aneod- 
lich  fernen  Geraden. 


Ellipse^  deren  eine  Axe  S^P 
ist;  die  zweiten  Ordnnngs- 
punkte  liegen  auf  der  Ge- 
raden p. 


In  gleicher  Weise,  wie  durch  die  s-Axe  der  Rotationsfläche  zweiter 
Ordnang,  können  wir  auch  durch  die  x-  oder  y*  Axe  derselben  einen  Ebe-^ 
uenbüschel  legen;    wir   erhalten   dann   aber  in  £  einen  Paralllelstrahlen- 
biischel,  in  dem  jeder  Strahl  Träger  eines  involutorischen  geraden  Gebilde« 
isi|  and  dem  in  £'  ein  Strahlenbtiscbel  entspricht,  dessen  Mittelpunkt  in 
der  Gegenaxe  t  liegt.     Da  die  Systeme  ^  und  £  collinear,  die  Systeme  £  • 
und  £^  affln  sind ,  so  ist  auch  jedes  dem  System  £'  ähnliches  System  con- 
centrischer  Kreise,  welches  wir  mit  £"  bezeichnen  wollen,  dem  System  £i 
collinear.     Wir  können  hiernach  mit  Hilfe  des  Systems  £"  das  System  £i 
construiren.  —  Um  dies  in  der  einfachsten  Weise  auszuführen,   müssen 
wir  £*'  und  ^5*1  in  collineare  Lage  bringen.    Zu  diesem  Zwecke  construiren 
wir  zunächst ,  um  £*'  zu  erhalten ,  von  dem  System  £'  in  Figur  4  nur  die 
Gerade  i^  {QP  in  Fig.  3,  Taf.  VI),  auf  dieser  die  Punkte  P  nnd  0  und  die 
Gerade  c,  welche  in  P  auf  t  senkrecht  steht;  ferner  bestimmen  wir,  wie  in 
Fig.  3  gezeigt,  auf  der  Geraden  c  das  symmetrische  involutorische  gerade 
Gebilde  und,  wie  in  §  4  angegeben,  die  Punkte  0^  und  P^  in  ^t,  welche 
den  Punkten  Q   und  Z'  in  27  entsprechen.     Dann  entspricht,  da  SgX  die 
Affinitätsaxe  ist,  der  Geraden  c  in  X  die  Gerade  C|  in  £i.     Hierauf  proji- 
ciren  wir  durch  einen  zu  5^  F  parallelen  Strahlenbüschel  das  symmetrische 
involutorische  gerade  Gebilde  c  auf  C|  und  beschreiben  um  P|  als  Mittel- 
punkt  concentrische    Kreise,    von    denen  jeder   durch   zwei    zugehörige 
Punkte  des  symmetrisehen  involutorischen  geraden  Gebildes  C|  geht.    Die- 
ses System  coucentrischer  Kreise  ist  das  gewünschte,  welches  wir  oben  mit 
£'^  bezeichnet  haben.    Es  ist  dem  System  £'  ähnlich,  daher  auch  collinear 
mit  £x  und  hat  mit  diesem  collineare  Lage ;  denn  beide  Systeme  {£  ^  und 
£^)  haben  das  involutorische  gerade  Gebilde  c^  entsprechend  gemein,  und 
diese  Gerade  c^  ist  demnach  die  Collineationsaxe.     Um  nun  noch  das  CoU 
lineationscentrum  C^  zu  erhalten,  bestimmen  wir  auf  bekannte  Weise  in  £" 
den  Punkt  R**^  welcher  dem  Punkt  R*  in  £'  entspricht;   ziehen  QfCi  pa- 
rallel nnd  gleich  PiR'\  dann  ist  C|  das  Collineationscentrum.     Ziehen  wir 
ferner  durch  Q^  und  R**  die  Geraden  p^  und  t^  parallel  der  Geraden  c^ 
dann  sind  p^  und  i'  die  Gegenazen  der  Systeme  2^  und  27^.     Hiernach  ist 
nun  auch  mit  Hilfe  der  concentrischen  Kreise  in  £"  das  System  JC,  leicht 
in  construiren.     Die  Polaren  des  Punktes  R*'  in  Bezug  auf  alle  Kreise 
in  £"  entsprechen  dem  der  Geraden  q  parallelen  Darchmesser  der  Kegel- 
schnitte in  £i.    Den  Kreistangenten  an  den  Schnittpunkten,  welche  die 
Gegenaxe  t"  mit  den  concentrischen  Kreisen  in  £*'  bildet,  entsprechen  die 
Asymptoten  der  Hyperbeln   des  System  £^.     Die  Berührungspunkte  der 
Tangenten,  welche  von  R"  an  die  Kreise  in  £"  gezogen  werden  können, 
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liegen  »nf  einem  Kreise,  dessen  Dttrchmesser  F^^R"  ist  and  durch  die 
Punkte  Pj  und  R'*  gebt.  Diesen  Berührungspunkten  entsprechen  die  End- 
punkte der  zu  q  parallelen  Durchmesser  der  Ellipsen  in  27^;  diese  End- 
punkte liegen  daher  auf  einer  Parabel,  die  durch  Py^  gebt,  was  schon  oben 
bewiesen  wurde. 

Ebenso  wie  im  System  2?  können  wir  auch  hier  im  System  JS^  die  inro- 
lutoriscben  geraden  Gebilde  auf  den  Strahlen  des  Btiscbels  erhaken,  wel- 
cher entsteht,  wenn  wir  durch  die  ^-Aze  der  Fläche  zweiter  Ordnung  einen 
Ebenenbttschel.  legen. 

Es  seien  in  Fig.  4  ^o^ii'^ol'i'  \y\  ^^^^  Strahlen  dieses  Büschels.  Dem 
Punkte  S^  in  2^^  entspricht  dann ,  wie  man  ans  der  Fig.  4  ersieht,  der  Punkt 
5"  in  J?'';  die  Punkte  0^,  /?^,  y^  entsprechen  sich  selbst,  und  folglich  ent- 
spricht dem  Strahlenbüschel  S^  (or^,  /9^,  y^  in  Zy  der  Strahlenbüschel 
5"  (ffj,  /Jj,  y^)  in  2?".  Die  concentrischen  Kreise  in  S'  erzeugen  auf  den 
Strahlen  S"a^y  ^'j9^, ...  symmetrische  involntorische  gerade  Gebilde;  diese 
projiciren  wir  von  C^  aus  auf  die  entsprechenden  Strahlen  S^u^^  '^oft»  ••• 
und  erhalten  so  auf  allen  Strahlen  des  Büschels  S^  die  fär  die  Isophoten- 
constmction  n6thigen  inrolutorischen  geraden  Gebilde  ohne  Hilfe  des  fer- 
tigen Systems  2^  mit  Hilfe  des  leicht  zu  construirenden  Systems  concen- 
trischer  Kreise  X^'\ 

Um  die  Zeichnung  dieser  involutorischen  geraden  Gebilde  zu  contro- 
Hren  und  um  schärfere  Schnitte  für  ungenaue  Schnitte  zu  erhalten,  kön- 
nen wir  von  der  zweiten  collinearen  Lage  der  Systeme  2,"  und  2?^,  bei  der 
die  Collineationsaxe  c^  und  das  System  Z"  ungeändert  bleibt,  vortheilhaf- 
teu  Gebrauch  machen.  Dies  ist  in  den  Figuren  3  und  4  ausgeführt,  und 
daher  sind  die  Punkte  auf  den  Strahlen  in  der  Zeichnung  durch  Kreuzchen 
repräsentirt. 

Da  die  Berührungspunkte  der  von  S"  ausgehenden  an  die  Kreise  2!' 
möglichen  Tangenten  auf  einem  Kreise  liegen,  dessen  Durchmesserend- 
punkte  JP^  und  S"  sind,  so  folgt  der  Satz: 


Die  ersten  Ordnungspnnkte 
der  involutorischen  geraden 
Gebilde  auf  den  Strahlen  des 
Bttschels  S"  liegen  auf  einem 
Kreise,  in  dem  P^  und  S" 
Durchmesserendpunkte  sind; 
die  zweiten  Ordnungspunkte 
liegen  auf  der  unendlich  fer- 
nen Geraden. 

Statt  durch  die  a:- Axe  kann  man  auch  durch  die  x-  oder  ^- Axe  der 
Fläche  zweiter  Ordnung  einen  Ebenenbüschel  legen ;  dann  erhalten  wir  in 
der  Ebene  des  Systems  Z^  ein  Parallelstrahlenbüschel ,  welchem  in^^^  ein 
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Die  ersten  Ordnungsp unkte 
der  involutorischen  geraden 
Gebilde  auf  den  Strahlen  des 
Büschels  S^  liegen  auf  einer 
Ellipse,  in  der  jP^  und  S^ 
Durchmesserendpunkte  sind; 
die  zweiten  Ordnungspunkte 
liegen   auf   der  Geraden  p. 
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Strahlen büschel  entspricht,  dessen  Mittelpnnkt  in  der  Gegenaze /"liegt. 
Anf  den  Strahlen  dieser  Bttschei  erzengen  die  concentrischen  Kreise  in  ST 
inTolntoriftche  gerade  Gebilde.  Diese  projiciren  wir  von  C^  ans  auf  die 
entsprechenden  Strahlen  des  Parallelstrahl enbiischels  nnd  erhalten  so  die 
anr  Isophotenconstruction  behilflichen  involutorischen  geraden  Gebilde; 
denn  verbinden  wir  die  Punkte  dieser  Gebilde  dnrch  Gerade  mit  dem  FlK- 
cbenmittelpunkt ,  dann  sind  die  Dorehscbnittspunkte  dieser  G^eraden  mit 
der  Flüche',  Funkte  der  Isophoten  derselben. 

Durch  die  in  §  4  angegebene  Isophoten construction  gelangen  wir  swar 
auf  kuraem  Wege  zu  den  nöthigen  involutorischen  geraden  Gebilden,  aber 
der  dort  benutzte  Ebenenbüsche]  ist  durch  die  Gerade  S^Pj*)  gelegt  und  die 
Schnitte  der  Ebenen  dieses  Büschels  mit  der  Fläche  zweiter  Ordnung  sind 
mühsam  zu  construiren.  —  Die  in  diesem  Paragraphen  abgeleitete  Constrne- 
tion  führt  zwar  nicht  ganz  so  rasch  zu  den  nöthigen  involutorischen  geraden 
Gebilden;  aber  wir  legen  dagegen  den  Ebenenbüschel  dnrch  eine  Axe  der 
Fläche  zweiter  Ordnung,  nnd  dann  sind  die  Schnitte  der  Ebenen  dieses 
Büschels  mit  dieser  Fläche  sehr  leicht  zu  construiren.  Hiernach  ist  im 
Allgemeinen  die  Construction  der  Isophoten  der  Flächen 
zweiter  Ordnung,  welche  Ranmcurven  vierter  Ordnung  sind, 
auf  die  Construction  concentri scher  Kreise  (des  Systems  2?'^ 
und  auf  die  Construction  der  Schnitte  zurückgeführt,  welche 
durch  eine  Axe  der  Fläche  zweiter  Ordnung  gelegte  Ebenen 
mit   dieser   Fläche   bilden. 

Die  Construction  der  geradlinigen  Isophoten  der  Kegelfläche  zweiter 
Ordnung  vereinfacht  sich  durch  das  Systems  Z!'  sehr.  Ist  k^  der  Kegel- 
schnitt der  Kegelfläche  mit  der  Ebene  des  Systems  2^,  dann  construiren 
wir  den  entsprechenden  Kegelschnitt  W  in  Z"  \  zu  den  Schnittpunkten, 
welche  k"  mit  den  concentrischen  Kreisen  in  2^'  bildet,  bestimmen  wir  die 
entsprechenden  Punkte  auf  k^  in  ^j,  diese  verbinden  wir  durch  Gerade  mit 
der  Kegelspitze,  dann  sind  diese  Geraden  die  Isophoten  der  Kegelfläcbe. 


♦)  Ä,  ist  der  Mittclpunlit  der  Fläche  zweiter  Ordnung. 
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XL  Tebar  die  Genauigkeit  der  Winkelgleiohong  dee  8tamplbr*f  ehen 
XivelliriBitnuneatef.  Von  Amtom  Schbll,  Profeseor  der  Geodäsie  und 
deseriptiven  Geometrie  am  baldsofaen  Polytechnikum  sa  Riga.  (Hiersa 
Tcfel  V,  Fig.  2  und  3.) 

Im  Jahre  1800  hat  der  Ingenienroberst  J.  L.  Hogrewe  in  seinem 
Werke:  „Praktische  Anleitung  eum  Nivelliren  oder  Wasserwftgen  nech 
einer  in  vielen  Stücken  veränderten  und  erleichterten  Methode**  ein  Nivel- 
lirinstrument  bekannt  gemacht,  welches  gestattet,  ans  den  Umdrehnngs- 
sahlen  einer  an  dem  Instrumente  angebrachten,  verticalen  Mikrometer- 
schraube,  welche  der  horizontalen  Richtung  der  Visirlinie  des  Femrohrs 
sowie  der  Einstellung  auf  zwei  an  der  Nivellirlatte  bezeichnete  Punkte 
entsprechen,  sowohl  die  Lattenhöhe  als  auch  die  Entfernung  der  Latte  vom 
Instrumente  auf  geometrischem  Wege  su  bestimmen. 

Hogrewe  hat  sein  Instrun^^ent  sowie  die  mit  demselben  auszuführende 
besondere  Methode  des  Nirellirens  in  den  wesentlichsten  Theilen  einer 
sorgfältigen  Prüfung  unterzogen.  Nachdem  er  in  dem  zweiten  Abschnitte 
des  Vorberichtes  seines  oben  citirten  Werkes  die  Vortheile  erwähnte, 
welche  diese  besondere  Methode  des  Nivellirens  besitzt,  untersuchte  er  in 
dem  dritten  Abschnitte  den  Einfluss,  welchen  eine  fehlerhafte  Ablesung  an  der 
Schraube,  sowie  ein  ungenaues  Einspielen  der  Libelle  auf  die  Lattenhöhe 
hervorbringt;  es  wurde  ferner  gezeigt,  welche  Correctionen  erforderlich 
sind,  wenn  das  Gefälle  bedeutend  wird,  und  schliesslich  angegeben,  wie 
mittelst  Tabellen  für  ein  bestimmtes  Individuum  die  erforderliche  Rechnung 
vereinfacht  werden  kann. 

Professor  Stampfer,  in  der  Vorrede  zu  seinem  Werke:  „Theoretische 
uid  praktische  Anleitung  aum  Nivellirea"  der  Arbeiten  Hogrewe's  er- 
wähnend und  von  der  Richtigkeit  und  Ausführbarkeit  seiner  Vorschläge 
tiberzeugt,  suchte  die  an  dem  Hogrewe 'sehen  Instrumente  noch  verhau- 
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denen  Mängel  und  Gebrechen  za  beseitigen  nnd  dadurch  dem  Instrumente 
eine  Genauigkeit  zu  verleihen,  welche  kaum  etwas  zu  wünschen  übrig  läsat. 
Insbesondere  sachte  er  die  mangelhafte  Führnng  des  Fernrohrs  dnrch  die 
Mikrometerschranbe  dadurch  zu  beseitigen ,  dass  er  die  Verbindung  dersel- 
ben mit  dem  Fernrohre  und  dem  Trftger  des  Instrumentes  durch  Kugelge- 
lenke herzustellen  rersuchte,  wodurch  die  Mikrometerschraube  eine  ver- 
änderliche Lage  erhielt.  Die  mangelhafte  Art  und  Weise,  wie  Hogrewe 
die  Rectification  seines  Instrumentes  ausführte,  veranlassten  Professor 
Stampfer,  den  Drehungspunkt  des  Fernrohrs  nicht  in  die  Visirlinie  zu 
legen,  sondern  derselben  eine  excetttrische  Bewegung  zu  geben,  wodurch 
es  möglich  wird ,  das  Fernrohr  in  seinen  Lagern  umzulegen  und  die  Recti- 
fication des  Instrumentes  von  einem  Standpunkte  aus  rasch  und  sicher 
zu  vollführen.  Dass  diese  angebrachten  Veränderungen  nicht  Nachahmun- 
gen, sondern  Verbesserungen  sind,  bedarf  wohl  in  den  Augen  des  Sachver- 
ständigen keines  Beweises.  Allein  nicht  nur  in  der  Construclion  dea  Instru- 
mentes «eigen  sich  Versehiedenheiten,  sondern  auch  in  der  Art  uttd  W^iae, 
wie  die  erhaltenen  Ablesungen  der  Schraube  zur  Bestimmung  der  Latten- 
höhe und  Horizontaldistanz  benutzt  werden.  Während  Hogrewe  suf  Er- 
mittelung der  letzteren  den  rein  geometrischen  Weg  einschlug,  zeigte  Pro- 
fessor Stampfer,  wie  dieses  verbesserte  Nivellirinstrument  zur  gettauen 
Messung  von  Verticalwinkeln  gebraucht  werden  kann,  uod  benutate  d%u 
mittelst  der  Mikrometerschraube  gemessenen  Winkel  zur  Berechnung  obiger 
Grössen. 

Trotz  dieser  Verbesserungen  hat  das  Stampf  er 'sehe  Nivellirinstru- 
ment,  wie  der  Verfasser  in  seiner  Anleitung  zum  Nivelliren  selbst  sagt,  An- 
griffe und  Verkleinerungen  erfahren.  Erst  in  neuester  Zeit  wurde  in  Pog- 
ge  ndor  ff 's  Annalen  der  Physik  u.  Chemie  Band  \^  das  Stampf  er 'scbe 
Instrument  als  einer  wesentlichen  Verbesserung  fähig  »erkannt,  und  die 
Theorie  desselben  als  ungenau  und  unrichtig  bezeichnet.  Was  von  den 
Verbesserungen  zu  halten  ist,  darüber  hat  sich  Professor  S.  v.  Krusp^r 
in  denselben  Annalen  Band  130  klar  ausgesprochen.  Was  die  Ungenauig- 
keit  der  Theorie  betrifft,  so  wäre  diese  nur  in  der  Ungenauigkeit  oder  wohl 
gar  Unrichtigkeit  der  Stampf  er 'sehen  Winkelgleichung  zu  suchen,  da 
diese  es  ist,  auf  welcher  die  von  Professor  Stampfer  vorgeschlagene  Me- 
thode des  Nivellirens  und  Distanzmessens,  sowie  deren  Genauigkeit  beruht. 
Der  Verfasser  jenes  Aufsatzes  spricht  dies  auch  deutlich  aus,  indem  er  sagt, 
dass  das  zweite  Glied  der  Winkelgleichung  eine  ziemlich  willkürlich  an- 
gebrachte Verbesserung  sei.  In  der  mehrmals  erwähnten  Anleitung  zum 
Nivelliren  erklärt  Professor  Stampfer  ausdrücklich:  Die  Erfahrung  hat 
gelehrt ,  dass  bei  unseren  Instrumenten  zwei  Glieder  der  Reihe  hinreichend 
sind,  um  alle  durch  das  Instrument  messbare  Winkel  bis  auf  eine  Secnnde 
darzustellen.  Wir  wollen  nun  auf  theoretischem  Wege  untersuchen,  in  wie 
weit  sich  dieser  Ausspruch  bewahrheitet. 
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Wie  gleich  anfangs  erw&hnt,  benutzt  Professor  Stampfer  zur  Mes- 
sang  der  Vertjcalwinkel  die  Mikrometer-  oder  Elevationsscbraube,  deren 
oberes  Ende  E  mit  einem  Kngelsegmente  versehen ,  und  durch  eine  sphS- 
risch  ausgebohrte  Platte  mit  den  Tr&gern  des  Fernrohrs  derart  verbunden 
ist,  dass  sie  nach  allen  Richtungen  frei  bewegt,  aber  nicht  gedreht  wer- 
den kann.  Die  Mutter  M  der  Elevationsschraube  befindet  sich  in  dem  mit 
einer  Trommel  versehenen  Umdrehungskörper,  welcher  sich  mit  seinem 
kugelförmig  abgedrehten  Ende  in  einen  Stahlring  des  mit  der  Träger- 
platte verbundenen  Prismas  legt.  Durch  eine  Spiralfeder  wird  das  An- 
liegen beider  Kugeln  an  ihre  Höhlungen  gesichert  und  jeder  todte 
Gang  der  Schraube  beseitigt.  Um  die  Bewegung  des  Fernrohrs  mes- 
sen zu  können,  ist  an  jenem  Träger,  an  welchem  die  Elevationsschraube 
befestigt  ist,  eine  aus  40  Strichen  bestehende  Theilung  angebracht,  welche 
den  Schraubengängen  der  Elevationsschraube  entspricht;  ausserdem  ist  die 
mit  dem  Rotationskörper  in  Verbindung  atehende  Trommel  in  100  gleiche 
Theile  getheilt,  so  dass  mittelst  entspreebend  angebrachter  Zeiger  Vioo 
einer  Schraubenumdrishung  direct  und  Viooo  ^^'^^  Schätzung  erhalten  wer- 
den kann. 

Sind  inFig.2,.Taf.V,  JE  und  ^  die  Mittelpunkte  der  oben  erwähnten  Ku- 
gelgelenke, C  der  Drehungspunkt  des  Fernrohrs,  ferner,  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  der  Index  der  Elevationsschraube  auf  den  Nullpunkt  der 
Theilung  gestellt  ist,  die  constanten  Dimensionen  des  Instrumentes 

CE^R,     CM^D,     EM^S, 
ferner 

LECMr^u,       LCEMr=zß^ 

so  ist  aus  dem  Dreieck  EMC 

^^*«=— i^Ä— • 
Wird  die  Elevationsschraube  bei  ungeänderter  Lage  der  Alhidade  om 
n  Schraubengänge,  welche  einer  Länge  s  entsprechen,  weiter  bewegt,  so 
gelangt  die  Linie  EC,  welche  der  Visirlinie  des  Fernrohrs  entsprechen 
mag,  in  die  Lage  ^C,  und  es  ist,  wenn  der  von  der  Visirlinie  durchlaufene 
Winkel  ECE'  mit  IF  bezeichnet  wird : 

cosCa^Jn-^ ^^ 

2DR       '^J>R^     2DR' 

Wenn  cos  (a—  fF)  in  eine  Reihe  entwickelt  und  die  Glieder  der  vier- 
ten und  höheren  Ordnung  vernachlässigt  werden ,  so  erhält  man : 

Setzt  man 

2)  fF^A^8+Bo^+C^^..^ 
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ferner 

und  beachtet,  dass 

R  sin  a 

80  findet  man  aus  den  Gleichungen  1)  und  2)  nach  der  Methode  der  unbe- 
stimmten Coefficienten : 
1 


^0  =  + 


D  sin  y 

1  KB  sin  y-^  S colg 


^°  2DUinf 


.+,    ' 


S 
i  —  3cof^a| 


1 


/Z>  sin  y  —  S  cotg  a\l 
0  />*  sin  y»  ( *      "  ^^'^  ^\  S  /( * 

Wird  der  Winkel  W  in  Secunden  ansgedrackt^  and  s=sng  gesettt,  wo 
•g  die  Höhe  eines .Schraabenganges  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Sub- 
stitution der  soeben  erhaltenen  Werthe  in  Gleichung  2)  für  den  Winkeli 
welcher  den  ersten  n  Schraubengängen  entspricht,  dsn  Aasdrack: 

(iF"-_        ^  n ^'  jDsiny^Scotgal 

\  D  sin  y  sin  l"        2 1^  sin  y*  sin  i"  \  S  ( 

^)  J         .  g^  {  f  D  sin  y  —  S  cotg  tL\\    . 

f  ^D^sxny^sinl    (  ^     \  S  J) 

oder  gans  allgemein: 

I.  f^"^  A"n  +  ^  V  +  C"n» . . . 

Um  die  speciellen  Werthe  der  Constanten  kennen  zu  lernen,  wnrdea 
die  Dimensionen  eines  aus  der  Werkstätte  des  k.  ]&  poljteciiaischeD  Insti- 
dutes  zu  Wien  hervorgegangenen  Nivellirinstrumentes  direct  ermittelt,  und 
hierfür  folgende  Werthe  erhalten: 

Ä==e,l   Wiener  Zolle 

/>==6,3         „  „ 

gf  =  0,01875,, 

Durch  Substitution  dieser  Werthe  in  Gleichung  3)  erhält  man  als  Win- 
keigleichung: 

4)  W"^  644",32  «  —  0,  U62  ««  +  0,000363<J  «• .  . . 

Diese  Gleichung  zeigt  zunächst,  daas 

1)  Der  Coefficient  B  des  zweiten  Gliedes  negatir  ist.  .  Dies  wird  stets 
der  Fall  sein,  so  lange 

D  sin  y  —  S  colg  a  >  0 
oder  wie  sich  mit  Hilfe  des  Dreiecks  CEM  leicht  zeigen  lässt 

5*> +  (/>«- Ä«). 
Bei  allen  aus  der  genannten  Werkstätte  hervorgegangenen  Nivellirinstru- 
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menten,  welche  genau  nach  obigem  Principe  constrnirt  sind,  ist 

weshalb  das  zweite  Glied  der  Winkelgleichmig  steta  negativ  ausfällt; 

2«  der  Einflnss  des  dritten  Gliedes  unbedeutend  ist,  und  den  Betrag 
TOD  1  Secunde  nicht  erreicht,  so  lange  n<  15  ist;  dagegen  bedeutend 
werden  kann,  sobald  n  die  Zahl  \b  überschreitet.  Es  folgt  hieraus  unmit- 
telbar, dass,  insofern  der  Constantenbestimmung  der  Winkelgleichung  die 
directen  Abmessungen  des  Nivellirtnstrumentes  zu  Grunde  gelegt  würden, 
die  Winkelgleichung  als  aus  drei  Gliedern  bestehend  betrachtet  werden 
mtlsse«  Abgesehen  davon,  dass  der  genauen  Ermittelung  der  Dimensionen 
des  Instrumentes  grosse  Schwierigkeiten  entgegentreten,  sind  es  auch  noch 
andere  Umstände,  welche  diese  Art  der  Constantenbestimmung  unbrauch- 
bar erscheinen  lassen.  Um  sich  insbesondere  von  den  etwa  vorhandenen 
UngleichfÖrmigkeiten  der  Schraubengänge,  welche  durch  die  bei  der  Be- 
arbeitung derselben  erzeugte  Erwärmung  resultiren  können,  unabhängig 
zu  machen,  geschieht  die  Constantenbestimmung  am  einfachsten  und  sicher- 
sten dadurch,  dass  man  auf  geeignetem  Wege  eine  Reihe  von  Verticalwin- 
kein  ermittelt,  dieselben  bei  gehöriger  Aufstellung  des  Instrumentes  mit  der 
Elevationsschraube  misst,  und  aus  den  erhaltenen  Resultaten  mittelst  der 
Methode  der  kleinsten  Quadrate  die  wahrscheinlichsten  Werthe  der  Goa- 
stanten  bestimmt.  Wird  diese  Ermittelnngsart  der  Constanten  vorausge- 
setzt, so  lässt  sich  zeigen,  dass  die  einfachere  aus  zwei  Gliedern  bestehende 
von  Professor  Stampfer  angenommene  Winkelgleichung 

die  oben  unter  L  gegebene  innerhalb  der  Grenzen,  welche  der  Winkel- 
messung  durch  die  Länge  der  Elevationsschraube  gesteckt  sind,  bia  a«f 
eine  Secunde  genan  au  ersetzen  im  Stande  ist. 

Die  Constanten  a  und  b  werden  von  den  theoretisch  bestimmten  A  irnd 
B  um  kleine  Grössen  abweichen,  welche  die  Bestimmung  haben,  innerhalb 
gewisser  Grenzen  eine  Uebereinstimmung  der  durch  die  Gleichungen  I 
und  II  dargestellten  Winkelwerthe  bis  auf  eine  Secunde  zu  erzielen« 
Setzt  man 

i^J  +  xC 
B  +  yC 
so  sind  X  und  y  so  zu  bestimmen,  dass  der  Gleichung 

oder  mit  Berücksichtigung  von  5) : 

6)  n*  =  x-\-ny  . . ,  ^ 

Genüge  geleistet  werde. 

Setat  man  der  Einfachheit  halber  der  Reihe  nach  n  =ss  5,  10,  15,  ...  40^ 
10  erhält  man  nachstehende  Bedingungsgleichungen : 


l::: 
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20=0;+  5y, 

100  =  «  +  10y, 

225  =  ar+l5y, 

400  =  a;  +  20y , 

62Ö  =  a:  +  25y , 

900  =  a:+30y, 
1225  =  Är  +  35y, 
1600  =  a?  +  40y, 

AUS  welchen  die  Unbekannten  w  und  y  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  ermittelt  werden  können.  Die  aus  den  Bedingungsgleichun^en 
sich  ergebenden  Normalgleiehungen  sind: 

2X  +  45y  =  1275 
8J9-f85ys£s2700, 
woraus  folgt: 

a:=— 387 
ye=-f.   45. 
Werden  diese  Werthe  in  Oleichung  5)  substituirt ,  so  erhält  man 

a=:  +  644",18 
fr  =  —  0,0998 
und  als  Winkelgleichnng : 

7)  n>  =  644",18  n  —  0",0998  n« . .  . 

Die  Gleichungen  I  und  II  stellen,  insofern  wir  den  jeweiligen  Stand 
der  Schraube  als  Abscisse  und  den  zugehörigen  Winkelwerth  als  Or- 
dinate betrachten,  zwei  Ourven  ICi  und  A^,  Fig.  3  dar,  welche  sich  auf 
beiden  Seiten  der  Abscissenaxe  ins  Unendliche  erstracken.  Beide  Cnrven 
weichen  rom  Ursprünge  an  bis  auf  eine  gewisse  Strecke  sehr  wenig  ron 
einander  ab,  und  durchschneiden  sich  innerhalb  derselben  in  8  Punkten 
0,  Mi  und  Mf.  Um  die  Lage  dieser  Durchschnittspunkte  zu  bestimmen, 
hat  man  nur  n  aus  der  Gleichung 

Cn*  +{B -  b)  n''  +  {A-  a)  M^O 
oder  wegen  Gleichung  5) 

n'  — yn*  — x«=0 
zu  ermitteln.    Werden  für  x  und  y  obige  Werthe  substituirt,  so  erhält  man 

«,=.0, 

n,  =  lJ,51s=0P,, 

ii,  =  33,42  =  0  Pf 
An  allen  übrigen  Stellen   weichen  beide  Curven  mehr  oder  weniger 
▼on  einander  ab.     Um  die  Maximalabweichungen  zwischen  den  Curven- 
stttcken  OMi  und  M^Mf  kennen  zu  lernen,  darf  man  nur  die  Differenz 

8)  A  W=:  >F— w  =  C|n»  —  yn»  —  a:n} 

in  Bezug  auf  ihr  Maximum  untersuchen.  Man  erhält  als  Bedingungs- 
gleichung : 
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woraas  folgt: 

n\  =    5,20  =  Oft 
«',  =  24,80=  00,. 
Diese  Werthe  in  Gleichung  8)  snbstitairt,  geben: 
Air,=  +  0",309=iVjy, 
A»^,  =  -l",026=iV,fr,. 

Wie  man  sieht,  findet  zwischen  beiden  Curvenstücken  ron  0  bis  M^ 
nahezu  ein  Decken  statt,  da  der  Maximalnnterschied  den  Werth  von  einer 
Secunde  kaum  Überschreitet.  Aber  auch  über  0  und  M^  hinaus ,  bevor  sich 
beide  Curvenäste  für  immer  von  einander  entfernen,  findet  noch  eine  kleine 
Strecke  hindurch  eine  grosse  Uebereinstimmung  beider  Curven  statt.  Man 
erhält  die  Lagen  der  ftussersten  Punkte  N^  und  iV^,  deren  Abweichungen 
iVgVj  und  If^v^  dem  Ma:timalunterschiede  A  ^t^  +  l''f(^  gleichkommen, 
wenn  man  diesen  Werth  in  Gleichung  8)  substituirt   Man  erhält 

n»— 45n*+387«  +  2822=0.  ' 

Diese  Gleichung  aufgelöst  giebt  für  das  obere  Zeichen: 

n,"  =  +24,8O  =  O0,, 

«,"  =  +24,80=  Oft, 

V  =  -   4,60=004, 
und  für  das  untere 

«/"==  + 86,62  =  Oft, 

««'"  =  +  4,24  +  7,70/^, 

#!,'"  =  +  4,24  — 7,70 /-l. 

Diese  Resultate  zeigen  deutlich ,  dass  circa  innerhalb  40  Schrauben- 
gänge, d.  i.  yon  n=— 4,60  bis  n  =  +  36,52  die  unter  11  angenommene  Form 
der  Winkelgleichung  der  gegebenen  Bedingung  vollkommen  entspricht,  da 
der  Unterschied  zwischen  dieser  und  der  theoretisch  bestimmten  Winkel- 
gleichung bei  den  der  Construction  ^u  Grunde  liegenden  Dimensionen  in 
maximo  nur  den  Betrag  von  l",026  erreichen  kann. 

Die  auf  analytischem  Wege  erhaltenen  Resultate  lassen  sich  übersicht- 
licher durch  Vergleichung  aus  nachstehender  Tabelle  entnehmen ,  in  wel- 
cher die  aus  Gleichung  I  und  II  berechneten  Winkelwerthe  für  die  unmit- 
telbar auf  einander  folgenden  Schraubengänge  zusammengestellt  sind. 
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Winkel werihe  aus 

n 

I. 

IL 

Differenz. 

0 

/ 

// 

/ 

// 

1 

0 

10 

44.20. 

10 

44,08 

+  0,12 

2 

0 

21 

28,18 

21 

27,96 

0,22 

3 

0 

32 

11,93 

32 

11,65 

0,28 

4 

0 

42 

55,44 

42 

55,12 

.0,32 

5 

0 

53 

38,73 

53 

88,40 

0.33 

6 

1 

4 

21,82 

4 

21,50 

0,32 

7 

1 

15 

4,60 

15 

4,38 

0,31 

8 

1 

25 

47,31 

25 

47,06 

0,25 

9 

1 

36 

29,73 

36 

29,54 

0,10 

10 

1 

47 

11,94 

47 

11,82 

0,12 

11 

1 

57 

53,93 

57 

53,90 

0,03 

12 

2 

8 

35,71 

8 

35,78 

—  0,07 

13 

2 

19 

17,30 

19 

17,46 

0,16 

14 

2 

29 

58,70 

29 

58,94 

0,24 

15 

2 

40 

39,89 

40 

40,24 

0,35 

16 

2 

51 

20,85 

51 

21,33 

0,48 

17 

3 

2 

1,61 

2 

2,22 

0,61 

18 

3 

12 

42,21 

12 

42,92 

0,71 

10 

3 

23 

22,63 

23 

23,41 

0,78 

20 

3 

34 

2,83 

34 

3,68 

0,85 

21 

3 

44 

42,85 

44 

43,77 

—  0,92 

22 

3 

55 

22,67 

55 

23,66 

0,99 

23 

6 

2,33 

6 

3,35 

1,02 

24 

16 

41,80 

16 

42,84 

1,04 

25 

27 

21,07 

27 

22,11 

1,04 

26 

38 

0,18 

38 

1,20 

1,02 

27 

48 

39,10 

48 

40,09 

0,99 

28 

59 

17,86 

59 

18,78 

0,92 

29 

5 

9 

56,43 

9 

*  57,27 

0,84 

30 

5 

20 

34,84 

20 

35,58 

0,74 

31 

5 

31 

13,09 

31 

13,67 

0,58 

32 

5 

41 

51,17 

41 

51,56 

0,39 

33 

5 

52 

29,09 

52 

29,25 

0,16 

34 

0 

3 

6,85 

3 

6,74 

+  0,11 

35 

6 

13 

44,44 

13 

44,04 

0,40 

36 

6 

24 

21,86 

24 

21,14 

0,72 

37 

6 

34 

59,17 

34 

58,03 

1,14 

38 

6 

45 

36,31 

45 

34,73 

1,Ö8 

39 

6 

56 

13,30 

56 

11,22 

2,08 

40 

7 

6 

50,15 

6 

47,52 

2,63 

Wird  bei  der  Construction  des  NivellirinstrumeDtes  darauf  Rücksicht 
geDommen,  dass,  sobald  der  Index  der  Elevaiionsschraabe  anf  Null  gestellt 
ist,  die  coQstanten  Dimensionen  derselben  solche  Wertfae  erlangen,  dass 
entweder  L  CME=^W  oder  L  CEM  =  W*  wird,  so  erfdllt  die  theoretische 
Winkelgleichang  anmittelbar  die  Form 


Kleinere  Mittheilangen.  337 


ni.  «=«'n  +  jJ"n»..., 

da  in  beiden  FXllen 

D  sin  y  —  S  coig  «  =  0. 
Die  Gleichang  3)  geht  dann  über  in: 


Es  l&sst  dich  wie  oben  nachweisen,  dass  auch  die  unier  III  gegebene 
Form  der  Winkelgleichung  auf  jene  unter  II  dargestellte  innerhalb  der 
gegebenen  Grenzen  der  Genauigkeit  gebracht  werden  kann. 

Wird  die  Visirlinie  des  Fernrohrs  auf  irgend  ein  Objeet  gerichtet  und 
der  Stand  n  der  Elevationsscb raube  abgelesen,  so  kann  der  VerticalwinkeK 
welchen  die  Visirlinie  mit  der  dem  Nullpunkte  der  Schraube  entsprechen« 
den  einschliesst,  innerhalb  der  angegebenen  Grenzen  der  Genauigkeit  dureh 
die  Gleichung  II  dargestellt  werden.  Es  folgt  hieraus  unmittelbar  ffir  den 
Winkel,  welcher  einer  Drehung  vom  n^^'^  bis  m^^"  Schraubengange  ent- 
spricht, die  Gleichung 


XU.  Hachtrag  su  dem  Aufsätze  ftber  Polyeder  von  J.  C.  Becker. 
(Hierzu  Tafel  Y,  Fig.  4  und  5> 

leh  hatte  das  Manuscript  meiner  Arbeit  über  Polyeder  bereits  der  Re- 
daction  dieser  Zeitschrift  zugesendet,  als  ich  auf  zwei  neuere  Arbeiten,  die 
eine  über  Polyeder  überhaupt,  die  andere  speciell  Über  eine  Erweiterung 
des  E  u  I  e  raschen  Satzes  aufmerksam  gemacht  wurde.  Die  erstere,  von  Herrn 
Camille  Jordan  unter  dem  Titel  ^, Eecherches  $ur  les poly^dres^^  im  Jahre 
1806  in  Cr  eile's  Journal  veröffentlicht,  darf  wohl  als  die  gediegenste  Ar- 
beit gerühmt  werden ,  welche  über  diesen  Gegenstand  erschienen  ist.  Die 
andere,  1862  unter  dem  Titel  ,,Der  Census  rKumTichcr  Complexe  etc."  von 
J.  B.  Listing  itn  10.  Bande  der  Abhandlungen  der  konigl.  Gesellschaft 
der  Wissenschaften  zu  Göttingen  veröffentlicht  und  auch  als  besonderer 
Abdruck  erhältlich,  gehört  nur  insofern  hierher,  als  sie  an  denEuler'schen 
Satz  über  Polyeder  anknüpft,  während  sie  imUebrigen  nicht  von  Polyedern, 
sondern  von  beliebigen  räumlichen  Complexen  handelt. 

Doch  ersehe  ich  aus  dieser  Arbeit,  dass  die  Erweiterung,  welche  ich 
dem  Euler 'sehen  Lehrsatze  gegeben,  nicht  mehr  neu  ist,  sondern  bereits 
1812  von  Lhuilier  zum  Gegenstande  einer  mir  bisher  unbekannt  geblie- 
benen Abhandlung  gemacht  worden,  die  in  den  Annalen  von  Gergonne 
erschienen.  In  dieser  Arbeit  wird  der  folgende  noch  allgemeinere  Lehrsatz 
aufgestellt: 

Bezeichnet  t  die  Anzahl  eingeschlossener  Polyeder- 
räume im  Innern  eines  grösseren  Polyeders,  o  die  Anzahl  von 
durchgehenden   Oeffnungen,  />,  p'...  die  Anzahl   von  einge- 
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schriebenen  Polygonen  auf  Seitenflftchen  des  Polyeders, 
welche  dadurch  ringförmig  begrenzt  (mehrfach  zusammen* 
hangend)  werden;  ist  endlich  die  Anzahl  derEcken,  FlXchen 
und   Kanten    durch  5,  F  und   A  ausgedrückt,  so  ist: 

Obgleich  ganz  selbstständig  entstanden,  dürfte  daher  meine  Arbeit  als 
Ergänzung  sowohl  der  Untersuchungen  yon  Lhuilier  als  derjenigen  des 
Herrn  Jordan  angesehen  werden.  Mit  den  letzteren  stimmt  sie  fiberein 
in  den  Herbeiziehungen  der  Riema&n^schen  Lehre  vom  Zusammenhange 
der  Flächen  als  Eintheilungsgrund  für  die  Polyeder,  Herr  Jordan  be- 
schränkt seine  Untersuchungen  auf  Polyeder,  deren  Oberflächen  aussehliess- 
lieb  aus  einfach  zusammenhangenden  Flächen  zusammengesetzt  sind,  dehnt 
sie  aber  in  seinem  Besume  auf  begrenzte  Flächennetze  und  für  den  Fall 
aus,  dass  die  einzelnen  Flächen  nicht*mehr  eben,  die  Kanten  also  nicht 
mehr  gerade  sind«  Durch  das  Symbol  (m ,  n)  bezeichnet  er  eine  Ober- 
fläche ,  die  von  m  geschlossenen  sich  selbst  nicht  schneidenden  Linien  be- 
grenzt, und  von  solchem  Zusammenhange  ist,  dass  man  n  geschlossene  sich 
selbst  und  einander  nicht  schneidende  Linien  auf  ihr  ziehen  kann,  ohne  sie 
zu  zerstücken. 

Für  Polygonnetze ,  die  dem  Symbole  (m ,  n)  entsprechen ,  stellt  er  in 
seinem  Resumiy  ohne  den  Beweis  mitzutheilen,  den  Satz  auf: 
iJ'-J- 5= -^  +  2  —  m  —  2m 

In  der  Hauptabhandlung  giebt  er  für  den  Fall  m  s=  a  =q  o  einen  so  ein- 
fachen directen  Beweis,  dass  ich  schwankend  geworden  bin,  ob  der  von 
mir  gewählte  Weg,  zunächst  die  Zahl  der  Dreiecke  zu  bestimmen,  ans 
welcher  die  Oberfläche  zusainmengesetzt  ist,  oder  in  welche  sie  sich  zer- 
legen lässt,  sich  als  der  einfachere  aufrecht  erhalten  lasse. 

Auf  diesen  Weg  war  ich  gekommen  durch  eine  Bemerkung  des  Herrn 
Prouhet,  zu  welcher  sieh  derselbe  veranlasst  sah,  als  er  im  Jahre  1860  der 
Pariser  Akademie  ein  noch  unbekanntes  Fragment  des  Descartes  mit- 
theilte, werin  bereits,  jedoch  ohne  Beweis,  der  Satz  ausgesprochen  ist,  dass 
die  Summe  aller  Kantenwiukel  eines  Polyeders  von  e  Ecken  4^— S  Rechte 
beträgt.  Herr  Prouhet  schloss  daraus,  dass  Descartes  auch  bereits  dea 
Eul  er 'sehen  Satz  gekannt  haben  müsse,  da  der  Beweis  jenes  Satzes  sich 
auf  diesen  stütze.  Mir  schien  dieser  Schluss  zwar  patriotisch ,  aber  sonst 
nicht  sehr  gerechtfertigt.  Denn  einerseits  ist  nicht  zu  begreifen,  warum 
Descartes,  wenn  ihm  der  Euler 'sehe  Satz  bekannt  gewesen,  davon 
keine  weitere  Notiz  genommen  haben  sollte,  da  er  doch  mindestens  eben  so 
interessant  ist ,  wie  der  angeblich  daraus  abgeleitete.  Andererseits  kommt 
es  doch  häufig  genug  vor,  dass  von  zwei  Lehrsätzen  jeder  als  Beweisgrund 
für  den  andern  angeführt  werden  kann,  und  zugleich  für  jeden  ein  directer 
Beweis  unabhängig  vom  anderen  ezistirt.  Denn  kein  geometrischer  Lehr- 
satz ist  eine  logische  Consequenz  eines  anderen,  ausgenommen,  wenn  er 
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als  «pecieller  Fall  bereits  darin  enthalten  ist;  sondern  jeder  ist  unmittelbar 
in  der  Natur  der  Sache  begründet  nnd  eine  eigentliche  Einsicht  in  diese 
BegrüaduDg  kann  nur  unmittelbare  Ansehauung  gewähren.  Der  Beweis 
ist  nur  ein  Nothbehelf  und  giebt  statt  der  Einsicht  in  die  immer  gegen- 
seitige Abhängigkeit  räumlicher  Gebilde  von  einander  lediglich  die  lieber- 
sengnng  von  der  Oewissheit  derselben,  indem  er  dieselbe  darstellt  als  Con« 
sequens  früher  erkannter  Gesetze.  Hat  nun  der  eine  aus  dem  Euler 'sehen 
Satze  den  Descartes 'sehen  abgeleitet,  so  ist  dies  durchaus  kein  Grund, 
warum  nicht  ein  anderer  jenen  aus  diesem  ableiten  könne,  nachdem  er  die- 
sen zuerst  direct  begründet;  denn  jeder  kann  itur  darum  auch  als  Oonse- 
qoenz  des  anderen  dargestellt  werden,  weil  alle  Wahrheit  mit  sich  selbst 
flbereinstimmen  muss.  Der  Umstand,  dass  Des  carte  s  den  einen  dieser 
Sätze  ausspricht,  ohne  den  anderen  zu  erwäbnen,  führte  mich  darum  zn 
einem  ganz  anderen  Schlüsse  wie  Herrn  Pro  übet,  nämlich  zn  dem,  dass 
sich  der  De  sc  artesische  Satz  leicht  müsse  direct  ableiten  lassen,  und  die« 
schien  mir  um  so  wahrscheinlicher,  als  ich  bemerkte,  dass  er  auch  dapn 
noch  gilt,  wenn  sich  unter  den  Flächen  des  Polyeders  mehrfach  begrenzte 
befinden,  während  dann  der  Euler 'sehe  Satz  nicht  mehr  richtig  ist. 

Der  einfache  Beweis,  den  ich  für  den  Descartes'schen  Satz  ganz 
auf  dieselbe  Weise  gefunden,  wie  man  den  Satz  von  der  Winkelsumme 
ebener  Polygone  beweist,  nämlich  durch  Zerlegung  der  Oberfläche  in  Drei- 
ecke, war  nur  eine  Bestätigung  für  die  Richtigkeit  meiner  Vermuthung. 

Durch  den  noch  einfacheren  Beweis  des  Herrn  Jordan  für  den 
Euler 'sehen  Satz  in  seiner  ursprünglichen  Gestalt  sah  ich  mich  angeregt, 
SQch  für  den  Satz  von  der  Zahl  der  Dreiecke  auf  der  Oberfläche  einen  so 
einfachen  directen  Beweis  zu  suchen.  Die  Resultate  dieser  kleinen  Unter- 
suchung habe  ich  in  dem  Folgenden  zusammengestellt: 

Lehrsatz  1.  Jedes  einfache  ebene  oder  windschiefe  e-Eck 
lässtsich  durch  e  —  3  Diagonalen  in  e  —  2  Dreiecke  zerlegen, 
wobei  ganz  einerlei  ist,  wie  die  Diagonalen  gezogen  wer<> 
den,  wenn  sie  sieh  nur  nicht  schneiden. 

Beweis,  Der  Satz  ist  offenbar  richtig  für  «»4  und  e=^&.  Läsat 
sich  nun  zeigen,  dass  er  richtig  ist  für  irgend  einen  Werth  von  e,  wenn  er 
es  für  alle  kleineren  ist,  so  ist  er  allgemein  bewiesen.  Zieht  man  aber  in 
einem  solehea  e-Eeke  irgend  eJne  Diagonale,  nnd  liegen  rechts  von  dersel- 
ben e«,  links  £«  Seiten  des  Polygons,  so  haben  die  beiden  Theilpolygone 
besüglich  ^j  + 1  and  e^  +  i  Seiten  und  Ecken.  Jede  dieser  Zahlen  ist 
kleiner  als  «,  da  ^'|  +  ^t  =  ^  >^^>  ^^^  ^^^  jeder  Seite  der  Diagonale  wenig- 
stens zwei  Seiten  liegen  müssen.  Folglich  zerfällt,  wenn  der  Satz  für 
kleinere  Werthe  von  e  richtig  ist,  das  erste  der  Theilpolygone  durch  e,  —  e 
Diagonalen  inei  — 1  Dreiecke,  das  zweite  durch  e,  —  2  Diagonalen  in  ««  — i 
Dreiecke;  das  ganze  also  durch  6i--2  +  ^t~~^  +  l=^^~~3  Diagonalen  in 
e|  —  !+<!,■— i=e  —  2  Dreiecke  g.  e.  d. 
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Dieser  Satz  bedarf  jedoch  einer  ErlXaternng  und  einer  ErgXnsnng. 
Betrachtet  man  nämlich  das  Polygon  lediglich  als  eine  geschlossene  Linie, 
so  pflegt  man  unter  Diagonale  jede  gerade  Verbindungslinie  zweier  Eck- 
punkte zu  verstehen  nnd  bei  dieser  Auffassung  ist  der  Satz  nicht  richtig. 
Sei  z.  B.  ABC  DA  ein  windschiefes  Viereck,  so  kann  dasselbe,  als  ge- 
brochene  Linie  betrachtet,  zwei  verschiedene  je  in  einer  Diagonale  ge^ 
brochene  FlSohen  begrenzen,  deren  jede  durch  diese  Diagonale  in  zwei 
Dreiecke  zerfällt  Fasst  man  aber  jede  der  beiden  Geraden  AC  und  DB 
als  Diagonale  auf,  so  bilden  beide  mit  der  ursprünglichen  Linie  ABC  DA  vier 
Dreiecke.  Der  obige  SatI  ist  also  nur  richtig,  wenn  man  unter  einem 
einfachen  «-Eck  nicht  eine  in  e- Punkten  gebrochene  ge- 
schlossene Linie,  sondern  eine  von  einer  solchen,  sich  selbst 
nicht  schneidenden  Linie  begrenzte  ebene  oder  aus  ebenen 
Stücken  zusammengesetzte  Fläche  versteht,  und  als  Dia- 
gonale eine  jede  gerade  Verbindungslinie  zweier  nicht  be- 
nachbarten Ecken  ansieht,  welcher  in  diese  Fläche  verläuft. 

Dies  vorausgesetzt,  zeigt  der  blosse  Blick  auf  die  Fig.  4  und  5  auf 
Taf.  V  unmittelbar,  dass  der  Satz  auch  dann  noch  richtig  bleibt, 
wenn  man  die  geschlossene  Begrenzung  von  einem  oder 
mehreren  Eckpunkten  aus  um  eine  oder  mehrere  nach  innen 
gehende  gerade  oder  gebrochene  Linien  erweitert,  sofern 
man  nur  jede  neue  Strecke  doppelt  als  Seite  zählt  und  dem- 
gemäss  die  Zahl  der  Eckpunkte  vergrössert. 

Wird  in  dem  Sechsecke  ABCDEF  die  Begrenzung  um  die  Linien  A  MS 
und  CP  erweitert,  so  verhält  es  sich  wie  das  beistehende  Zwölfeck  nnd 
lässt  sich  durch  0  Diagonalen  in  10  Dreiecke  zerlegen. 

Lehrsatz  2.  Ist  die  Oberfläche  eines  Polyeders  mit  e- 
Ecken  einfach  zusammenhangend,  so  besteht  sie  entweder 
aus  2e^4  Dreiecken  oder  lässt,  sich  durch  Diagonalen  in 
so  viele  Dreiecke  zerlegen. 

Beweis.  Zieht  man  auf  der  Poljederoberfläche  eine  beliebige  aus 
Kanten  und  Diagonalen  zusammengesetzte,  sich  selbst  nicht  schneidende 
geschlossene  Linie,  so  zerfällt  sie  dadurch  in  zwei  getrennte  Theile.  Die 
Zahl  der  Eckpunkte  dieser  Trennungslinie  sei  «i ,  die  der  inneren  Eck- 
punkte auf  dem  einen  Theile  tf ,  auf  dem  andern  i^.  Verbindet  man  nun 
die  inneren  Eckpunkte  eines  jeden  dieser  Theile  durch  eine  oder  mehrere 
sich  selbst  und  einander  weder  schneidende  noch  berührende  gerade  oder 
gebrochene  Linien  und  jede  derselben  wieder  mit  einem  Eckpunkte  der 
Theilungsllnie  durch  Gerade,  die  ebenfalls  weder  einander  noch  die  bereits 
gezogenen  Verbindungslinien  schneiden,  so  verhalten  sich  beide  Theile  wie 
einfache  Polygone ,  und  zwar  der  eine  wie  ein  solches  mit  ^i+^'it  ^^ 
andere  wie  ein  solches  mU;  ei+2if  Ecken.  Der  erstere  zerfällt  mithin 
durch  die  auf  ihm  befindlichen  Kanten  und  ausserdem  noch  nötfaigea  Dia- 
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gonalen  in  ^,  +  2fi  —  2  Dreiecke  and  der  andere  ebenso  in  ^^  +  2t,  —  2,  die 
ganze  Oberfläche  mithin  in 

•  tf, +2i,  —2  +  ^,  +2ft  — 2  =  2<?--.4 
Dreiecke,  q.  e.  d. 

Es  ist  klar,  dass  die  Giltigkeit  dieses  Satzes  ganz  nnabhängig  ist  von 
der  Beschaffenheit  der  ei^iselnen  Flächen,  und  nicht  aherirt  wird,  wenn  ein- 
zelne derselben  mehrfach  begrenzt  sind. 

Lehrsatz  3.  Eine  dnrch  m  geschlossene,  sich  selbst 
nnd  einander  nicht  schneidende  gebrochene  Linien  be- 
grenzte Fläche,  welche  zusammengesetzt  ist  aus  beliebig 
von  geraden  Linien  begrenzten  ebenen  Flächenstücken 
nnd  von  dem  Zusammenhange,  dass  auf  ihr  sich  keine  ge- 
schlossene Linie  ziehen  lässt,  ohne  sie  zu  zerstUcken, 
besteht  entweder  aus  a  +  2t-|-2m — 4  Dreiecken,  oder  lässt  sich 
dnrch  Diagonalen  in  so  viele  Dreiecke  zerlegen,  wenn  a  die 
Zahl  der  Eckpunkte  auf  den  Begrenznngslinien,  t  die  der 
inneren  Eckpunkte  bezeichnet. 

Beweis.  Offenbar  entsteht  aus  einer  solchen  Fläche  eine  einfach 
zusammenhangende  Polyederoberfläche,  wenn  auch  die  m  Begrenzungs- 
linien noch,  je  nach  ihrer  Beschaffenheit,  durch  ebene  oder  gebrochene 
Flächenstücke  verbunden  werden.  Die  so  entstehende  Fläche  zerfallt  mit- 
hin in  2  a -{-2t — 4  Dreiecke,  und  wenn  die  m  Begrenzungslinien  beziehungs- 
weise a^^a^,..  a^^  Eckpunkte  haben,  so  kommen  davon  auf  die  Verbiu- 
dnngsflächen 

a,  — 2-J-a,  —  2  +  ...  +  aTO  —  2=a— 2m, 
und  bleiben  also  für  die  anfänglich  vorgelegte  Fläche 

2a -|- 2  j  —  4  —  a -|- 2m  =Ä  a  4- 2i  +  2m  —  4 
Dreiecke,  wie  za  beweisen  war. 

Lehrsatz  4.  Lassen  sich  auf  der  Oberfläche  eines  Poly- 
eders von  e  Ecken  n  geschlossene,  sich  selbst  nicht  schnei- 
dende Linien  ziehen,  ohne  dass  sie  dadurch  in  getrennte 
Theile  zerfällt  (ist  sie  also  2n-|-l-fach  zusammenhangend), 
so  besteht  sie  entweder  aus  2ß +  4  (/i^l)  Drei  ecken,  oder  lässt 
sich  dnrch  Diagonalen  in  so  viele  Dreiecke  zerlegen. 

Beweis.  Es  ist  offenbar  immer  möglich,  die  n  geschlossenen  Linien 
um  die  Durchbrechungen  so  zu  wählen,  daKs  sie  lediglich  ans  Kanten  und 
Diagonalen  zusammengesetzt  sind.  Ferner  kann  eine  (n  +  1)*^  geschlossene, 
8icb  selbst  nicht  schneidende,  aus  Kanten  und  Diagonalen  zusammenge- 
setzte Linie  von  der  Art  gezogen  werden,  dass  dadurch  die  ganze  Polyeder- 
oberfläcbe  in  zwei  Theile  zerfällt,  die  alle  n  +  l  Linien  za  gemeinschaft- 
lichen Grenzen  haben,  wozu  nur  nöthig,  dass  die  Projection  der  letzten 
Linie  auf  irgend  eine  Ebene  die  Projectionen  der  übrigen  einschliesst. 

ZtiUchrifi  f.  Malhematik  u.  Ph>8ik  XIV,  4.  23 
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/ 
Ist  nnn  a  die  Anzahl  der  Eckpnnkte  anf  den  BegrenznngsHnien,  t|  die 

der  inneren  Eckpunkte  auf  dem  einen  Theile  der  Fiftche,  i^  die  der  inneren 

Eckpunkte  auf  dem  anderen  Theile,   so  zerfällt  die  ganze  Polyederober* 

fläche  nach  dem  vorigen  Lehrsatze  in 

[a  +  2i,+2(«  +  l)-4]  +  [a  +  2i,  +  2(n+l)-4]=2e  +  4(«--l) 

Dreiecke,  wie  zu  beweisen  war. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  dieselbe  Schlussweise,  welche  angewandt 
wurde,  um  den  dritten  Lehrsatz  aus  dem  zweiten  abzuleiten,  der  folgende, 
welcher  alle  vorhergehenden  in  sich  enthält: 

Lehrsatz  5.  Eine  durch  m  geschlossene,  sich  selbst  und 
einander  nicht  schneidende  gebrochene  Linien  begrenzte 
Fläche,  welche  zusammengesetzt  ist  aus  beliebig  durch  ge- 
rade Linien  begrenzten  ebenen  Flächenstücken  und  von  dem 
Zusammenhange,  dass  sich  n  geschlossene,  sich  selbst  nicht 
schneidende  Linien  auf  ihr  ziehen  lassen,  ohne  sie  zu  zer- 
stücken,  also  eineFläche  vonder  Klasse  (m,  n),  bestehtent- 
weder    aus 

Ä  +  2t  +  2(2«+m  — 2) 
Dreiecken,    oder   lässt   sich    durch    Diagonalen    in    so    viele 
Dreiecke    zerlegen,    wenn  a  und  t  die  im   dritten   Lehrsatze 
angegebene  Bedeutupg  haben. 

Lehrsatz  0.  Bezeichnen  «,  f  und  k  beziehungsweise  die 
Anzahl  der  Ecken,  Flächen  und  Kanten  einer  Polyeder  fläche 
von  der  Klasse  (m^  n)^  q  die  Anzahl  der  Querschnitte,  welche 
erforderlich  sind,  um  alle  ebenen  Flächenstücke,  aus  denen 
sie  zusammengesetzt  ist,  einfach  zusammenhangend  zu 
machen,  so  ist 

Ä  +  /'=Ar  +  5r  — 2«  — m  +  2. 

Beweis.  Sei  D  die  Zahl  der  Dreiecke,  in  welche  sich  die  vorliegende 
Fläche  zerlegen  lässt,  d  +  q  die  Anzahl  der  dazu  erforderlichen  Diagona- 
len, und  wählt  man  zur  Herstellung  des  einfachen  Zusammenhangs  der  ein^ 
zelnen  Flächen  Diagonalen  als  Querschnitte,  so  ist 

1)  />  =  a  +  2i  +  2(2«  +  m  — 2) 
und 

2)  3/>  =  a  +  2(Ar,+d  +  ^), 

wenn  a  und  t  die  frühere  Bedeutung  haben  und  k^  die  Anzahl  der  inneren 
Kanten  bezeichnet. 

Ans  der  Verbindung  dieser  Oleichungen  folgt  weiter: 
3i>  =  2i?  +  />  =  2Z;-fflf  +  2i  +  2(2n'+»»  — 2)  =  «  +  2(;t,  +  rf  +  ^); 
oder 

2l>  +  2a  +  2i  +  2(2ii  +  m-2)  =  2a  +  2(il, +d  +  ^), 
.  woraus  durch  Division  mit  2: 

D  +  a  +  i  +  2n  +  m--'2==a+ki+d+g. 
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Beachtet  man  nun  einerseits,  dass  a  +  isse^  und  a  +  Ar,  =k  Ar»  anderer- 
seits ,  dass  die  Flächenzahl,  wenn  alle  Flächen  in  Dreiecke  zerlegt  werden, 
eben  so  oft  nm  1  vermehvt  wird,  als  in  einer  einfach  begrenzten  Fläche  eine 
Diagonale  gezogen  wird ,  während  die  Querschnitte  die  Flächenzahl  nicht 
vermehren,  d.  h.  dass  />  =  /*+  (f,  so  folgt  hieraus  sofort: 

f+e  +  Zn  +  m-^Z^k  +  q^ 
wie  zu  beweisen  war. 

Die  Beweise  der  vorstehenden  Sätze  behalten  auch  dann  ihre  Giltig- 
keity  wenn  die  betrachteten  Oberflächen  ans  krummen  Flächenstttcken 
zusammengesetzt  sini^,  Kanten  und^ Diagonalen  also  krumme  Linien  sind. 
In  dem  Falle,  dass  mehrere  Kanten  zusammen  eine  einzige  geschlossene 
Linie  bilden,  muss  dieselbe  jedoch  als  aus  wenigstens  drei  Kanten  be- 
stehend angesehen  werden,  die  durch  3  Eckpunkte  getrennt  sind.  Für  den 
6.  Lehrsatz  kann  jedoch  auch  diese  Beschränkung  fallen  gelassen  werden, 
wenn  nur  jede  solche  geschlossene  Linie,  die  als  Kante  gezählt  wird,  als  in 
einem  Punkte  begrenzt  aufgefasst  wird,  der  dann  als  Eckpunkt  zählt. 
Denn  mit  jeder  Vereinigung  zweier  Kanten  zu  einer  fällt  auch  ein  Eck- 
punkt weg,  und  es  bleibt  nur  der  letzte,  der  nicht  weggelassen  werden 
kann ,  ohne  die  Bichtigkeit  der  Gleichung 

/+ ß  +  2« -J- m  —  2  =s  Ar  +  ä^ 
aufzuheben.     In  der  That,  betrachten  wir  z.  B.  eine  von  einem  Kreise  be-  * 
grenzte  Kugelhaube  und  nehmen  auf  dem  Kreise  einen  Punkt  als  Eck- 
punkt an ,  so  ist 

ßc=A:  =  /'=m  =  I,     jr=3W  =  0; 
also 

e+f+2n  +  m^2=sk  +  g=si. 

Wir  können  also  den  0.  Lehrsatz  in  dieser  Erweiterung  so  aussprechen : 

Ist  eine  aus  f  vollkommen  begrenzten  Flächenstücken 
zusammengesetzte  Fläche  von  der  Klasse  (m,  n),  ArdieZahlder 
Kanten,  welche  sämmtlich  begrenzt,  e  die  Zahl  der  sämmt- 
liehen  Begrenzungspunkte,  endlich  q  die  Zahl  der  Quer* 
schnitte,  durch  welche  für  alle  Flächenstücke  der  einfache 
Zusammenhang  hergestellt  wird,  so  ist 
«  +  /'+2»  +  m— 2  =  Ä  +  g. 
In  dieser  Form  ist  er  selbst  giltig  für  den  Fall  einer  einzigen  geschlos* 
senen  oder  unendlichen,  nur  in  einem  einzigen  Punkte  begrenzten  2ii-|-l-fach 
zusammenhangenden  Fläche,  z.  B.  für  eine  Riemann'sche  Fläche  T. 
Denn  für  diese  hat  man 

also 

tf+/*+2fl+m— 2=sA:  +  5rs=32ri. 

Eine  noch  weiter  gehende  Verallgemeinerung  dieses  Satzes  ist  der 

oben  erwähnte  „Cenaus  räumlicher  Complexe*'  von  J.  B.  Listing. 
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ZIIL    Die  Elektrioitättbewegnng   im  galvaniiohen  Strome.     Von 

J.  LOSCHICIDT. 

Da  sich  die  Auffassung  der  galvanischen  Bewegung  als  eines  Doppel- 
stromes zweier  Flüssigkeiten  fast  durchgebends  so  fiberatis  brauchbar  er- 
weist, so  schien  es  mir  wahrscheinlich,  dass  auch  dem  Ohm'sohen  Gesetze 
ein  Satz  der  Hydrodynamik  entsprechen  werde. 

Dies  ist  nun  in  der  That  der  Fall,  und  zwar  ist  derselbe  längst  be- 
kannt: in  einer  speciellen  Form  trägt  er  den  Namen  des  P oiseui  11  e 'sehen 
Gesetzes. 

Bekanntlich  bezieht  sich  dasselbe  auf  das  Durchströmen  von  Flüssig- 
keiten durch  längere  Röhren  unter  constantem  Drucke,  und  bestimmt  das 
Volumen  der  in  der  Zeiteinheit  durch  eiuen  Querschnitt  der  Röhre  gehen- 
den Flüssigkeit  oder  die  Ausflussmenge. 

Eine  theoretische  Begründung  dieses  Gesetzes  verdanken  wir  F.  N  e  n- 
mann*). 

Ergeht  dabei  von  der  Newton^schen  Annahme  aus,  dass  die  Rei- 
bung, welche  zwischen  zwei  benachbarten  Fiüssigkeitsschichten  oder  zwi- 
schen einer  Flüssigkeitsschicht  und  der  sie  berührenden  Gefässwand  statt- 
findet, proportional  sei  der  Differenz  ihrer  Geschwindigkeiten. 

Stefan,  welcher  auf  Grundlage  dieser  Hypothese  die  Reibung  in  die 
allgemeinen  hydrodynamischen  Gleichungen  einführte  und  dieselben  dann 
auf  mehrere  specielle  Fälle  anwandte,  hat  dasselbe  Problem  behandelt 
und  ist  zu  ganz  gleichen  Ergebnissen  gekommen**). 

Wenn  man  mit  R  den  Radius  der  Röhre  ^  mit  P,  und  P,  den  Druck 
innerhalb  derselben  in  den  Abständen  5^  und  5t  bezeichnet,  und  unter  M 
und  fb  die  Constanten  der  Reibung  zwischen  Flüssigkeit  und  Röhrenwand 
und  zwischen  zwei  benachbarten  Flüssigkeitsschichten ,  endlich  unter  ^  die 
Dichte  der  Flüssigkeit  versteht,  so  ergiebt  sich  für  das  durch  einen  Quer- 
schnitt in  der  Zeiteinheit  strömende  Flüssigkeitsquantum  q  der  Ausdruck 


— e-^")T'(?  +  ?> 


Nehmen  wir  nun  statt  einer  einzigen  eine  grosse  Anzahl  gleicher 
'Röhren,  vereinigen  selbe  in  einem  cylindrischen  Bündel  und  bestimmen 
sodann  die  Flüssigkeitsmenge  0,  welche  in  der  Zeiteinheit  durch 
einen  Querschnitt  tu  dieses  Bündels  strömt.  Wenn  wir  mit  n  die  Anzahl 
von  Röhren  bezeichnen,  welche  auf  die  Flächeneinheit  im  Querschnitte  des 
Bündels  entfallen,  so  erhalten  wir,  wenn  zur  Abkürzung 


*)  Aus  dessen  Vorlesungen,  mitgetheilt  von  Jacobson  in:  Reichert's  und 
Du  Bois'  Archiv  für  Anat.  n.  Phys.  1800,  p.  80. 

**)  J.  Stefan:  ,,I7eber  die  Bewegung  flüssiger  Körper*'.  Zwei  Abhandlangen. 
Wiener  Ak.  Sitz.  Bd.  4Ö.  1802. 
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fing  I 
gesetzt  wird: 

^— (§^)' 

einen  Aasdruck,  welcher  nach  Form  nnd  Inhalt  ganz  mit  dem  Oh  mischen 
Gesetze  übereinstimmt. 

Die  unserer  Dednction  zu  Grunde  liegende  physikalische  Ansicht  läuft 
offenbar  darauf  hinaus,  dass  der  galvanische  Leitungsdraht  als  eine  Röhre 
betrachtet  wird ,  angefüllt  mit  porösem  Materiale ,  durch  welche  das  elek- 
trische Fluidum  hindurchgetrieben  wird.  Die  Grösse  der  Poren,  die  Dichte 
der  elektrischen  Flüssigkeit,  sowie  die  Stärke  der  Adhäsion  derselben 
zur  Materie  des  Leiters  bestimmen  die  specifische  Leitungsfähigkeit  des 
letzteren« 

Kirchhoff  hat  den  Grund  zu  einer  Theorie  des  (nicht  constanten) 
galvanischen  Stromes  gelegt  in  zwei  Abhandlungen :  „Ueber  die  Bewegung 
der  Elektricität  in  Drähten.*'  Pogg-  ^^^^  l^i  1^^^»  ^^^'^  «tUeber  die  Be- 
wegung der  Elektricität  in  Leitern.''    Po  gg.  Ann.  102;  1857. 

Da  derselbe  dabei  das  Ohm'sche  Gesetz  zum  Ausgangspunkt  genom- 
men, und  dieses,  wie  wir  oben  nachgewiesen,  als  ein  hydrodynamisches 
aufgefasst  werden  kann,  so  wird  sich  auch  zwischen  seinen  Endgleichungen 
für  die  Elektricitätsbewegung  und  denjenigen  hydrodynamischen  Gleichun- 
gen,  welche  für  das  Strömen  einer  Flüssigkeit  durch  ein  System  von  Röh- 
ren bei  nicht  stationärer  Strömung  gelten,  eine  gewisse  Uebereinstimmung 
nachweisen  lassen.  Wir  wollen  diesen  Nachweis  hier  nur  für  den  speciel- 
len  und  wichtigsten  Fall,  der  Elektricitätsbewegung  in  Drähten  durchführen. 

Wir  nehmen  die  gerade  Axe  der  Elementarröhre  zur  Axe  der  x  und 
bezeichnen  die  Geschwindigkeit  längs  derselben  mit  ti,  mit  p  und  q  aber 
Druck  und  Dichte  der  durchströmenden  Flüssigkeit;  endlich  mit  k  den  Co- 
efficienten  der  Reibung  zwischen  Wand  und  Flüssigkeit,  und  beschränken 
unsere  Betrachtung  auf  das  Verhalten  der  unmittelbar  an  die  Röhrenwand 
anstossenden  in  Bewegung  befindlichen  zonenPÖrmigen  Flüssigkeitsschich- 
ten vom  Radius  R.  Es  geht  dann  die  allgemeine  Gleichung: 
dp        cPu  .  (i  du         du  .        du 

über  in 

da  nämlich  in  unserem  Fall 

du      o  —  u 

Tr  T~ 

und 
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ist,  und 


dr»  =  '' 


gesetzt  ward. 

Hierzu  kommt  nocb  die  sogenannte  Continuitätsgleicbung ,  welche  in 
unserem  Falle  folgende  Gestalt  annimmt : 

^  dx    ^  dt 

Die  den  Gleichungen  A)  und  B)  entsprechenden  Gleichungen  Kirch* 
hoff 's  sind  nun: 

I.  iH ^—.crlog  —  '  ~^  +  4nka^log  —  .  -— =  o 

er  a     dt  a     dx 

und 
TT  ^^\   1  ^^ 

Es  beziehen  sich  diese  beiden  Gleichungen  auf  ein  geradliniges  StQek 
eines  Drahtes  von  der  Länge  /»  der  von  solcher  Feinheit  au  nehmen  ist, 
dass  dessen  Radius  a  gegen  die  Länge  /  als  verschwindend  angesehen  wer- 
den darf. 

In  denselben  bedeutet  f  die  Intensität  des  Stromes  in  mechaniachem 
Mass  ausgedrückt,  edx  die  Menge  der  freien  Elektricität,  die  in  dem  dem 
Elemente  dx  entsprechenden  Theile  des  Drahtes  enthalten  ist,  ferner  k  die 
specifische  LeitungsHihigkeit  des  Drahtes,  und  c  die  bekannte  We herrsche 
Constante. 

Die  Uebereinstimmung  zwischen  den  Gleichungen  ß)  und  IL  ist  von 
vprnhinein  gesichert,  da  beide  aus  demselben  Principe  abgeleitet  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  Dichte  im  natürlichen  Zustande  der  Flüssigkeit  mit  ^ 
und  setzen  q=^  Pf^  +  Jq^  so  führt  die  Betrachtung  jener  beiden  Gleichun- 
gen zu  der  Annahme,  dass  die  Dichtigkeitsänderungen,  welche  die  Flüssig- 
keit erfährt,  immer  so  klein  bleiben  müssen,  dass  ^dg  neben  q^  als  ver- 
schwindend klein  angesehen  werden  darf.   • 

Dadurch  geht  B)  Über  in : 

und  wir  erhalten  als  Bedingung  der  geforderten  Uebereinstimmnng  die 
Gleichungen: 

du dt 

^^dx^dx 
und 

dl^Jdt' 
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Diese  integrirt ,  geben  schliesslicb : 

Der  Sinn  dieser  Gleichungen,  sowie  deren  VertrSglichkeit  mit  der  zn 
Grande  gelegten  Anschanungsweise  über  das  Wesen  des  elektrischen  Stro- 
mes, liegt  klar  za  Tage.  Der  Factor  2  in  der  letzten  Gleichung  rührt 
daher,  dass  man  den  galvanischen  Strom  als  Doppelstrom  aufzufassen  ge- 
wohnt ist. 

Um  nun  die  so  erhaltenen  Werth^  in  die  Gleichung  A)  einzuführen, 
haben  wir  in  dieser  vorerst  den  Druck  durch  die  Dichte  auszudrücken. 
Wenn  wir  mitp^  den  Werth  von  p  für  jQi=o  bezeichnen,  so  können  wir 
setzen : 

wo  ß  einen  constanten  Factor  bedeutet. 

Damit  erhalten  wir  schliesslich  für  J)  die  Form 
de       2M       2q^  di      2   idi 

Um  die  Gleichung  A')  mit  der  Gleichung  I.  ron  Kirch  hoff  in  Ein- 
klang bringen,  zu   können ,   muss  das  Glied    — —    fortwährend  so  klein 

bleiben, 'dass  es  neben  den  anderen  Gliedern  der  Gleichung  yernachlässigt 
werden  darf. 

Es  ist  dieses  dieselbe  Voraussetzung,  welche  man  sich  bei  der  Behand- 
lung der  Schallwellen  in  der  Luft  erlaubt,  und  die  darin  besteht,  dass  die 
Geschwindigkeiten  und  Dichtigkeitsänderungen  überall  sehr  klein  bleiben 
und  sich  von  einem  Punkte  zum  anderen  nur  langsam  ändern. 


XIV. 
Die  BecanioDaformel 

{B+  An)  q>  («)  +  (^'-  A'n)  q>  («  +  l)  +  (i9"+  A"ft)  q>  (»  +  2)  :^0. 

Von 

Dr.  J.  Thomae  , 

Docent  an  der  Universität  in  Halle. 


Es  ist  beknnnt,  dass  man  mittelst  bestimmter  Integrale  Lösungen 
einer  linearen  Differenzengleicbung  mit  ganzen  linearen  Coefficienten  finden 
kann.  Es  erscbeint  aber  wünscbenswertb »  dass  wenigstens  ftlr  den  Fall 
einer  linearen  Differenzengleicbung  zweiter  Ordnung  die  Integration  ein- 
mal Vi  llig  durcbgefttbrt  werde ,  einmal ,  weil  hierbei  die  bestimmten  Inte- 
grale jetzt  in  au  beschränkter  Weise  aufgefasat  wurden  und  ao  die 
▼ollstän  ;en  Lösungen  in  vielen  Fällen  nicht  lieferten,  sodann  weil  sich 
das  interessante,  vielleicht  noch  unbekannte  Hesultat  ergiebt,  dass  die  voll- 
ständigen Lösungen  durch  hjpergeometrische  Beifaen  erhalten  werden  als 
l'^nctionen  der  in  ihnen  enthaltenen  Constanten. 

Wir  stellen  hier  die  allgemeine  Differenzengleicbung  zweiter  Ordnung 
mit  ganzen  linearen  Coefficienten  unter  der  Form  einer  Becursionsformel 
auf,  weil  sie  als  solche  in  der  Analjsis  am  meisten  vorkommt.  Diese  brin- 
gen wir  (§  i)  auf  eine  einfachere  Form  und  leiten  für  diese  die  bestimmten 
Integrale  her,  welche  (wie  im  §  2  bewiesen  wird)  die  allgemeinen  Lösun- 
gen derselben  bilden.  Im  §  2  drücken  wir  dieselben  Lösungen  durch  h)^per- 
geometriache Reihen  aus,  wobei  jedoch  constante  oder  periodische  Factoren 
TernacUäsaigt  sind.  Sodann  werden  (§  3)  einige  Grenzfttlle  erledigt,  zu 
denen  anoh  der  Fall  gerechnet  werden  kann,  in  welchem  (§  4)  das  be- 
stimmte Integral  sich  in  einen  Differentialquotienten  mit  ganzer  Ordnungs- 
>Ahl  verwandelt  und  so  auf  eine  viel  einfachere  Operation  zurückgeführt 
wird.  Ein  besonderer  Fall ,  der  in  der  bequemeren  Formel  2)  des  §  ]  nicht 
enthalten  ist,  wird  im  §  5  hergeleitet.  Es  kann  aber  (§  d)  immer  eine 
Function  angegeben  werden,  deren  Differentialquotienten,   für  einen  be- 

2eiUchriri  f.  Mathematik  u.  Physik  XIV,  5.  24 
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stimmten  Werth  der  Differentiationsvariabein  genommen ,  der  Recnrsions- 
formel  Genüge  leisten ,  wenn  man  die  Variabilität  der  Variabein  der  For- 
mel auf  eine  arithmetische  Keihe  mit  der  Differenz  Eins  beschränkt. 

Der  Buchstabe  n,  der  in  der  Recursionsformel  Überall  festgehalten 
wird,  bedeutet  hier  eine  complexe  Variable,  wo  nicht  specielle  Bestimmun- 
gen über  deikselben  getroffen  werden. 

ji.       "  • 

Bei  Behandlung  der  Recursionsformel 
1)    (i?+^fi)9(nj  +  (5'-^«)q)(fi  +  l)  +  (^'+^"«)g)(w  +  2)  =  0 
setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  Ä"  von  Null  verschieden  sei,  dass  aber 
sonst  die  Constanten  Ay   A\  A'\  5,  B\  B"  jedwede  Werthe  annehmen 
können.     Dann  kann  man  durch  die  Gleichung 

"i  =  «  +  jp 

eine  neue  Variable  statt  n  einführen ,  so  dass  die  Recursionsformel  durch 
A"  dividirt, 

gesetzt,  die  Gestalt  annimmt 

Diese  Form  kann  noch  weiter  vereinfacht  werden ,  wenn  man 

setzt,  so  dass  also 

2^,  '        ^  4.4, 

genommen  werden  muss.  Ersetzen  wir  dann  n^  wieder  durch  n,  hff^  durch 
h\  ä*j5,  durch  6,  so  erhalten  wir  die  Form 

2)  «y(w  +  2)  +  (6'-[i  +  a];j)y(w  +  l)  +  (ö  +  flrw)y(fi)c=0. 

Aus  den  Lösungen  der  Formel  2)  wird  man  leicht  die  der  Formel  l) 
ableiten,  wenn  eben  Ä*  ^  0  ist. 

Um  Lösungen  dieser  Recursionsformel  zu  finden,  setaen  wir  nach  des 
Regeln  der  Differenzenrechnung  (La place)  y{n)  unter  der  Form  voratis 

worin  wir  die  Grenzen  der  Integration  und  die  Function  V  als  unbekannt 
ansehen.  Setzen  wir  diesen  Aasdruck  in  die  Recursionsformel  2)  ein ,  so 
nimmt  diese  die  Gestalt  an 
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V,*S^^>rf*^y.Ä<%<'^^^V^. 


/' 


— «- 1 


,     "      *  .  V  [n  +  {b''-'l  +  a  ,  n)  s  +  {b  +  an)  s^  ds  ==0, 

und  wenn  man  auf  den  mit  dem  Factor  n  behafteten  Tbeil  die  partielle  In- 
tegration anwendet 

-[«""''.(l-«)(l-a*).  r]=o. 

Damit  nun  hierin  zuerst  der  mit  dem  Integralzeichen  behaftete  Theil 
yerscbwinde,  hat  man  V  aus  der  linearen  Differentialgleichung  zu  bestimmen 

ans  welcher 

6  4-6'      ,  b-^ab' 


1 


F«  Cofisl.  (1  -  ä)  ^  -  «        .  (1  -  ö«)      « (^- «) 

sich  ergiebt.  Damit  dann  noch  der  Theil,  welcher  durch  die  partielle  In- 
tegration vom  Integralzeichen  befreit  wurde, 

[5*"\  (1-5)  (1-05)  F]=U"\(i-0^~''-(l-fl«)      «-^-«J 

verschwinde,  muss  man  die  Integrationsgrenzen  auf  irgend  ein  Paar  der 
vier  Grössen 

0,     1,     --,      00 
a 

fallen  lassen ,  woraus  sechs  Integrale  entspringen ,  in  denen  noch  die  Inte- 
grationswege willkürlich  sind.     Damit  aber  die  sechs  Integrale 

,-»+^(i_,)l-fl        .(l-fls)     «0-«)        .d* 
genommen  zwischen  den  Grenzen 

0,     1.     |,      » 

auch  in  den  Fällen  einen  Sinn  haben,  in  welchen  die  Integration  nicht  bis 
an  die  angegebenen  Grenzen  zulässig  ist,  muss  man  diejenige  Modification 
des  Weges  eintreten  lassen,  welche  ich  in  dieser  Zeitschrift  in  diesem  Band 
pag.  61  u  52  in  einer  Abhandlung  über  die  Riemann*schen  i'- («Functionen 
für  solche  Fälle  angegeben  habe.  Diese  Modification  bewirkt  Auch,  dass 
der  Theil 

U"~".(l-5)>-«.(l-a5)      «(»-«)J 

verschwindet,  selbst  dann,  wenn  er  bei  der  gemeinen  Annahme  des  Weges 
unendlich  wird,  nur  darf  nicht  eine  der  Zahlen 


6  +  6'      _  6  + «6'  o.  ^  _  1 


*24* 
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eine  ganze  negative  Zahl  sein^  in  welchem  Falle  einige  der  Integrale  un- 
endlich werden,  welcher  Fall  als  Grenzfall  besonders  behandelt  wird. 

Setzen  wir  nun  in  3)  die  (von  n  unabhängige)  Constante  in  die  Form 

worin  nun  JP  auch  von  a  unabhängig  sein  mag,  so  stellt  das  Integral,  genom- 
men zwischen  je  einem  Paare  der  angegebenen  Grenzen,  je  einen  Zweig 
der  Rieraann'schen  Function 

(b  +  ab'    .  \ 

dar.  Und  umgekehrt  können  (nach  Rieroann's  Abhandlung  Über  die 
hjpergeometrische  Reihe  pag.  22)  zur  Darstellung  eines  Werthes  dieser 
Function  4S  verschiedene  Integrale  dienen.  Beachtet  man«  dass  die  Con- 
stanten einer  F- Function  nicht  Constante  in  Bezug  auf  n  sind,  so  wird  man 
diese  der  Recursionsformel  gemäss  bestimmen  müssen ,  und  erhält  dann  für 
dieselben  Grenzen 


0,     1,     — ,     00 
a 


die  acht  verschiedenen  Formen 


b  +  ab'  b 

—  « Ji  — 2 


4)  4^^^-  A"(^-).(i-*r"".(i-«.)'-'.rf*. 

nl-n — ]*/ 


_A  b+ab'  P  +  b' 


«)  J*'""         •(!-»)  .(l-«*)       "         •<'». 

/'        *._!  b  +  ab'       ^  *±£_i 

"(-"-7)    ^ 


dl, 
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ajB      «(!-«)         .(1-5) 


Die  lotegrale  3),  4),  5),  6)  gehen  durch  die  Sabstitution  —  für  s  bez. 

in  die  7),  8),  0),  10)  über.     Lässt  man  den  Factor  a    in  den  damit  behafte- 
ten Integralen  fort,  so  bilden  sie  Lösangen  der  Rccursionsformel 

«y.  («  +  2)  +  (~  [l  +  ^]«)  yi  (n  +  i)  +  (^,+ in)y,  (11)==^ 

Lässt  man  in  den  mit  dem  Factor 

n  (-«  +  !)      n 
-a 


behafteten  Integralen  diesen  Factor  fort,  so  bilden  sie  Lösungen  der  Re* 
corsionsformel 


12) 
13) 


(«  +  6  +  ««)y»(«  +  2)  +  (6'-l+a.ii)y,(n+l)  +  (tt-0y,(«)=0. 

Alle  48  Integrale  erhält  man  nun ,  wenn  man  in  den  angeführten  S  In- 
tegralen  für  s  eine  der  fünf  Grössen  einführt 

*  /         1\  1  1 

«-•      1-».      l -(»--)».       j— ,.     1 -(!-«),? 

dadnrch  entspringen  aus'  3)  die  Formen 

/'        ^.  »  +  "6'       ,     ,  6+6' 

.-"■ ' ' .  (1 -,)- -"ö^-' .  (i  -  i ,)  r^--\ .,. 

in  denen  die  Grensen  zwischen  je  einem  Paare  von  Verzweigungspnnkten 
der  zn  integrirenden  Function  zu  nehmen  sind. 

§2. 
Die  /'-Funcfionen  lassen  sieh  aber  auch  durch  hypergeometrische 
Reihen  darstellen,  und  zwar  dienen  dazu  24  verschiedene  Reihen,  von 
denen  für  jeden  Werth  des  letzten  Elementes  mindestens  acht  gleichzeitig 
brauchbar  sind.  Wir  lassen  die  Lösungen  der  Recnrsionsformel  2)  durch 
hypergeometrische  Reihen  hier  sämmtlich  folgen ,   und  zwar  stehen  immer 
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die  zwei  Reihen,  welche  dieselben  Zweige  einer  AFanction  darstellen  und 
dasselbe  letzte  Element  haben,  neben  einander. 

fl(-n  +  l)  .^A_iL_„,      ^_±^',     J±^'_„  +  2.      «). 

^,     ^(''+;r~V   ^  j  ,h    .    6+ft'       6+6'     \ 

Z7(^«+--lj      ^  j      ^^.  j       , 

7Z(^»i+--lj  /        A       6  +  a6'  .   .  ,  6+a6'       I\ 

iZ(^«+--lj  ,  ,  6  +  rt6'         i\ 

21)  — 7 T-r-j? — r.^(»-l,    r-^— ,    «+ — — .    -). 

^^, ^^ irr^:'x-«  -^(2-^,  i--^— ,  2— n — \ — , -). 

22)  .    h'\-ab\  \  '  1  — a  a,l  — «     a/ 
^   "^          fl.l  — «/ 

23)  ^  V  a.l—aj 
J                h           b  +  ab'  b'-^-ab'        1\ 
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26)  F{l  —  n ,        "'^, ,     1— a), 

'  \  a       l  — a  a  / 

n(n-if--\\  . 

W«-i,    «+--,       71"—;  +  "'    i — -)^ 

\  a  a.l  —  a  1  —  a/ 

1        "("+!-') .. 


») 


81) 


I 


^(:^+0       .(„_,)»x 


\  a.\—a/ 


i7(-«  +  l)  1 

.«   X 


77{l-n--f ) 

/        6  +  6'  6 +  «6-  fr  +  gy  1     \ 

n(-n+l)  „/6+6'     ,  ,    hJfab-       6  +  6'     ;  a  \ 

»)7;7~7T+T    x-'^i.rrT'  '+i7r^'  rr7-''+*'  «-zij' 

(l-a)*.JT(-n  +  l)    ^/,     „      ,      „      *     bJrb'  a    \ 


356  Ueber  eine  Recursionaformel. 


37) 


/7(.-.)    -n^+T'  „-:t^.+»'  =^+«'  »-rj« 


*  V  «  a.l  — /i  a  a ) 

Dass  zwischen  je  drei  der  hypergeometrischen  Reihen  16) ,  17)  •  •  •  30) 
eine  lineare  homogene' Oleichnng  bestehe,  ist  aas  der  Theorie  der  Rie- 
mann 'sehen  i^- Functionen  und  auch  sonst  bekannt,  und  swar  sind  die 
Coefficienten  periodische  Functionen  in  n.  Es  folgt  dies  aber  auch  noth- 
wendig  daraus,  dass  diese  Reiben  einer  und  derselben  Differenzengleicbnng 
zweiter  Ordnung,  nämlich  der  Recursionsformel  2)  Genüge  leisten.  Damit 
jedoch  jene  Formel  vollständig  durch  diese  Reihen  integrirt  werde,  ist 
nöthig,  dass  mindestens  zwei  unter  ihnen  sind,  zwischen  denen  irfcht  schon 
für  sich  eine  liueare  homogene  Gleichung  mit  periodischen  Coefficienten 
besteht,  durch  welche  zwei  Lösungen  sich  jedwede  dritte  irgendwie  ge- 
fundene linear  und  homogen  mit  periodischen  Coefficienten  «usdrttcken 
lässt.  Solche  zwei  Lösungen  sind  z.  B.  16)  und  18).  Besteht  nämlich 
schon  zwischen  zwei  Functionen  <2>(n)  und  ^(n)  eine  lineare  homogene 
Gleichung  mit  periodischen  Coefficienten ,  so  ist  das  Verbältniss  dieser  bei- 
den Functionen  selbst  eine  periodische  Function,  d.  h.  es  ist 

a>(fi+i)    <'^W^o 

^Fin+i)       ^(w) 
oder 

<«>(n  +  l).  2F(n)-«F(/i  +  l)-<J>(«)  =  0. 
Dass  aber  dieser  Ausdruck  von  Nnll  verschieden  sei ,  wenn  man  für 
<b  und  ^  die  Reihen  16)  und  18)  einsetzt,  folgt  unmittelbar  aus  dem  von 
Riemann  in  seiner  Abhandlung  über  die  Ganssische  Reihe  pag.  17  für 
solche  Ausdrücke  gegebenen  Werthe.  Also  sind  die  beiden  Lösungen  von 
einander  unabhängig. 

Setzt  man  irgend  eine  der  angeführten  hypergeometriscben  Reihen  in 
die  Recursionsformel  2)  ein ,  so  liefert  sie  eine  Relation  zwischen  drei  nach 
Gauss'  Bezeichnung  contiguen  Functionen.     Wählen  wir  hierzu  Beispiels 
halber  die  Function  25)  und  setzen  einen  Augenblick 
*  .  *  +  *'     w.  ft 

also 
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8o  gebt  i)  ttber  in 

(r-a).  /'^(«-l,  ß.  y,  a:)  +  [(i3-  «)a:  +  2a-y]  F{a,  ß,  y,  x) 

welches  in  der  Thal  eine  der  von  Gauss  aufgestellteu  Formeln  ist.  Man 
könnte  anch  umgekehrt  diese  bekannte  Formel  als  Recnrsionsformel  inter- 
pretiren  in  Bezug  auf  er,  und  durch  Fortsetzung  der  ¥-  Function  zu  den  all- 
gemeinen Lösungen  der  Recnrsionsforihel  2)  gelangen. 

§3. 

In  den  speciellen  Füllen,  in  welchen  a  einen  der  Werthe  0,  1  oder  oo 
annimmt,  behalten  zwar  unsere  Lösungen  zum  Theil  immer  noch  Giltig- 
keity  da  sie  aber^  weil  sie  als  Grenzfftlle  zu  behandeln  sind,  ihre  Gestalt 
wesentlich  ändern,  so  erscheint  es  zweckmässig,  die  resultirenden  Formen 
besonders  aufzustellen. 

Für  a  =a  0  nimmt  die  Hecursionsformel  die  Gestalt  ,an 

40)  «y(H  +  2)  +  (6'-n)y(«  +  j)  +  *y(n)=0. 
oder  aucfh,  wenn  mau 

setzt)  diese 

41)  a;  (n  +  2)  +  {b'-^nyx  («+  i)  +  6  (»  -1)  x  (n)  «9-, 

und  bildet  daher  einen  speciellen  Fall  des  noch  ausgeschlossenen  Falles, 
dass  ä"  in  der  Formel  l)  gleich  Null  sei.  Das  Integral  3)  nimmt  dann  die 
Gestalt  an 

42)  I  e     .  s  .  (1  —  *)  .ds 

zwischen  den  Grenzen  0,  1,  oo,  und  zwar  wird  der  Integrationsweg  nach 
der  letzteren  Grenze  so  zu  führen  sein,  dass  bs  auf  ihm  einen  immer  grösser 
werdenden  negativen  reellen  Theil  erhält.  (Füry=0,  ^  =  1  erhält  man 
bei  Annahme  der  Grenzen  0,  oo  die  Lösung  i7(~-  n  +  l).)  Die  byper- 
geometrische  Reihe  16)  nimmt  für  a  =  0  di6  Gestalt  an 

^  ^  ^  2  —  « 2  — yj  +  1  2--yi  +  ^— 1  b» 

-Zf  M)2-n+6+6''2-n+6  +  6'+l'"2-n  +  6  +  6'+fi-l  '  il(ft)  ' 

in  welcher  Summe  das  Anfangsglied  (^:=s0)  (wie  auch  in  den  folgenden 
Summen)  Eins  zu  setzen  ist.     Die  Reihe  17)  geht  über  in 

J7(-n+0 
n(-n  +  b  +  b'+if 

^(i»)2-ii+6+ft:'2-it+^+^'+r*'2— w+ft+A'+fi-i'  n((^y 
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Die  Reihe  19)  aber,  wenn  sie  mit  der,  in  Bezng  auf  n  eonstanten  Orösse 


"G-) 


dividirt  wird ,  gebt  über  in 

6» 


and  18)  in 


i2(M~.6-6'-l) 


f^{li)n--b^b'    n~6  — 6'+r"»  — 6  — 6'+^  — 1    il(^)* 

Für  a  3=  1  gebt  die  Recnrsionsformel  über  in 
47)  ny(n  +  2)  +  (6'-2n)y(n  +  l)  +  (6  +  «)y(fi)=rO 

und  ibre  Lösungen  24),  25),  26),  27)  in 

n{n+b-l)     ^      2-n    2-n  +  l        2-- w  +  |ii-l    (6+0^ 
^)"7lCn-2)     '^W2  +  r  2  +  Ä  +  l'"2  +  6  +  fi-r    n{u)   ' 

i7(;i+fe-l)  ^     Ml?    w  +  ft  +  1      n  +  ft  +  fi-l.(-t)».(6+6> 
*^J-7J(„-.8)    •^(^)24.6'2+*  +  **"2  +  6  +  |»-r  ilOi) 

'^      1  — w-fe    i-H-A  +  1       1  — yi-6  +  |ii-~l    (Ä  +  Of 
^^^(f)      -b       *       -6+1      •••       -6  +  ^-1       •    n(ji)   ' 


51) 


„-1    n~i  +  i     ;,  — 1  +  ^-1    (-i)^.(6+6')#i 


^(K) 


Damit  die  Becursionsformel  2)  aucb  für  a  =3  qo  einen  Sinn  babe,  muss 
man  dieselbe  erst  durch  a  dividiren  und  dann  zur  Grenze  übergehen. 
Setzen  wir  dann 

,   h'        b 

a  a 

worin  c,  c  beliebige  Grössen  sein  können  (Null  z.  B.,  wenn  5,  b'  endlich 
sind),  so  erhKlt  die  Becursionsformel  2)  die  Gestalt 

(c'-n)y(«+l)  +  (c  +  «)y(n)  =  0, 
deren  allgemeine  Lösung  bekanntltcb 

i7(n-c'-l) 

ist.  Man  gelangt  aber  auch  zu  dieser  Lösung,  wenn  man  in  20)  oder  21) 
a  =  cx>  setzt.  Es  ziehen  sich  dann  die  hypergeometriscben  Reihen  auf  ihr 
Anfangsglied  zurück ,  und  ea  bleibt  von  jenen  Lösungen  nur 
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Um  ^("  +  ^-0  _n(n  +  c-l) 

\        a.l  — ß       1  — a         / 

übrig.     Setzt  man  auch  noeh  in  dem  Integral  U)  a  =  oo ,  so  erhält  man 


/■ 


also,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  ebenfalls 

Um  fQr  die  Recursionsformel  47)  aach  noch  eine  Lösang  in  Integral- 
form zu  haben,  verwandeln  wir  das  Integral  13)  durch  die  Substitution 

a        1_ 
a— 1 '  s 
für  5  in 

/?  6             ,                                                        b-haö' 
Bo\  l—«      /    —+«  —  1  — «+l     /       fl— 1  \ ; 1 


welches  für  a  =  1  übergeht  in  das  Integral 

.^v  l-n       /•6  +  n— 1  ,— M  +  1       — (Ä  +  6')« 

^)         (-1)  •    /«       ^         -(1-^)  .e  ^    .rf*, 

und  für  b'=  —  6  die  Lösung 

77  (fe  +  n  -  1) 
77(11  —  2) 
liefert,  deren  Richtigkeit  noch  a  posteriori  leicht  erkannt  wird. 

§4. 

Die  Integralansdrücke  für  die  Lösungen  der  Recursionsformel  2)  sind 
selbst  bei  den  von  uns  angewandten  Modificationen  des  Weges  nicht  alle 
direct  brauchbar,  wenn  einer  der  Exponenten  der  unter  dem  Integral- 
zeichen stehenden  Function,  d.  h.  eine  der  Grössen 

» ,     n  -4-  — ,      ,     

'  a'     1  — a'     ö.l  — « 

eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  ist.  Es  werden  in  die- 
sem Falle  einige  der  Integrale  unendlich.  Bei  der  Darstellung  der  Lö- 
sungen durch  hypergeometrische  Reihen,  wie  sie  oben  aufgestellt  sind, 
findet  sich ,  dass  für  die  beiden  letzten  Exponenten ,  also  wenn 

.  Hii'       ^b+ab' 

ganzzahlige  Werthe  annehmen,  ein  Unendlichwerden  überhaupt  nicht 
eintritt,  dass  hingegen  für  die  beiden  ersten  Exponenten,  also  wenn 


+  n  oder 


±("+}) 
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ganzzahlige  Werthe  annehmen,  die  Reihen  selbst  endlich  bleiben,  and  nar 
die  davorstehenden  Factoren,  von  n  abhängende  /7- Functionen,  anendlich 
werden  können.     Diese  lassen  sich  aber  mittelst  des  Satzes 

JZ(-^).i7(,i-l)  =  ^ 


smfun 
nach  Multiplication  mit  den  periodischen  Functionen 

(— l)*«««Ä  bea.  (— l)"«>i(ii+  "")* 

so  umformen,  dass  die  Lösungen  endlich  bleiben.  Es  lassen  sich  aber  die 
Integrale  auch  noch  in  diesem  Falle  verwenden,  wenigstens  bei  der  hier 
angenommenen  Modification  des  Weges,  wenn  man  sie  mit  einem  passen- 
den Factor  mnltiplicirt,  der  da  verschwindet,  wo  die  Integrale  unendlich 
werden. 

In  den  Fällen,  in  welchen 

b 

«  —  2,     —  «  — — 

a 

beziehentlich  ganze  negative  Zahlwerthe  durchlaufen,  erscheint  es  bemer- 

kenswerth,  dass  die  beiden  von  einander  unabhängigen  Lösungen  der  Re- 

cursionsformel  2)  für  diese  Werthreihe  ein  constantes  Verhältniss  haben 

müssen.     Um  nur  einen  Fall  zu  betrachten,  sei  »  —  2  eine  ganze  negative 

Zahl  und  tf;  (it)  eine  Lösnng  von 

/iy(n  +  2)  +  (6'-TM.«)y(fi  +  l)  +  (Ä  +  an)y(«)  =  0, 
die  für  n  =  2,  nssl  endlich  bleibt.     Dann  hat  man  zur  Bestimmung  von 
^  (n)  das  Gleichungssystem 

0.t|;(2)  +  6'.t/;(l)  +  Ät(0)=0, 

-*(!)  + (*'+H-ö)^(0)  +  (*-«)*(-l)  =  0, 
-2iJ;(0)  +  [Ä'+2(l  +  ii)]V/(«l)  +  (Ä-2a)^(-2)=0 
etc.  etc.  etc., 

aus  welchem  folgt,  dass  ^  (0)  aas  ^  (l),  dann  ^  (—1)  aas  ^(l),  ^(—2) 
aus  if;  (1),  . . . ,  '^  ( — m)  aus  ^  (l)  linear  homogen  und  endlich  bestimmt  ist, 
und  also  nur  diesen  einen  willkürlichen  Factor  enthält,  was  au  bewei- 
sen war. 

Man  erhält  aber  Lösungen  aus  dem  Integralausdrucke  zuerst  für  po- 
sitive ganze  n  —  l  in  folgender  Weise.     Es  bedeutet  das  Integral 

0 

wenn  die  Integration  in  gewöhnlichem  Sinne  nicht  bis  an  den  Punkt  Null 
erstreckt  werden  kann,  also  wenn  der  reelle  Theil  von  n  grösser  oder  gleich 
2  ist,  die  Summe  der  Integrale 


/. 
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I 


1 

Ä  +  6'      ,  b±ab^      , 

s  .(l-,f)l--«        .(1— lli?)     «•*-«        .ds 


ff 


ff 

worin  das  letzte  Integral  über  eine  in  positiver  Kichtang  (links  herum)  nm 
den* Punkt  ffc=o  herumführende  Schlinge  tu  nehmen  ist,  die  in  ff  anfängt 
und  in  e  endet  und  ausser  dem  Funkte  Null  keinen  Verzweigungspunkt 
weiter  enthält.     Multipliciren  wir  nun  mit  der  periodischen  Function 

-2(n-l)«f 
1  —  e  , 

und  setzen  dann  für  n  —  1  eine  ganze  positive  Zahl ,  so  geht  der  Ausdruck 

(nach  dem  Canchy 'sehen  Satz)  über  in 

ff 


/ 


M)         /       • 

-lüi^^yjg^^ii}-'')'-'    .0-")  '•'-"   J- 

wenn  nach  der  Differentiation  ff  2=0  gesetzt  wird«     Auf  diese  Weise  findet 
man  folgende  Lösungen  4er  Recursionsformel  2) 

wenn  nach  dem  Differenziren  ff  =  1  gesetzt  wird ,  und 

wenn  nach  dem  Differenziren 

a 


a  — 1 
gesetzt  wird  etc. 

Wenn  aber  n-— 2  eine  ganze  negative  Zahl  ist,  so  findet  man  aus 
8)  die  Werthe 


^*)  jj/ M'^~«+iU     *-«.(l-aff) 

fBr  ff  =  1 ,  oder 
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58) 


"(—7) 

für  5  =  0.     Wenn  ferner 


ds 


b 

—  n 

a 


eine  ganze  negative  Zahl  ist,  so  erhält  .man  ans  4) 

/■^7~"^   r   b  +  a6^  1 

für  5  =  I ,  und  wenn 


eine  ganze  negative  Zahl  ist,  aus  15) 

(—1)"^^        rf~  V"^ö/  r  fl+^'_j  a  +  ab'      ^-1 

etc.     Wenn  aber  eine  der  Zahlen 

,f>_±l        ,    b  +  ah' 

eine  ganze  negative  Zahl  oder  Null  ist,  so  reicht  dasselbe  Verfahren  aus, 
die  bestimmten  Integrale  in  Differential qnotienten  zu  Terwandttln.  Es  Bind 
jedoch  dann  diese  Dififerentialquotienten  in  Bezug  auf  ihre  Brauchbarkeit 
nicht  an  specielle  Werthe  von  n  geknüpft,  sondern  allgemein  verwendbar. 
Man  hat  zur  Verwandlung  der  Integralausdrücke  in  Differentialquotienten 
jene  mit  den  Factoren 

±7 2«t  ±^^ 2«! 

1  — e     *  — «       ,     1-«      fl.l-fl 

beziehentlich  zu  versehen  und  dann  erst  für 

b  +  b'       b  +  ab^ 

1  — a  '     a.l—~a 

ganze  Zahlen  zu   setzen.     Auf  diese  Weise  liefert  z.  B.  das  Integral  3), 

wenn  6  +  6' 

=  —  m 

1— a 

ist  t  die  für  alle  n  giltige  Lösung 

rf'^r^^^i         -^±^-il 

ds 
für«=l.     I8tm  =  0,  d.h.  b  =  ^b\  so  erhält  man  als  Lösung  eine  Con- 
stante,  ein  Resultat,  von  dessen  Richtigkeit  man  sich  leicht  a  posteriori  durch 
Einsetzen  in  2)  überzeugt.     Ist 
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b  +  ab' 


=  — m. 


80  liefert  4)  die  Lösung 


a.  l 


"{-  —  ■;)■" 

für  « SS  0. 

ft  4-  &' 
Ist   eine  positive  ganze  Zahl  m,  so  liefert  das  Integral  8)  die 

Lösung 


nir-n  +  n.   ^-!^[^,_,f-^   .      ..-«■ 


n{-n--)    äs 

I     I         ff 

fiir  «  =  0,  und  ist  — — —  eine  positive  Zahl  m,  so  liefert  das  Integral  0) 
die  Lösung 

für  ss=0.  Diese  Formen  können  noch  vermehrt  werden,  was  wir  hier 
nnterlaseea, 

§5. 

Die  Zurückführung  der  Recursionsformel  1)  auf  die  Formel  2)  hat  uns 
wesentlich  dazu  gedient,  die  Lösungen  durch  Integrale  in  einer  Form  za 
erhalten,  welche  die  der  Integrale  ist,  die  zur  Darstellung  der  hypergeo- 
metrischen Reihe  benutzt  zu  werden  pflegen.  Dabei  wurde  aber  voraus, 
gesetzt,  dass  ^''^0  sei.  Jetzt  wollen  wir,  nur  um  den  Fall  zu  erledigen, 
in  welchem  ^'=  0  ist ,  auf  jene  Form  der  Integrale  Verzicht  leistend »  die 
Recursionsformel  1)  direct  integriren,  zunächst  unter  der  Voraussetzung, 

dass^^  0  sei.  Wir  wollen  diese  noch  durch  A  dividiren,  oder  kür- 
zer (was  dasselbe  ist)  A=^l  annehmen«  die  Formel  sonst  aber  nicht 
weiter  reduciren,  sondern  nur 

-/=  a  +  «',     j{'=  a  .  a 
setzen,  so  dass  also  die  zu  integrirende  Recursionsformel  die  Gestalt  hat 
65)  (iB^'+aa'r{)q>(n  +  2)+[Br^Ca  +  a)n]g>(n  +  i)  +  iB  +  n).<p(n')^0. 
Die  Methode  der  Behandlung  ist  ganz  die  frühere.     Wir  setzen  eine 
Lösung  in  der  Form  voraus 


/• 


s'-'"^^  .r.ds, 


setzen   diese   in   die  Recursionsformel   ein    und  erhalten  daraus  die  For- 
derung 
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/' 


.s""  "  ■"  ^  [ß"+  B's  +  ^ä'  +  n  {a  ^  s)  («'-  s)]  Fd^  =  0. 


oder  vermittelst  partieller  Integration  diese 


A" "  "^  ^  rc^"+  ^'' + ^*')  ^'+ - 


*df«— /i)(5— rt'jjn 


ds 


Damit  der  mit  dem  Integralzeichen  behaftete  Theil  verschwinde,  be- 
stimmt man  V  aus  der  Differentialgleichung 

ds  ""      8,(s — fl)  (s— tf) 

-__^  tf  /^^      B"+  a  B'+a'Bd  Ig  sJ^-a      B''+  gd^  Ba'^dlgs-^  a 
""      a.d    ds  a(a--d)  ds  d(d^a')  ds        ' 

woraus  folgt 

—  ^  _^jtj?!fL±^f*_l  B^-hB'a'-^Ba^ 

r^S     ««'.(1-5)         «.(ö-«')  .(1-05)  «'(«'—«) 

Damit  aber  der  durch  partielle  Integration  vom  Integralzeichen  he* 
freite  Theil 

\s^\is^aUs-d).V] 
verschwinde,  muss  man  zu  Grenzen  des  Integrals  eine  der  vier  Grössen 

0,     a,     «',     QO 
nehmen,  und  wenn  die  Integration  bis  an  eine  derselben   nicht  erstreckt 
werden  kann,  wieder  die  erwähnte  Modification  des  Weges  eintreten  lassen. 
Unter  Voraussetzung  dieser  Grenzen  also  liefert  das  Integral 

oder  wenn  man  —  statt  s  setzt ,  das  Integi-al  zwischen  den  Grenzen 

je  sechs  Lösungen  der  Recursionsformel  65).  Die  Form  67)  eignet  sich 
nun  zu  einem  Grenzübergange,  indem  man  d=0  setzt.  Sie  liefert  dann 
das  Integral 

/►             ff"                                                                                                                         If             K%»t 
*      n+Ä— 1  —B =--1 
e     '^      .s                .(l-a5)            -       «•         .ds^ 

welches  zwischen  den  Grenzen 

0,      — ,       QO 
ü 

zu  nehmen  ist.     Und  dies  ist  die  Lösung  der  Recursionsformel 

/?'VC;i  +  2)  +  (Z?'-««)v(''  +  l)  +  (^  +  '09W  =  o/ 
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Um  auch  noch   den  Fall  zn  erledigen,  in  welchem  ^  =  0  ist,  setzen 

wir  in  68)  —-  statt  S\    --  statt  ^,   --  statt  B^  --  statt  a ,  und  erhalten  so 
A  A  A  A 

als  Lösang  der  Recursionsformel 

69)        ^>  (w  +  2)  +  {ff— an)  9  («  +  l)  +  {B  ^  An)  g)  (n)  =  0 

das  Integral 


/-5-'.(.-^) 


B        B'      W      .  B" 

1 8 


^  1 

zwischen  den  Grenzen  0,   — ,   00  .     Oder  wenn  wir  s  darch  -  ersetzen. 

a  s 


/»         ,B'     B'A 


A        a         fl« 


zwischen  den  Grenzen  0 ,  — ,    oo  .     Gehen   wir   hfer  mit  A  zur  Grenze  0 

A 

über,  so  finden  wir  als  Lösung  der  Recursionsformel 

72)  y>  (n  +  2)  +  (Ä  —  a«)  9  («+  0  +  ^9  (w)  =  0 

das  Integral 


/•  B'      B      .Ä" 


0 

wobei  die  Wahl  des  Integrationsweges  so  zn  trefifen  ist,  dass 

ja'* 

—  für  5  =  0 
as 

sich  dem  Unendlichen  in  positiver  Richtung ,  und  für 

5  s  00    sich s 

a 

dem  Unendlichen  in  positiver  Richtung  nähert. 

Auch  aus  dem  Integrale  70)   erhält  man   durch  Grenzübergang  eine 

Lösung  der  Recursionsformel  72) ,  wenn  man  dasselbe  in  eine  Reihe  auflöst 

und  dann  A  zur  Grenze  Null  (am  einfachsten  — -  als   eine  ganze  positive 

Zahl  zur  Grenze  Unendlich)  übergehen  lässt,    und  zwar   findet  man  die 
Lösung 

( B\nxn     \    a^  )  1 

^4)       u;  4^^^-nü^ 


.(.,+. —f)' 


§«• 

Man  kann  nun  leicht  eine  Function  von  x  angeben,  deren  Entwicke- 
lang nach  Potenzen  von  x  Coefficienten  besitzt,  welche  der  Recursionsfor- 
mel]) Genüge  leisten.  Herr  G.Cantor  theilte  mir  eine  Methode  mit,  durch 
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die  man  zn  einer  DifferentialgleichuDg  gelaugt,  deren  nach  Potenzen  von 
X  entwickelte  Integrale  Coefficienten  besitzen ,  welche  einer  beliebig  vor- 
.gegebenen  Recursionsformel  mit  Coefficienten ,  die  ganze  Functionen  von 
n  sind,  GenUge  leisten.  Dieser  Methode  folgen  wir  hier.  Es  sei  f(x)  die 
gesuchte  Function,  ihre  Coefficienten  in  der  Entwickelnng  nach  x  seien 

V>i^)f    <pO)^   cp  (2)...  9  («)..., 
60  dass 

ist,  so  soll  (wie  wir  die  Recursionsformel  bequemer  einrichten) 

j  j  (^+^,i)(p(«H-(5'-^,r+T)<3P(«  +  i) 

sein,  also  muss  auch 

2(n)l  ^\ß  +  -^'0  9  («)  +  ~  •  *"  "^  *  [^'-  ^  («  +  Ol  9-  («  +  1) 

0  ' 

+  ^  .  lü"+A"  («+2)]  .  V  (n  +  2).  «"  +  ■'^  =  0  j  , 
oder 

oder  endlich 

d  lg  {x) 
sein,  wenn  c,  c  aus  <)p(0),  ^  (l)  zusammengesetzte  und  wie  diese  willkür- 
liche Constante  bezeichnen.    Setzen  wir  nun 

Ax*  —  A'x  +  ^  =  A{x  —  a){x^  a  ) 
und 

so  ist  das  Integral  dieser  Differentialgleichung 

75)  f(x)=.Ä  f "^  +  "^'^f 

^  '^  ^         J{Aa^^A'x+A").x.Ä 

Die  Differentialquotienten  dieser  Function  nach  j:,  dividirt  durch  die  Fa- 
cultftt  der  Ordnungszahl,  für  a;  =  0  also 

1     d«/*(a?) 
ir(n)~d~x-    ^^==^^ 
sind   die   zwei  willkürliche    Constante  enthaltenden  Lösungen  der  Recur- 
sionsformel la),  wenn  die  Integrationsconstante  so  genommen  wird,  dass 
jene  Differentialquotienten  endlich  sind.     Diese  Differentialquotienten  ha- 
ben nur  einen  Sinn  für  die  Werthreihe  n  =  0,  l,  2,  3  . .  •     Will  man  die  Lö- 
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snngen  der  Formel  la)  durch  DifTerentialqnotienten  für  die  Werthreihe 
n  =  — 1,  — 2  .  .  .  haben,  so  braucht  man  nur  ebenso  die  Hecursionsformel 
(ß-^jt]i^(«  +  2)  +  [^'+^>~l)]T/;(n  +  l)+-[Z?"-^>~2)]if;(n)  =  0 
ZQ  behandeln,  deren  Lösungen  ijj  {n)  für  positive  ganze  n,  gleichzeitig  die 
Lösungen  ^(— w+2)  sind.  Will  man  endlich  die  Lösungen  der  Rocursions- 
formel  1  a)  durch  Differentialquotienten  für  die  Werthreihe 

II,     (i  +  l,     ii  +  2,     |ii  +  3... 
haben,  wenn  fi  beliebig  (complex)  ist,  so  braucht  man  nur  zu  beachten* 
dass  die  Lösungen  %  (n)  der  Recursionsformel 

[r+ii^'+{n  +  2)A'']x{n  +  2)  +  [B^^t,A'^{n  +  \)A']x{n  +  l) 
+  {B  +  iiA  +  nA)x{n)^0 
der  Function  <p  («  +  f*)  gleich  sind. 

Da  die  Differentialquotienten  der  Function  75)  ziemlich  complicirt  sind 
fQr  grössere  n,  so  kann  man  es  umgekehrt  als  eine  Anwendung  der  uns  be- 
kannten Auflösungen  der  Hecursionsformel  1)  ansehen,  die  Coefficienten 
der  Keihenentwickelung  der  Function  75)  durch  hjpergeometrische  Reihen 
auszudrücken. 

llalle,  im  Mai  1869. 
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Heber  eine  leichte  Construction  der  Curven  dritter  Ord- 
nung, welche  durch  die  imaginären  Kreispunkte 
hindurchgehen. 

Von 

Professor  Dr.  H.  Durege  in  Prag. 


Bekanntlich  kann  eine  Curve  dritter  Ordnung  dadurch  'erzeugt  werden, 
dass  man  ein  Kegelschnittbtischel  mit  einem  Strahlbtischel  in  projectivische 
Beziehung  setzt  und  die  Durchschnitte  jedes  Strahles  mit  dem  ihm  ent- 
sprechenden Kegelschnitte  aufsucht.  Die  Curve  dritter  Ordnung,  welche 
den  geometrischen  Ort  dieser  Durchschnitte  bildet,  geht  dann  durch  die 
vier  Basispunkte  des  Kegelschnittbüschels  und  den  Mittelpunkt  des  Strahl- 
büschels hindurch.  So  leicht  sich  diese  Construction  theoretisch  ausspre- 
chen lässt,  so  mühevoll  gestaltet  sich  aber  ihre  wirkliche  Ausfiihrung,  so 
dass  sie  zu  dem  Zwecke,  vorkommenden  Falls  eine  Curve  dritter  Ordnung 
zu  zeichnen,  kaum  anwendbar  erscheint. 

Wendet  man  sich  zu  speciellen  Curven  dritter  Ordnung,  so  bieten  sich 
zunächst  diejenigen  dar,  welche  einen  Doppel-  oder  Rückkehrpunkt  be« 
sitzen;  allein  bei  diesen  treten  in  Beziehung  auf  einige  der  wichtigsten 
Eigenschaften,  insbesondere  solche,  welche  die  Polaren  und  die  Wende- 
punkte betrefTen,  so  wesentliche  Modificationen  ein,  dass  diese  specielleren 
Curven  zu  dem  Zwecke ,  der  Vorstellung  bei  Betrachtung  allgemeiner  Cur- 
ven dritter  Ordnung  zu  Hilfe  zu  kommen,  nicht  geeignet  sind.  Viel  besser 
eignet  sich  für  diesen  Zweck  diejenige  specielle  Art  der  Curven  dritter 
Ordnung,  welche  durch  die  imaginären  Kreispuukte hindurchgehen.  Denn 
diese  scheinen  in  Beziehung  auf  die  oben  genannten  Eigenschaften  nichts 
Wesentliches  vor  den  allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung  voraus  zu  haben, 
gerade  wie  auch  der  Kreis  in  Beziehung  auf  seine  Polareigenschaften  sich 
nicht  wesentlich  von  den  Kegelschnitten  im  Allgemeinen  unterscheidet. 
Diese  Curven  dritter  Ordnung  lassen  sich  aber  auf  eine  ungemein  leichte 
Weise  construiren. 
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Zanächst  ist  klar,  dass  man  jedesmal  eine  Curve  dieser  Art  erhält, 
wenn  man  zwei  Basispnnkte  des  erzeugenden  Kegelschnittbüschels  in  die 
imaginären  Kreispunkte  hineinfallen  lässt.  Dadurch  geht  das  Kegelschnitt- 
bnschel  in  ein  System  von  Ohord alkreisen  über.  Dies  würde  zwar  schon 
einige  Erleichterung  gewähren,  indessen  immer  noch  keine  beträcbtlichot 
wenn  es  nicht  möglich  wäre,  zu  jedem  Kreise  den  projectivisch  entsprechen- 
den Strahl  auf  eine  leichte  Weise  za  construiren.  Dies  gelingt  aber  mit 
Hilfe  zweier  Sätze,  welche  Herr  Eckardt  in  der  Abhandlnng:  „lieber 
die  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  zwei  imaginären  unendlich 
entfernten  Kreispnnkte  geben,''  *)  aufgestellt  nnd  bewiesen  hat. 

Der  erste  Satz  lautet  so:  Zieht  man  aus  den  Punkten  aj ,  a,,  in  wel- 
chen eine  der  reellen  Asymptote  parallele  Gerade  die  Curve  schneidet ,  zwei 
Gerade ,  welche  die  Curve  aufs  Neue  resp.  in  b^ ,  6,  und  Cj ,  c,  treffen ,  so 
liegen  die  letzteren  vier  Punkte  jedesmal  auf  einem  Kreise.  Wir  haben 
von  diesem  Satze  einen  speciellen  Fall  in  Anwendung  zu  bringen.  Lässt 
man  nämlich  die  Oerade  a^  a,  die  reelle  Asymptote  selbst  sein ,  so  wird  der 
eine  Punkt,  etwa  a^,  der  Durchschnitt  A  der  reellen  Asymptote  mit  der 
Curve,  der  andere,  a, ,  aber  rückt  ins  Unendliche.  Daher  wird  jetzt  die 
Gerade  b^  b^  der  reellen  Asymptote  parallel,  und  man  hat  den  Satz: 
Schneidet  die  Curve  eine  der  reellen  Asymptote  parallele  Gerade  in  &i ,  6,, 
nnd  eine  dnrch  den  Asymptotendurchschnitt  A  gehende  Gerade  in  c^,  c^^ 
80  liegen  diese  vier  Punkte  auf  einem  Kreise.  Hält  man  die  Punkte  6^,  b^ 
fest  und  legt  durch  dieselben  beliebige  Kreise,  so  geht  die  Verbindungs- 
linie der  beiden  anderen  Durchschnitte  c^ ,  c^  irgend  eines  dieser  Kreise 
mit  der  Curve  jedesmal  dnrch  A.  Hieraus  folgt:  Wenn  man  zur  Erzeugung 
der  Curve  ein  System  von  Chordalkreisen  so  wählt,  dass  die  (>hordale  der 
reellen  Asymptote  parallel  ist,  so  ist  der  Mittelpunkt  des  zugehörigen  Strahl- 
bttschels  der  Asymptotendurchschnitt  A. 

Zur  leichten  Bestimmung  desjenigen  Strahles ,  der  einem  bestimmten 
Kreise  entspricht,  dient  nun  ferner  Folgendes.  Da  die  imaginären  Asyrop« 
toten  der  Curve  einander  conjugirt  sind,  so  ist  ihr  Durchschnitt  reell.  Diesen 
Punkt  hat  Herr  Eckardt  das  Centrum  €  der  Curve  genannt  und  von  ihm 
folgenden  Satz  bewiesen:  Die  Punkte  c^,  ej,  in  welchen  eine  durch  den 
Asymptotendurchschnitt  A  gehende  Gerade  die  Curve  schneidet,  liegen 
stets  auf  einem  Kreise,  dessen  Mittelpunkt  C  ist,  so  dass  die  die  Sehne 
c^  c,  senkrecht  halbirende  Gerade  dnrch  C  geht.  Verbindet  man  nun  hier- 
mit den  vorigen  Satz,  wonach  die  Punkte  c^,  Cj  auch  immer  mit  den  Punk- 
ten 6^,  &3,  in  welchen  eine  der  reellen  Asymptote  parallele  Gerade  die 
Curve  iichneidet,  auf  einem  Kreise  liegen,  so  geht  die  die  Sehne  c^  c^  senk- 
recht halbirende  Gerade   auch  durch  den  Mittelpunkt  M  dieses  letzteren 


*)  8.  diese  Zeitschrift  Bd.  10.  pag.  321. 
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Kreises;  und  daher  steht  der  von  A  ausgehende  Strahl,  welcher  den  Kreis 
{M)  in  den  Garvenpnnkten  c^y  Cf  schneidet,  seokrecht  auf  CM. 

Hiernach  ist  nun  die  Construction  einer  Gurve  dritter  Ordnung,  welche 
durch  die  imagiuären  Kreispnnkte  geht ,  folgende :  Man  nimmt  zwei  Punkte 
b^y  &2  heliebig  an  und  setzt  fest,  dass  die  reelle  Asymptote  der  Curve  der 
Geraden  b^  b^  parallel  sei.  Sodann  nimmt  man  auch  den  Asymptoten« 
durchschnitt  A  und  das  Gentrum  C  beliebig  an.  Legt  man  dann  durch  b^ ,  b^ 
einen  beliebigen  Kreis,  verbindet  den  Mittelpunkt  M  desselben  mit  C  und 
zieht  aus  A  eine  Gerade  senkrecht  auf  CM^  so  sind  die  Durchschnitte  c^^  c^ 
dieser  Senkrechten  mit  dem  Kreise  {M)  zwei  Gurvenpunkte.  Indem  man 
durch  b^y  b^  beliebig  viele  Kreise  legt  und  für  jeden  die  Gonstruction  wie- 
derholt, kann  man  sich  so  viele  Gurvenpunkte  verschafifen  als  man  will. 
Die  Wahl  des  Punktes  A  ist  nur  dadurch  beschränkt,  dass  er  nicht  auf  der 
Ghordale  b^b^  liegen  darf,  weil  er  dann  nicht  der  Asymptotendurchschnitt 
sein  könnte.  Das  Gentram  C  kann  ebenfalls  im  Uebrigen  willkfirlich  ge- 
wählt werden,  nur  darf  es,  wie  sich  weiter  unten  ergeben  wird,  nicht  auf 
der  Gentrallinie  der  Ghordalkreise  (auf  der  die  Strecke  6^  b^y  senkrecht 
halbirenden  Geraden)  liegen.  Uebrigens  leuchtet  ein,  dass  es  gleichgiltig 
ist,  ob  das  System  der  Ghordalkreise  sich  in  zwei  reellen  Punkten  schnei- 
det oder  nicht,  indem  auch  in  dem  letzteren  Falle  die  reelle  Asymptote  der 
Chordale  parallel  wird ,  nur  ist  dann  die  Ausführung  der  Gonstruction  etwas 
umständlicher. 

Es  bleibt  noch  die  Frage  zu  erörtern ,  ob  auch  durch  die  gemachten 
Annahmen  eine  Gurve  dritter  Ordnung  eindeutig  bestimmt  sei.  Sehen  wir 
daher  zu ,  wie  viele  Punkte  der  Gurve  dabei  als  gegeben  zu  betrachten  sind. 
Da  durch  &^,  b^  zugleich  die  Richtung  der  reellen  Asymptote  bestimmt  ist, 
so  involvirt  der  Punkt  A  drei  Punkte,  nämlich  A  selbst  und  die  beiden  in 
dem  unendlich  fernen  Berührungspunkte  zusammenliegenden  Punkte.  Da 
ferner  in  C  die  beiden  imaginären  Asymptoten  sich  schneiden ,  so  sind  mit 
C  zugleich  zwei  Punktepaare  gegeben,  die  in  die  beiden  imaginären  Kreis* 
punkte  hineinfallen.  Der  Punkt  C  involvirt  also  vier  gegebene  Gurven- 
punkte, und  man  hat  somit  die  zur  Bestimmung  einer  Gurve  dritter  Ord- 
nung erforderlichen  neun  Punkte.  Es  fragt  sich  aber ,  ob  diese  neun  Punkte 
nicht  so  liegen,  dass  sie  die  Durchschnitte  von  zwei  Gnrven  dritter  Ordnung 
bilden  und  dass  daher  unendlich  viele  Gnrven  dritter  Ordnung  durch  sie 
hindurch  gelegt  werden  können.  Nun  besteht  aber  der  Satz:  Wenn  neun 
Punkte  die  Durchschnitte  von  zwei  Gnrven  dritter  Ordnung  bilden,  und 
drei  derselben  in  gerader  ^inie  liegen ,  so  liegen  die  übrigen  sechs  auf 
einem  Kegelschnitt,  und  umgekehrt:  liegen  von  neun  Punkten  einer  Gurve 
dritter  Ordnung  drei  in  einer  Geraden  und  die  sechs  übrigen  auf  einem 
Kegelschnitt,  so  gehen  unendlich  viele  Gurven  dritter  Ordnung  durch  die 
neun  Punkte  hindurch.  Nun  liegen  von  unseren  neun  Punkten  in  der  That 
drei  in  gerader  Linie ,  nämlich  A  und  die  beiden  im  Berührungspunkte  der 
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reellen  Asymptote  zusammen! iegenden  Punkte;  daher  milssten,  wenn  die 
Cnrve  nicht  eindeutig  bestimmt  wäre,  die  Punkte  6^,  b^  und  die  vier  durch 
C  bestimmten  Punkte  auf  einem  Kegelschnitte  liegen.  Unter  den  letzteren 
befinden  sich  aber  die  beiden  imaginären  Kreispunkte,  also  müsste  der 
Kegelschnitt  ein  Kreis  sein,  und  da  ferner  in  jedem  imaginären^  Kreis- 
punkte zwei  Punkte  zusammenfallen,  so  müssten  die  imaginären  Asymp- 
toten der  Curve  zugleich  Asymptoten  des  Kreises,  d.  h.  C  müsste  der  Mit- 
telpunkt des  Kreibes  sein.  Aber  die  Mittelpunkte  aller  Kreise ,  die  durch 
&i ,  b^  hindurchgehen ,  liegen  auf  der  Geraden ,  welche  die  Strecke  6]  6, 
senkrecht  halbirt.  Daher  tritt  die  Unbestimmtheit  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  C  auf  dieser  Centrailinie  liegt.  *  Wenn  man  also,  wie  oben  verlangt 
wurde,  Sorge  trägt,  dass  dieser  Fall  nicht  eintritt,  so  kann  man  sicher  sein, 
dass  die  Curve  eindeutig  bestimmt  ist. 
Prag,  7.  Mai  1800. 


XVI. 

üeber  das  an  Volumen  grösBeste  einem  dreiachsigen 
EUipsoid  einbeschriebene  Tetraeder*), 

Von 

Professor  F.  Grelle. 


Werden  die  rechtwinkligen  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte  0,  1,  2,3 
des  Tetraeders,  bezogen  auf  die  Hauptachsen  2a,  26;  2c  des  EUipsoides, 
mit:  Xqj  y^,  2^;  a^i,  j/i,  2,;  «,,  y,,  t,;  a-g.  Vs»  «s  bezeichnet,  so  ist  bekannt- 
lich unter  den  Bedingungen : 


^2  +  ^2  +  c»       ^-^» 
^2  T-  ä2  -r^2       ^  =  "' 


o:. 


na.  J. 
«8  ^ 


ys' 


+  ^-1=0, 


der  sechsfache  Inhalt  des  Tetraeders  durch  die  Determinante : 

dargestellt.     Die  gesuchten  Werthe  von  0:^,^0'  ^0  ^*  ^*  ^-  müssen  also  die 
zwölf  partiellen  Abgeleiteten  von : 


s) 


3) 


ZU  Null  machen ,  so  dass  man  zur  Bestimmung  dieser  Coordinaten  und  der 
Constanten  k^,  A:, ,  Ar,,  Ar,  ausser  den  vier  Gleichungen  1)  noch  die  zwölf 
Gleichungen  erhält: 


*)  Während  einige  Schriftsteller  mit  Tetraeder  nur  den  regelmänsigen  Vier- 
flächner  bezeichnen,  verstehen  andere  darunter,  wie  es  auch  hier  geschehen,  jede 
drciseitijje  Pyramide. 
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dxt 


+  2*.9-=0, 


+  2*o|f=<>. 


oXf  a  ox^  ar 

^^  .     ,   yt 


<». 


woraus  sich  weiter  durch  Elimination  von  k^j  ^ly  ^ti  ^s  ergiebt; 


4) 


y,  a^       ajj  a-if 

i»  a«,'^  a«  ay,' 

«0  dj     «0  a^ 

«,  a^/ (Tj  a^ 

c*  a«,  ~  a»  a«, ' 

y,  a/f  _*,  dj 

6«  a«,     a»  ay,' 
y,  a^f  _a?,  a^ 

c«  a^i"  a»a«,* 
I,  dj_  «,  a^ 

Z»*   aarj      a*  ay,'     c*   öa?, 


a^s* 


Nach  einem  bekannten  Satze  der  Determinanten -Theorie  ist  aber: 


a^/ 


a^/ 


dd 


ayo         ayi         ayt        ay, 
a^  ,      a^  .      a-^  .      a//    ^ 

a^/  .      a-^  .      az/  .      a// 


dz. 


azi  azt         az. 


▼on  den  unter  einander  stehenden  Gleichungen  4)  ist  demnach  die  Summe 
von  irgend  dreien  identisch  mit  der  vierten  Gleichung  derselben  Gruppe. 
Die  Anzahl  der  Bestimmungsgleichungen  für  die  zwölf  Coordinaten  x^ ,  y^, 
Zq  u.  s.  w.  reducirt  sich  also  auf  zehn,  womit  zunächst  bewiesen  ist,  dass 
es  unendlich  viele,  ihrer  Lage  nach  verschiedene,  grosseste 
Ellipsoiden-Tetraeder  giebt. 

Die   Gleichung    einer    durch    die    drei   Punkte    1,   2,    3    gelegten 
Ebene  ist: 


1,   ar,   y,   z 

1.   ^i.yi,  ^1 

___ 

1,  ^i»y«»  ^t 

ii  ^8,ys,  2« 

1,  I,  1,  1 

Xy     X^y     a'2  ,     X^ 

y^  yiyyti  y« 


=  0, 
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oder  wenn  man  den  linken  Theil  entwickelt  and  der  Kürze  halber: 

=  V 


^1  »  •'^t  1  *^n 
^11   ^t,    «a 


setzt : 

Wegen  der  beiden  ersten  der  Gleichungen  4)  lässt  sich  aber  5)  auf  die 
Form  bringen : 


XX. 


yyo  .  i5o.j_jro      V    _, 


^^  a«  +   ö«   ^   c»  +   fl'    (djd\         ' 

\dxj 
woraus  hervorgebt,   dass  jede  der  Seitenflächen  des  fraglichen 
Tetraeders  der  Berührungsebene  desEllipsoides  in  dem  der 
Fläche  gegenüberliegenden  Eckpunkt  parallel  ist. 

Aus  6)  erhält  man  weiter  für  die  Entfernung  E  des  Punktes  0  und 
für  die  Entfernung  e  des  Mittelpunktes  des  Ellipsoides  von  der  Ebene 
dieser  Gleichung: 


1  +  ^-   V 

a^o     V 

\dxj 

'     «*  ^   6*  ^  c* 

/^  +  f*+^ 

WO  der  Wurzelausdruck  im  Nenner  mit  solchem  Vorzeichen  in  Anrechnung 
zu  bringen  ist,  dass  e  positiv  ausfällt.     Demnach  ist  stets  E'^e, 

Verlängert  man  den  Halbmesser  des  Punktes  0,  dessen  Länge  d^  sein 
möge,  bis  zum  Durchschnitt  mit  der  Ebene  12  3,  und  bezeichnet  die 
Länge  der  Verlängerung  mit  ö ,  so  ist  wegen  7) : 

i.  =  5o       V 
weshalb  aus  6)  wird : 

•)  ?+f+^+T.  =  »- 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  erhält  man  als  Gleichungen  der 
drei  anderen  Seitenflächen  des  Tetraeders: 
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wo  f ,  f, ,  1},  i^j,  O,  «^i  ganz  ähnliche,  leicht  zn  erkennende  Bedeutung  hahen, 
wie  ö  und  4,.  ♦ 

Berücksichtigt  man  endlich,  dass  Gleichung  8)  für  die  Coordinaten  der 
Punkte  1 ,  */,  3;  Gleichung  9)  für  die  der  Punkte  0,  1,  3  u.  s.  w.  stattfinden 
muss,  so  kommt  man  zu  dem  Besultat: 

4  _  €  _  t/  __  ^ 

aus  welchem  durch  geometrische  Betrachtungen  abgeleitet  werden  kann, 
dass  die  verlHngerten  Radien  d| ,  f^,  i^i,  '&,  die  Seitenflächen 
123,  023,  013,  012  in  den  Schwerpunkten  dieser  Dreieck  eschnei- 
den,  dass  demnach  der  Mittelpunkt  des  Ellipsoides  der 
Schwerpunkt  des  gesuchten  Tetraeders  sein  muss,  jeder  der 

Quotienten  in   12)  folglich  den  Werth  ~  hat. 

o 

Hiernach  ist  es  leicht,  die  Ebene  123  festzulegen,  nachdem  der  Punkt 

0  irgendwo  auf  dem  EHipsoid  angenommen  ist.     Die  Punkte  1,  2,  3  sind 

die  Ecken  eines  der  Ellipse ;  worin  die  Ebene  123  das  EHipsoid  schneidet, 

einbeschriebenen  grossesten  Dreieck».     Das  Volumen  eines  so  construirten 

3      — 
Tetraeders   ist   —  l/s.  abc. 
27  '^ 

Es  verdient  noch  erwähnt  zu  werden,  dass  die  vier  elliptischen  Kegel, 
deren  gemeinsame  Spitze  im  Schwerpunkt  des  besprochenen  Tetraeders 
liegt,  deren  Basen  die  Ellipsen  sind,  worin  die  Flächen  des  Tetraeders  das 
EHipsoid  schneiden,  gleiches  Volumen  haben. 

Da  nämlich  ein  grossestes  einer  Ellipse  der  Hauptachsen  2A  und  2B 

Q.  _ 

einbeschriebenes  Dreieck  den  Flächeninhalt  —  ^3  Aß  hat,  wegen  der 
vorhin  entwickelten  Werthe  aber: 

ist,  so  erhält  man  für  den  Inhalt  der  Ellipse,  worin  die  Ebene  123  das 
EHipsoid  schneidet: 


b*^  c'  ' 


woraus  in  Verbindung  mit  der  aus  8)  folgenden  Höhe  des  zugehörigen  Kegels 

1 


3  7/ •^o"  -I    yp^  I    V 


sich  als  Volumen  desselben  die  Constante  — ab  an  ergiebt. 

ol 

Hannover,  im  April  1869. 


XVII. 

üeber  die  Identität  der  Brennlinien  mit  den 
FuBspanktcarven. 

Von 

Dr.  Emil  Weyr  in.  Prag. 


(Hierzu  Tafel  VII,  Fig.  1  bis  4). 


1. 

Wenn  die  von  einem  leuchtenden  Funkte  0  ausgehenden  Lichtstrah- 
len von  einer  ehenen  Curve  C  reflectirt  werden,  so  umhüllen  sie  die  Brenn- 
linie B  der  Curve  C,  Dabei  wird  selbstverständlich  vorausgesetst,  dass  0 
und  C  in  einer  und  derselben  Ebene  liegen. 

Fällt  man  vom  Punkte  0  auf  die  Tangenten  von  C  Perpendikel ,  so  er- 
füllen deren  Fusspunkte  eine  Curve  Fj  die  Fusspunktcurve  von  C  (bezüglich 
0  als  Pol),  deren  Evolute  wir  kurz  mit  E  bezeichnen  wollen.  Die  Aufgabe: 
„Punkte  der*  Brennlinie  B  zu  construiren '^  wurde  bereits  mehrfach  be- 
handelt und  gelöst.  Wir  wollen  sie  in  aller  Kürze  geometrisch  lösen,  um 
aus  der  Lösung  einen  merkwürdigen  Zusammenhang  zwischen  der  Brenn- 
Unie  B  und  der  Evolute  E  von  F  abzuleiten. 

2. 

Wenn  der  leuchtende  Punkt  0  sich  in  einem  der  beiden  Brennpunkte 
eines  Kegelschnittes  S  befindet,  so  schneiden  sich  alle  von  iS  reflectirten 
Strahlen  in  dem  andern  Brennpunkte  von  S.  Es  folgt  dies  unmittelbar  aus 
einer  bekannten  Brennpunkteigenschaft  der  Kegelschnitte. 

Denkt  man  sich  nun  drei  unendlich  nahe  aufeinanderfolgende  Punkte 
m,  m',  m"  der  Curve  C  (Tafel  VII,  Fig.l),  so  bilden  die  von  ihnen  begrenz- 
ten Curvenelemente  mm',  nim"  zwei  unendlich  kleine  in  tn  zusammen- 
stossende  ebene  Spiegel. 

Aus  0  fällt  auf  das  Element  mrn  ein  Lichtstrahl  0,  welcher  nach  Sj 
und  auf  mm"  ein  Lichtstrahl  a',  welcher  nach  s'  reflectirt  wird.  Die  beiden 
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Strahlen  s  und  /  schneiden  sich  als  zwei  aafeinanderfolgende  Tangenten 
der  Brennlinie  B  in  einem  Punkte  p  derselben. 

Stellt  man  sich  nun  einen  Kegelschnitt  S  vor,  welcher  0  zum  Brenn- 
punkte und  mit  der  Curve  C  die  zwei  Elemente  mm\  m  rn'  gemein 
hat,  d.  h.  sie  an  dieser  Stelle  osculirt,  so  kann  man  diese  Stelle  der  Curve 
C  durch  jene  des  Kegelschnittes  S  ersetzen.  Die  Strahlen  s  und  s  schnei- 
den sich  jedoch  im  zweiten  Brennpunkte  des  verwendeten  Kegelschnittes  S 
und  somit  ist  der  Punkt  p  der  zweite  Brennpunkt  des  Kegelschnittes  5. 

Wir  erhalten  folgenden  Satz : 

Bleibt  der  eine  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes 
fest,  während  der  Kegelschnitt  die  feste  Curve  Cnach 
und  nach  in  den  aufeinanderfolgenden  Punkten  ein* 
fach  osculirt,  so  beschreibt  der  «weite  Brennpunkt 
die   Brennlinie   B   die   Curve   C. 

Mir  ist  nicht  bekannt,  ob  dieses  jedenfalls  schon  lange  bekannte  Re- 
sultat in  der  Form  eines  Satzes  ausgesprochen  wurde  oder  nicht.  Wie  ich 
aus  dem  Journale  von  Liouville  entnehme  (Band  1,  S.  191)  finden  sich 
diesbeztigliche  Entwickelnngen  in  Smith's  TraxU  d'opdqueliv,  2  chap.  9  und 
in  f  Analyse,  des  infiniments  peius  de  VBdpital  seclion  FL 

Indem  angeführten  Journale  stützt  Abel  Trans  on  auf  folgende  Formel 
eine  Construction  der  Krümmungshalbmesser  der  Kegelschnitte.  Ist  C  die 
reflectirende  Curve,  0  der  leuchtende  Punkt  und  m  ein  Punkt  von  C,  also 
Om  ein  auffallender  Strahl  mit  dem  Einfallswinkel  t,  sowie  mp  der  refiec- 
tirte  Strahl  und  p  der  Berührungspunkt  des  letzteren  mit  der  Brennlinie, 
ferner  r  der  Krümmungsradius  von  C  im  Punkte  m  und  bezeichnet  man 
kurz  Otn  mit  q  und  tnp  mit  q\  so  ist  nach  Smith: 

Wenn  der  Kegelschnitt  S  eine  Parabel  wird,   so  rückt  sein  zweiter 

Brennpunkt  p  ins  Unendliche  und  liefert  einen  unendlich  weiten  Punkt  der 

Brennlinie.   Der  zugehörige  reflectirte  Strahl  ist  eine  Asymptote  derselben. 

Die  Brennlinie  B  besitzt  so  viele  Asymptoten  als 

es  Parabeln  giebt,   welche  die  reflectirende  Curve  C 

einfach  osculiren  und  den  leuchtenden  Punkt  0  zum 

Brennpunkte  besitzen. 

3. 

Die  wirkliche  constructive  Bestimmung  von  Punkten  der  Brennlinie 
gestaltet  sich  am  einfaehsten,  wenn  man  den  Krümmungskreis  der  reflec- 
tirenden  Curve  C  in  jedem  ihrer  Punkte  zu  finden  weiss. 

Sei  in  Fig.  2,  Taf.  VII  m  ein  Punkt  der  refleotirenden  Curve  C  und  IC 
der  Krümmungskreis  derselben  in  diesem  Punkte.     Ist  nun  0  der  leuch- 
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tende  Punkt,  so  wird  der  Strahl  Om  in  die  Lage  mn  reflectirt,  welche  man 
erhält,  wenn  man  den  Badius  mc  des  Krümmangskreises  zieht  und 

<^  Omc=i<C,  cmn 
macht.  Dieser  reflectirte  Strahl  mn  ist  nun  eine  Tangente  der  Brennlinie 
und  man  erhält  den  Berührungspunkt  derselben  als  den  zweiten  Brenn- 
punkt des  Kegelschnittes  S,  welcher  0  zu  einem  Brennpunkte  hat  und  den 
KrUmmungskreis  A' im  Punkte  m  osculirt;  denn  dieser  Kegelschnitt  oscn- 
lirt  selbstverständlich  auch  die  Curve  C  im  Punkte  m.  Für  ihn  ist  somit  £ 
der  KrUmmungskreis. 

Fällt  man  vom  Mittelpunkte  c  des  Krümmungskreises  K  auf  den 
Strahl  Om  das  Perpendikel  ca  und  von  dessen  Fusspunkte  a  auf  die  Cur- 
vennormale  mc  das  Perpendikel  aby  dessen  Fusspunkt  b  ist,  so  liefert  die 
Verbindungslinie  von  0  und  b  die  Aze  A  des  besagten  Kegelschnittes  S 
und  schneidet  den  refiectirten  Strahl  mn  in  dessen  Berührungspunkte  p 
mit  der  Brennlinie.  In  dieser  Art  kann  man  nach  und  nach  beliebig  viele 
Punkte  der  Brennlinie  construiren. 

4. 

Ich  erlaube  mir  in  diesem  Artikel  eine  auf  harmonische  Strahlen- 
büschel gestützte  Betrachtung  derselben  Sache  vorzunehmen,  welche,  wie 
ich  hiernach  zeigen  werde,  auf  dieselbe  Oonstruction  führt,  wie  die  in 
Art.  8  ist. 

Zu  dem  Ende  betrachten  wir  zwei  unmittelbar  aufeinanderfolgende 
unendlich  nahe  Punkte  m  und  m'  der  refleqtirenden  Curve  C;  T  und  T' 
seien  die  Tangenten  und  i^und  N'  die  Normalen  der  beiden  Punkte  (Fig.  3). 

Befindet  sich  nun  in  0  die  Lichtquelle,  so  werden  die  zwei  von  0  aus- 
gehenden und  in  m  und  m'  auffallenden  Strahlen  Om  und  Om'  nach  mn  und 
m'n  resp.  reflectirt;  ihr  Durchschnitt  p  nach  der  Reflexion  ist  ein  Punkt 
der  Brennlinie  B. 

In  der  Figur  befinden  sich  nun  zwei  harmonische  Strahlenbüschel  mit 
den  Scheiteln  m  und  m\  Erstlich  am  Scheitel  m  das  Büschel  mOy  mn^  T,  Ny 
und  zweitens  am  Scheitel  m'  das  Büschel  m'O^  m'n\  T\  N\  Diese  zwei 
Strahlenbüschel  haben  also  gleiches  Doppelverhältniss  und  schneiden  sich 
daher  in  vier  Punkten  eines  Kegelschnittes,. welcher  auch  durch  die  beiden 
Büschelscheitel  m  und  m'  hindurchgeht.  Es  liegen  demnach*  folgende  sechs 
Punkte  in  einem  und  demselben  Kegelschnitte:  1)  m;  2)  m';  3)  der  Schnitt* 
punkt  q  der  beiden  Tangenten  T  und  T'\  4)  der  Krümmungsmittelpunkt  c 
der  reflectirenden  Curve  C  als  Durchschnitt  der  beiden  unendlich  nahen 
Normalen  N  und  A'';  5)  die  Lichtquelle  0  und  6)  der  Punkt  p  der  Brenn- 
linie. Diesen  durch  die  sechs  Punkte  fn^  m\q^Cy  0^  p  gehenden  Kegel- 
schnitt wollen  wir  mit  8  benennen,  und  es  ist  klar,  dass  wenn  wir  fünf 
Punkte  von  ihm  kennen,  wir  immer  die  anderen  zu  construiren  im  Stande 
sind.    Da  der  Kegelschnitt  s  durch  zwei  unendlich  nahe  Punkte  (i/i,  m')  der 
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^^^^^.j^^^^^.^^f'^^. 


Carve  {7  geht,  so  wird  er  dieee  Gurve  berilhren.  Es  Iftsst  sich  nun  leicht 
zeigen,  dass  er  an  der  Berührungsstelle  eine  doppelt  so  grosse  Krümmung 
besitzt  als  die  Curve  C, 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Wir  haben  vom  Kegelschnitte  9  an  der 
Berührungsst^Ue  die  drei  Punkte  m,  m  und  q.  Der  durch  diese  drei  Punkte 
gehende  Kreis  ist  der  Krümmungskreis  des  Kegelschnittes  b.  Man  findet 
seinen  Mittelpunkt  c  dadurch,  dass  man  in  den  Halbirungspunkten  der 
Elemente  mq^  m  q  auf  diese  Elemente  Perpendikel  errichtet  oder,  was  das. 
selbe  ist,  zu  den  beiden  Normalen  iY,  A'  Parallele  zieht.  Aus  dieser  Con- 
stmetion  fliesst  jedoch  unmittelbar,  dass  qc^=^\,qc  ist  Nun  ist  qc  der 
Krümmungsradius  des  Kegelschnittes  s  und  qc  bis  auf  eine  unendlich  kleine 
Grösse  jener  der  Curve  B.  Der  erstere  ist  halb  so  gross  als  der  letztere, 
und  somit  ist  die  Krümmung  des  Kegelschnittes  %  doppelt  so  gross  als  jene 
der  reflectirenden  Curve  (7.  Will  man  also  den  Berührungspunkt  eines 
reflectirten  Strahles  mn^  welcher  in  m  von  der  Curve  C  reflectirt  wurde, 
construireui  so  erhält  man  ihn  als  Schnittpunkt  des  reflectirten  Strahles  mit 
einem  Kegelschnitte  «,  welcher  durch  die  Lichtquelle  0,  durch  den  Krüm- 
mungsmittelpnnkt  c  des  Punktes  m  geht,  welcher  die  Curve  Cmm  berührt 
und  daselbst  eine  doppelt  so  grosse  Krümmung  besitzt  als  diese  Curve  selbst. 

Durch  diese  Daten  ist  der  Kegelschnitt  s  vollkommen  bestimmt. 

Weil  das  Viereck  (m^m'c)  ein  Kreisviereck  ist,  so  folgt  nebenbei,  dass 
die  Axen  des  Kegelschnittes  s  parallel  sind  zu  den  Halbirungslinien  des 
von  der  Tangente  T  und  der  Normale  N  va,m  gebildeten  Winkels. 

Die  sich  aus  der  angestellten  Betrachtung  ergebende  Con'struction  des 
Punktes  p  ist  identisch  mit  jener  in  Art.  3,  was  wir  jetzt  noch  beweisen 
wollen. 

Sei  abermals  m  Fig.  4,  Tafel  VII,  ein  Punkt  der  reflectirenden  Curve 
C,  c  sei  sein  Krümmungsmittelpunkt  und  folglich  K  der  Krümmungskreis 
der  Curve  C  im  Punkte  m.  0  stelle  die  Lichtquelle  vor.  Der  Strahl  Om 
wird  nach  mn  reflectirt,  so  dass  <X  Omc  =  <JiC.c^n  ist.  Beschreibt  man 
über  dem  Radius  cm  als  Durchmesser  einen  Kreis  k^  so  ist  dieser  nach 
Bewiesenem  der  Krümmungskreis  des  Kegelschnittes  s.  Von  diesem  Ke- 
gelschnitte wissen  wir^  dass  er,  durch  0,  c  und  m  geht  und  in  m  den  Kreis 
k  zum  Arümmungskreise  besitzt.  Dadurch  ist  er  vollkommen  bestimmt. 
Sein  Schnittpunkt  mit  dem  reflectirten  Strahle  mn  ist  der  Berührungspunkt 
des  letzteren  mit  der  Brennlinie.  Diesen  Schnittpunkt  p  kann  man  leicht 
dadurch  bestimmet ,  dass  man  den  Kegelschnitt  s  als  Collincarverwandte 
des  Kreises  k  betrachtet. 

Dabei  spielt  der  Punkt  m  die  Rolle  des  CoUineationscentrums  und  die 
Gerade  mc  die  Rolle  der  Collincationsaxe.  Dem  Punkte  0  von  s  entspricht 
perspectivisch  der  Punkt  a  von  Ar,  in  welchem  k  vom  Projectionsstrahle  mO 
geschnitten  wird.  Dem  Schnitte  p'  von  mn  mit  k  wird  auf  s  der  gesuchte 
Punkt  p  entsprechen.  Es  entspricht  also  der  Linie  ap'  die  Linie  Op,  welche 
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wir  leicht  finden ,  wenn  wir  0  mit  dem  Schnitte  b  von  ap'  and  der  ColHnea- 
tionsaze  mc  verbinden.  Die  erhaltene  Verbindungslinie  trifft  den  reflectir- 
ten  Strahl  im  Punkte  p. 

Vergleicht  man  die  Fig.  3  mit  der  Fig.  4  (Tafel  VII) ,  so  erkennt  man 
unmittelbar,  dass  beide  im  Wesentlichen  identisch  seien.  Nur  ist  in  Fig.  3 
der  Kreis  k  und  in  Fig.  4  die  Linie  c  a  nicht  gezogen. 

5. 

Die  Punkte  0  und  p,  welche  dem  Kegelschnitte  s  angehören,  sind  nach 
Art.  3  die  Brennpunkte  jenes  Kegelschnittes  S,  welcher  C  in  m  einfach  os- 
culirt.  Da  nun  C  und  S  m  tn  dieselbe  Krümmung  besitzen,  so  hat  «  in  m 
eine  doppelt  so  grosse  Krümmung  als  S,     Dies  giebt  folgenden  Satz : 

Legt  man  durch  die  Brennpunkte  eines  Kegel- 
schnittes 5  so  einen  zweiten  Kegelschnitt  9,  dass  er 
den  ersten  in  einem  Punkte  tn  berührt  und  überdies 
durch  das  Krümmungscentrum  c  des  Punktes  m  hin- 
durchgeht, so  besitzt  er  Im  Berührungspunkte  tn  eine 
doppelt  so  grosse  Krümmung,  als  der  Kegelschnitt  5. 

6. 

Der  in  Art.  2  ausgesprochene  Satz  liefert  die  Grundlage  zu  einer 
merkwürdigen  Beziehung  zwischen  der  Brennlinie  einer  Gurve  und  der 
Fvolute  der  Fusspunktcurve  derselben  Curve. 

Das  in  dem  erwähnten  Satze  Ausgesprochene  besteht  wesentlich  in 
Folgendem: 

Liegt  eine  reflectirende  Curve  C  und  eine  Lichtquelle  0  vor  und  man 
construirt  einen  Kegelschnitt  5,  welcher  0  zu  einem  Brennpunkte  hat  und 
die  Curve  C  in  einem  Punkte  m  einfach  osculirt,  so  ist  sein  zweiter  Brenn- 
punkt p  ein  Punkt  der  Brennlinie  B, 

Nun  habe  ich  in  der  am  21.  Januar  dieses  Jahres  in  der  kaiserlichen 
Akademie  zu  Wien  vorgelegten  Arbeit:  „ Construction  des  Krümmungs- 
kreises für  Fusspunktcurven^'  gezeigt,  dass  der  Mittelpunkt  M  desselben 
Kegelschnittes  S  der  Krümmungsmittelpunkt  der  Fusspunktcurve  F  von  C 
in  Bezug  auf  0  als  Pol  ist.  Fällt  man  nämlich  von  0  auf  die  Tangente  der 
Curve  C  im  Punkte  m  ein  Perpendikel,  so  ist  dessen  Fusspunkt  P  ein  Punkt 
der  FuHspunktlinie  F^  und  M  ist  dann  das  zugehörige  Krümmungscentrum. 
(Siehe  Fig.  1,  Taf.  VII.) 

Weil  0  und  p  die  Brennpunkte  eines  Kegelschnittes  S  sind,  dessen 
Mittelpunkt  M  ist,  so  liegen  erstlich  die  drei  Punkte  0^  M^p  in  einer  und 
derselben  Geraden  und  zweitens  ist  M  der  Mittelpunkt  der  Strecke  Op. 

Wir  gelangen  daher  zu  folgendem  merkwürdigen  Satze : 

Construirt  man  die  Evolute  E  der  Fusspunktlinie 
F  einer   gegebenen  Curve   C  bezüglich  des  Punktes  0 
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ala  Pol  und  verlängert  man  die  von  0  aus  nach  den 
Punkten  der  Evolate  gehenden  Radienvectoren  um 
ihre  eigene  Länge,  so  erhält  man  Punkte  der  Brenn- 
linie B  der  Cu'rve  C  für   0  als  Lichtquelle. 

Oder  in  anderer  Fassung: 

Die  Evolute  der  Fusspunktcurve  und  die  Brenn- 
linie einer  gegebenen  Gurve  bezüglich  eines  und  des- 
selben Punktes  als  Pol  und  Lichtquelle  sind  zwei 
ähnliche  und  ähnlich  gelegene  Curven  bezüglich 
dieses  Punktes  als  Aehnlichkeitscentrum,  and  zwar 
ist  das   Aehnlichkeitsverhältniss  gleich  1  zu   2. 

Daraus  geht  hervor,  dass: 

die    Evoluten    der  Fusspunktcurven   und    die  Brenn- 
linien ihrer  Natur  nach  identisch   seien; 
denn  die  Einen  sind  ja  nur  VerjüBgungen  der  Anderen, 
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XVIII. 
Tantochronische  Corven  bei  Beibungswiderstand. 

Von 

R.  Hoppe. 


Die  Carve ,  auf  welcher  sich  ein  Punkt  unter  dem  Einfluss  gegebener 
Kräfte  ohne  AnfangHgeschwindigkeit  in  constanter  Zeit  \  T  nach  einem 
festen  Endpunkte  hin  bewegt,  ist,  wofern  ein  Potential  (—  v)  existirt,  durch 
die  Gleichung  ausgedrückt: 


,2 


WO  s  den  vom  Endpunkt  an  gerechneten  Bogen  bezeichnet.  Im  Endpunkt 
muss  die  Kraft  stets  normal  zur  Bahn  sein.  Ist  eine  Fläche  gegeben,  auf 
der  der  Punkt  sich  bewegen  soll ,  so  tritt  deren  Gleichung  einfach  zur  Be- 
stimmung der  Curve  hinzu.  Es  ist  daher  völlig  ausreichend,  nur  ebene 
Bewegung  in  Betracht  zu  ziehen.  Dieselbe  Curve,  welche  die  Curve  der 
Constanten  Fallzeit  heissen  kann,  der  Gleichung  gemäss  über  s  =  Q  hinaus 
verlängert,  entspricht  auch  einer  constanten  Steigzeit  und  Oscillationsdauer, 
und  zwar  kann  man  die  Oscillation  von  jedem  Puukte  an  rechnen.  In  den 
zwei  ersten  Beziehungen  ist  sie  durch  den  Tautochronismus  bestimmt ;  die 
Oscillationsdauer  hingegen  lässt  einen  Arm  der  Curve  willkürlich  und 
macht  nur  den  zweiten  davon  abhängig. 

Giebt  es  kein  Potential,  so  genügt  nicht  mehr  dieselbe  Curve  in  allen 
jenen  Beziehungen;  vielmehr  ist  die  Aufgabe  jedesmal  eine  andere,  wenn 
die  Bewegung  anders  begrenzt  wird. 

Als  ein  Beispiel  soll  hier  der  Fall  betrachtet  werden ,  wo  ausser  einer 
Kraft,  die  ein  Potential  ( —  v)  hat,  ein  dem  Quadrat  der  Geschwindigkeit 
proportionaler  Widerstand  wirksam  ist.  Hier  bleiben  folgende  Umstände 
in  unveränderter  Geltung: 

1.  In  einem  festen  Endpunkte  für  einseitige  Bewegung  muss  die  Kraft 
zur  Bahn  normal  sein. 
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2.  Die  Carven  der  constaoten  Fall  -  und  Steigzeit  sind  durch  diese  ihre 
Eigenschaft  bestimmt. 

3.  Deren  Gleichungen  lassen  sich  in  geschlossener  Form  darstellen. 

4.  Die  Relation  zwischen  v  und  s  wird  durch  keine  hinzutretende 
Zwangsgleichung  alterirt. 

Dagegen  treten  folgende  Eigenthtimlicbkeiteu  tsin: 

1.  Betrachtet  man  ausser  den  zwei  genannten  die  Curven  für  constante 
Oscillationsdauer,  einmal  mit  Begrenzung  durch  die  Umkehrpunkte,  das 
anderemal  durch  den  IndifTerenzpunkt  der  äusseren  Kraft,  und  bezeichnet 
fi  den  Widerstandscoefficienten,  so  ist  in  allen  vier  Fällen 

wo  die  Coefficienten  für  jeden  derselben  andere,  in  sämmtlichen  rein  nu- 
merische,  in  den  drei  ersten  rationale,  im  letzten  mit  steigenden  Potenzen 

von— behaftete  Werthe  haben,  und  in  den  zwei  letzten  die  ungeradstelli- 
n 

gen  Nnü  sind. 

2.  Der  Tautochronismus  der  Oscillation  bestimmt  die  Curve  vollstän- 
dig, während  die  constante  Dauer  der  einseitigen  Bewegung  die  Hälfte  der 
Coefficienten  unbestimmt  lässt. 

Setzt  man 

so  lautet  die  Differentialgleichung  der  Bewegung  längs  der  festen  Bahn  s: 

wo  das  obere  Zeichen  für  wachsendes^  das  untere  für  abnehmendes  s  gilt. 
Sei 

2)  r(?)  =  2e*'!'59,(?), 

dann  giebt  die  erste  Integration : 

wenn  die  Geschwindigkeit  bei  s  =  b  Null  wird.     Nach  zweiter  Integration 
erhält  man: 

In  den  zwei  ersten  Fällen  ist  nun  die  Bewegung  begrenzt  durch  s  =0 
und  s  =  b'y  das  obere  Zeichen  entspricht  dem  Steigen  von  0  bis  6 ,  das  untere 
dem  Fallen  von  6  bis  0 ;  jedesmal  wird  /  =  ^  T,  also 


2        J    l 


Vf{^y)-f{i^r) 
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Dieser  Bedingung  genügt  nun  der  Werth 

denn  hieraus  erhält  man : 

Nach  Gleichung  2)  ist  dann 

Dies    in  Gleichung  1)  eingeführt  giebt  nach  Integration  als  Gleichungen 
der  zwei  Carven  für  constante  Steig-  und  Fallzeit: 


V=3  7l  • 


TV' 

Um  sie  für  constante  Schwerkraft,  yto  v=^gx  wird ,  in  rechtwinkligen  Coor- 
dinaten  darzustellen,  setze  man 

dx  ay      .  •      li^gT^ 

---=coät:     -^  =  «wr:      +i-— ^  =  «na, 
ds  OS  —     w*  • 

dann  wird 

,      ^  sinasinxdx 

—  1  —  sma  cos  t 

und  nach  Multiplication  mit  cosx  und  sinx  und  Integration  findet  man: 

+  ax^=cosx'\ — — — iogii  —  sinacosx)^ 
—  ^  stna 

+  ^  y  =  sin a  sinx  +  X  —  2C0S a  arc  ig     ^ö' y 'fl'(  —  +  "^ )   • 

Es  soll  ferner  die  Bewegung,  durch  die  zwei  Punkte  der  Nullgeschwirt- 
digkeit  s  =  —  a  und  s  =  b  begrenzt,  in  constanter  Zeit  T  erfolgen.  Dann 
ist  die  Bedingung: 


3) 


6 


4)  /'(^)=2£?2%(^)^ 

und  a  und  h  sind  durch  die  Relation 

von  einander  abhängig.     Ihr  zufolge  ist  die  Differenz 

divisibel  durch  {a  +  r)  (6  —  r)  und  der  (Quotient,  der  durch  fi^R  bezeichnet 
sein  mag,  durchgängig  stetig  und  einer  gleichen  Entwickelnng  wie  die 
Function  f{q)  fähig.     Setzt  man 


a  +  b    ,   ^      a  —  b 


vird 
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dr 


^  =  3t 


y{a  +  r){h-r) 
und  die  Gleichung  3)  geht  ttber  in 


5)  „=  le^-Jt-^dS. 


'-f^'" 


n 
Bis  zur  sechsten  Potenz  entwickelt  sei 

Nimmt  man  für  a  gleichfalls  eine  Reihe  nach  Potenzen  von  jü^  an  und  ent- 
wickelt den  Quotienten 

nach  Potenzen  von  fi,  so  ergeben  sich  zugleich  mit  den  einzelnen  Termeu 
von  R  die  Werthe  der  Coefficienten  der  Reihe  a  bedingt  durch  die  Aus- 
führbaAeit  der  Division ,  und  man  findet : 

+/>i  (3^3  -  ^PiP%  +  4 V)  (M*)*}- 
Nachdem  man  die  zur  Rechten  der  Gleichung  5)  angedeuteten  Operationen 
in  der  Reihenform  vollzogen  hat,  wobei  nur  Potenzen  von  r  nach  f  zu  inte- 
griren  sind,  müssen,  damit  die  Gleichung  unabhängig  von  b  erfüllt  wird, 
die  Coefficienten  aller  Potenzen  von  ^b  verschwinden,  woraus  sich  eine 
gleiche  Anzahl  recurrirender  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  p  ergeben^ 
liier  tritt  jedoch  der  Umstand  ein,  dass  die  Coefficienten  von  jü^^  und 
^2fc-f !  nny  die  Elemente  Pi,  ft,  ...  pj*  enthalten,  dass  folglich  P2t  +  i  nn- 
bestimmt  bleibt.  Es  lässt  sich  nämlich  bemerken,  dass  P2&  +  ifi^^'^^  in  B 
nur  mit  ungeraden  Potenzen  von  r  verbunden  ist.  Denn  im  Verlaufe  der 
Division  7)  tritt  das  Element  p2jt  4.1  zuerst  ein  bei  der  (2A:+l)'«°  Potenz, 
und  das  von  yL  unabhängige  Glied  des  Divisors  b^  —  r'  enthält  keine  un- 
gerade Potenz  von  r.  Ferner  erkennt  man,  dass  die  Integrale  der  unge- 
raden Potenzen  von  r  den  Factor  fi  haben,  weil  sie  für  a=s6  verschwinden. 
Folglich  kommt  p^k-^x  nur  in  Coefficienten  höherer  Potenzen  von  yib  vor. 
Dieser  Umstand  hat  aber  zur  Folge,  dass  die  ungeradstelligen  Coefficienten 
zur  Verfflgung  bleiben ,  um  einer  neuen  Bedingung  zu  gentigen.  Die  Rech- 
nung ergiebt: 

2,1  8      ,,2I     3       7      4      /,        7       \ 

Nach  Einsetzung  dieser  Werthe  in  den  Ausdruck  (0)  von  fq  findet  man  zu- 
folge der  Gleichung  4)  folgende  Entwickelung  der  gesuchten  Function: 
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Die  Curve  für  constante  Dauer  der  rückgängigen  Bewegung  würde 
man  hieraus  durch  Substitution  von  (p(r—q)  für  (p{q)  erhalten.  Soll  also  die- 
selbe Curve  nach  beiden  Seiten  hin  tautochronisch  sein,  so  darf  die  Reihe 
für  q>  (g)  keine  ungeraden  Potenzen  von  g  enthalten.  Hieraus  folgen  die 
Werthe: 

—  1  —  ^^  —  ^  _  ^^^ 

P1-3;     P2--^;     P^^g'^     ^*~4Ö5* 

nach  deren  Einsetzung  man  findet: 

Hiernach  hat  die  Curve  der  tautochronischen  durch  die  Umkehrpunkte  be- 
grenzten Oscillation  folgende  Gleichung: 

Rechnet  man  statt  dessen  die  Zeit  vom  Indifferenzpunkt  der  Süsseren 
Kraft  bis  zur  nächsten  Rückkehr  in  denselben,  so  kann  man  jeden  Arm  der 
Curve  für  sich  die  Bedingung  erfüllen  lassen,  welche  lautet: 
b 

8)    n  =  -T=     i       \—- h 


0 

Die  Function  9(9),  die  sich,  wie  ersichtlich,  bei  Yorzeichenwechsel  von  q 
nicht  ändert,  hat  demnach  die  Form : 

Die  ersten  Integrale  stellen  sich  in  der  Form  dar: 
b 


2   /    ^■^■"Xfiy)^a^=(6»-r«)(l+2^^(±^)*''^+2 


wo  die  Grösse 


r, 


2  h  — r 


L O 

den  Werth  b  nie  übersteigt,  so  dass  die  (—|y*  Potenz  des  Integrals 

sich  wieder  nach  Potenzen  von  fi  entwickeln  lässt.     Die  Bestandtheile  des 
zweiten  Integrals  sind  alsdann  von  der  Form 
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0 
wo  R  ein  Product  von  Factoren  r  und  r.   i8t.     Führt   man   die   Integration 

ans  und  erfüllt  durch  9)^,  qp^,  ...  die  Gleichung  8)  unabhängig  von  6,  so 
ergiebt  sich: 

^v       »M,    .     4/  8\    Q  fi         4    /  ^       176  ,    19088\    .  ,   ,        ] 

Dieselbe  Gleichung  muss  aach  für  den  negativen  Arm  der  Curve  gelten, 
und  diese  entspricht  daher  der  tautochronischeü  durcb  den  IndifTerenzpunkt 
begrenzten  Oscillation. 

Zur  Darstellung  beider  Curven  in  rechtwinkligen  Coordinaten  sei  für 
den  Fall  constanter  Schwerkraft  ihre  gemeinsame  Form 

2x0:  =  ^(1  +  «^  +  /?** +  ...);      K  =  ^,- 

TL 

ZU  Grunde  gelegt.  Durch  umgekehrte  Entwickelung  und  Differentiation 
ergiebt  sich  daraus: 

dy 
Ist  nun  a:=a^  der  Werth,  für  welchen  ^—  verschwindet,  so  erhält  man: 

öx 

A  =  |jl-3«««  +  5(4«»-/J)»*+...j, 


Setzt  man 
so  findet  man: 


xsshsm^&f 


+  -i  Ä  (11 ««  -  bß)  x*sinO  cos^a. 

Sieht  man  von  der  vierten  und  den  höheren  Potenzen  von  x  ab,  so  erweist 
sich  die  Curve  als  eine  im  Verhältniss  1  : 1  —  8ax^  vertical  und  im  Verhält- 

Q 

niss  1  : 1  —  ■— ax*  horizontal  contrahirte  Cykloide,  von  derjenigen  aus- 
gehend ,  welche  der  widerstandslosen  Bewegung  entspriebt.  Bei  Begren- 
zung im  ITmkehrpunkte  ist  a«=:  0,222222;  bei  Begrenzung  im  Indifferenz- 
punkte «=0,033594;  daher  im  letztern  Falle  die  Abweichung  der  Curve  weit 
geringer  als  im  erstem. 


XIX. 

lieber  ein  geometrisches  EennzeicheD   der  Art  des 

durch  fünf  gegebene  Tangenten,  durch  fünf  gegebene 

Punkte  u.  s.  w«  bestimmten  Kegelschnittes. 

Von 

Dr.  Fr.  Grelle, 

Professor  der  Mathematik  an  der  polytechnischen  Schale  zu  Hannover. 


(Hierin  Tafel  VII,  Fig.  5.) 


Sind: 

1)  a  =  0,     ft  =  0,     c  =  0 

die  Oleichungen  der  Eckpunkte  eines  Coordinatendreiecks  in  der  Nor- 
malform, so  ist  bekanntlich  die  Gleichung  zwischen  den  Dreieckcoordi- 
naten  der  Tangenten  eines  dem  Coordinatendreieck  einbeschriebenen  Ke- 
gelschnittes : 

2)  ab  +  Pac  +  Qbc=^0, 

wo  P  und  0  beliebige  Constante  bedeuten.  Soll  der  Kegelschnitt  noch 
eine  vierte  Gerade,  welche  irgend  einen  Punkt  Aj  der  Seite  ab  des  Coor- 
dinatendreiecks mit  irgend  einem  Punkte  6(  der  Seite  bc  desselben  Drei- 
ecks verbindet,  berfihren,  so  muss,  wenn  die  Gleichungen  der  Punkte  fli 
und  6| : 

^  \  b^=B^b  +  C^c==0 

sind,  zwischen  den  Constanten  P  und  Q  die  Bedingung: 

4)  BoC^---PB^B,  +  QAoB,:=.0 

stattfinden,  durch  deren  Einführung  in  d)  sich  als  Gleichung  eines  dem  Vier- 
eck aa^biC  einbeschriebenen  Kegelschnittes  ergiebt:  , 

ö)  B^ab  +  {Ct+kAo)ac  +  kBobc=:abi  +  ka^c  =  0, 

wenn  der  Kürze  halber : 
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gesetzt  wira.  Ans  5)  erhält  man  leicht  als  Gleichungen  der  vier  Berüh- 
rungspunkte: ^,  in  der  biC^  i^  in  der  ca^  ig  in  der  aoi,  ^4  in  der  0^0^: 

6)  i^  =  B^b  +  (C,  +  kj;)  e  =  d|  +  kA^c  =  0, 

7)  tg  =  B^a  +  kB^c^O, 

8)  f,  =  (C,+Af^o)«+^^o*  =  ^i«  +  ^«i=0, 

und  hieraus  als  Gleichung  des  Mittelpunktes  m  des  Kegelschnittes : 

10)  n,  =  b\  +  a  +  k^^±^(a\  +  e)  =  0, 

wenn  a\  =  0  und  b\  =  0  die  Gleichungen  der  Punkte  a  und  6'  in  der  Nor- 
malform bedeuten,  wahrend  wegen  3)  die  Gleichungen  der  Pole  J^  J^^  ^^ 
der  drei  Diagonalen  des  vervollständigten  Vierecks  acb^a^  unter  der  Form 
erscheinen : 

11)  A^^A^B^a—B^B^b  -  B^Q^c=:A^B^a  —  B^b^^^, 

12)  ^,^^0^1«+  BgB^b^B^Ct  <?=  ^i«!  -^  ^0^1  ^=0, 

13)  ^,=^0^10  +  ^0^1^+ ^0^1«=  ^iöi  +  ^o^tC=i^o^i«+^o^='Ö. 
Aus  den  Gleichungen  0)  bis  0}  und  il)  bis  13)  ergiebt  sich  sofort: 

14)  ^1^1=  ^0  ß|  '.-'4=  ^0  ^t  <i  -^o^i'i» 

15)  Ar^o^a=-^oC|'i+<4=-^oC?,/,+^o^i^f» 

16)  (C,+A:^o)^s=^a^,  ^  +>^«^i '.^^o^i^t +^4, 

womit    bewiesen    ist,    dass   die  Verbindungsgeraden    je  zweier 
der    vier   Berührungspunkte   sich    in    dem   einen,   oder   dem 
zweiten  oder  dem  dritten  der  Pole  schneiden  müssen:  1^1^  und  . 
igt^  in  ^, ,  ^1/^  und  /,/,  in  ^,,  ^,/,  und  (^t^  in  ^,.   Aus  der  Lage  eines  der 
vier  Berührungspunkt^  folgt  also  die  der  drei  anderen  von  selbst. 

Dass  5)  noch  eine  willkürliche  Constante  —  k —  enthält,  beweiset  die 
bekannten  Sätze:  Es  giebt  unendlich  viele  Kegelschnitte,  welche  gleich- 
zeitig vier  gegebene  Gerade  berühren;  ein  Kegelschnitt  ist  im  Allgemeinen 
durch  fünf  gegebene  Tangenten  bestimmt. 

TJiu  die  Kegelschnitte  des  ersten  dieser  Sätze,  deren  Mittelpunkte  we- 
gen 10)  auf  der  Geraden  liegen,  welche  die  Halbirungspunkte  der  Diago- 
nalen abi  und  ca,  verbindet,  zu  individualisiren,  muss  man  k  das  Intervall 
von  +  00  bis  +  OD  ,  oder  einen  der  Berührungspunkte,  etwa  /„  seine  nach 
beiden  Richtungen  hin  ins  Unendliche  verlängerte  Tangente  ac  durch- 
laufen, oder  auch  etwa  die  Gerade  /ift^tg  eine  vollständige  Umdrehung  um 
den  Punkt  J^  beschreiben  lassen  und  dabei  die  Vorzeichen  bez.  das  Ver- 
schwinden der  Ausdrücke: 

2^B,  +  C,+k{A,+  B,), 
i:,==^B^B,k{C,  +  kA,) 
(siehe   Salmpn  •  Fiedler,    Analytische   Geometrie    der   Kegelschnitte, 
1.  Auflage,  Seite  343  —  345)  ins  Auge  fassen. 

Für  *=  00  löset  sich  Gleichung  5)  auf  in:  a,  =0,  c==0;  die  Punkte 
ii  und  ^  fallen  «uf  c,  die  Punkte  /«  und  /^  auf  Oi;   m  fällt  mit  dem  Halbi- 


390  lieber  eingeometr.  Kennzeichen  der  Art  des  durch  fünf  gegebene 

rungspuakte  der  ca^  zusammen;  der  Kegelechnitt  reducirt  sich 
auf   die   Gerade  ea,. 

Für  alle  Lagen  des  Punktes  /,  zwischen  c  und  «,  des  Punktes  /, 
zwischen  a^  und  a  muss  wegen  7)  und  8) : 

sein,  müssen  also: 

gleichzeitig  dasselbe  Vorzeichen  haben.  Je  nachdem  diese  drei  Ausdrücke 
^0  sind,  ist  i?^0,  Z^  ^0.  Es  haben  also  für  alle  Kegelschnitte  dieser  Art 
i?  und  Sf  entgegengesetzte  Zeichen ;  die  berührenden  Curven  sind 
demnach   Ellipsen. 

Für  Ä  =  0  wird  aus  5):  fl  =  0,  bt  =0;  /^  und  t^  fallen  auf  6,,  i^  und  /, 
auf  a;  m  fällt  mit  dem  Halbirnngspunkt  der  a6,  zusammen;  der  Kegel- 
schnitt  reducirt   sich    auf   die   Gerade   ab^. 

Für  Ar  =  0  verschwindet  auch  ^i,  und  da  2^,=0  nur  einmal  die  Wurzel 
k  =  0  hat,  so  muss  ü*!  jetzt  das  Zeichen  wechseln ,  während  £  das  frühere 
Zeichen  bis  zu  der  Lage  des  Berührungspunktes  t^,  welche  dem  Werthe 

entspricht,  beibehält.  Bis  hierhin  sind  die  berührenden  Curven 
demnach  Hyperbeln. 

Für 

A,  +  B, 
verschwindet 2*,  ist  der  fragliche  Kegelschnitt  also  eine  Parabel, 
was  auch   aus  10)   deshalb  folgt,  weil  diese   Gleichung  für  jenen   Werth 
des  k  einen  Punkt  im  Unendlichen  repräsentirt. 

Beim  Durchgang  des  k  durch  den  Werth  17)  wechselt  Z  das  Zeichen: 
die  berührenden  Curven  sind  also  Ellipsen,  bis  Z^  zum  zweiten 
und  letzten  Male  verschwindet  für: 

Für  diesen  Werth  löst  sich  5)  auf  in  6  =  0  und  A^BiU--  B^CiC  =  0  —  die 
Gleichung  des  Punktes  d  — ;  /|  und  /,  fallen  mit  6,  t^  und  i^  mit  d  zusam- 
men und  m  wird  der  Halbirnngspunkt  der  db]  der  Kegelschnitt  re- 
ducirt  sich   also  wieder  auf  eine   Gerade,   die   db. 

Jetzt  wechselt  endlich  2!*,  zum  letzten  Male  sein  Zeichen,  während  das 
von  2  —  ein  nach  k  linearer  Ausdruck  —  unverändert  bleibt.  Für  alle 
Lagen  des  Punktes  if  zwischen  d  und  a  sind  demnach  die  berührenden 
Kegelschnitte  Hyperbeln,  womit  der  Cyklus  geschlossen  ist. 
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Wegen  7)  und  17)  ist  die  Gleichung  des  Punktes  p,  worin  die  durch 
die  vier  gegebenen  Tangenten  ac,  cb^^  ^i^i  i  ^'t^  bestimmte  Parabel  die  ac 
berührt: 


woraus  die  Proportion : 


2?.  ^.+^/      "' 
cp       ^i  -^o  +  -^o 


also  auch 
19) 


ac  _^ofi— ^ofi 
folgt.    Femer  giebt  die  Gleichung: 

des  Punktes  d: 

cd      -^0^1 
also  auch: 

ac       BqCi  —  /^o  ^t 
cd  ^o^i 

woraus  man  endlich  in  Verbindung  mit  19)  und  in  Rücksicht  auf  die  erste 
der  Gleichungen  3)  die  Proportion : 

dp aa^ 

cd      a^b 
erhält,  welche  eine  einfache  Art  der  Construction  des  Punktes  p  zeigt. 

Es  seien  nun  die  fünf  Tangenten  ac,  c&i,  ^i^, ,  a^a  und  ef  gegeben, 
welche  entweder  eine  Ellipse  oder  eine  Hyperbel  bestimmen  und  dann  nur 
eine  Parabel,  wenn  die  durch  irgend  vier  dieser  Tangenten  bestimmte  Pa- 
rabel auch  die  fünfte  Tangente  berührt.  Um  zu  erkennen,  welcher  dieser 
drei  Fälle  im  Gegebenen  eintritt,  construire  man  zuerst  den  Punkt  p  und 
darauf  die  fünf  Punkte,  worin  der  fragliche  Kegelschnitt  die  gegebenen 
TsDgenten  berührt.  Dieses  geschieht  am  einfachsten  in  Rücksicht  auf  die 
Relationen  15)  und  10).  Da  nämlich  einerseits  die  Verbindungsgerade  der 
Berührungspunkte  in  der  ac  und  aa^  durch  z/^  gehen  muss  (wegen  15),  in- 
dem acb^a^  ein  umschriebenes  Viereck  bildet,  und  andererseits  durch  g 
(wegen  16) ,  den  Schnittpunkt  der  Diagonalen  des  ebenfalls  umschriebenen 
Vierecks  cbfe^  so  ist  /l^g  die  Verbindungsgerade  selbst  Diese  schneidet 
dieac  und  aa^  in  den  betreffenden  Berührungspunkten,  nach  deren  Fest- 
legung es  sehr  leicht  ist,  auch  die  drei  übrigen  Berührungspunkte  zu  be- 
stimmen. Aus  der  Lage  des  Berührungspunktes  der  ac  erkennt  man  nach 
vorhergehenden  Ausführungen  sofort  die  Art  dos  Kegelschnittes. 
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Sind  statt  der  Tangenten  fünf  Punkte  gegeben,  so  construire  man  mit 
Hilfe  des  Pascal 'sehen  Sechsecks  zunächst  einen  sechsten  Punkt  und 
darauf  unter  Benutzung  der  bekannten  Sätze  über  Pol  und  Polare  die  Tan- 
genten, welche  in  jenen  sechs  Punkten  den  fraglichen  Kegelschnitt  be- 
rühren. Die  gegenseitige  Lage  von  irgend  vier  dieser  Tangenten  und 
ihrer  Berührungspunkte  giebt  alsdann  wieder  wie  vorhin  den  gewünschten 
Aufschlnss  darüber,  ob  die  gegebenen  fünf  Punkte  eine  Ellipse,  Hyperbel 
oder  Parabel  bestimmen. 


XX. 
Bio  cyklifichen  Flächen. 

Von 

Dr.  A.  Enneper 


§1. 

Ein  Kreis  im  Räume  kann  als  der  Dnrchscbnitt  einer  Ebene  mit  einer 
KngelflAche  angesehen  werden,  so  dass  der  Kreis  und  die  KngelfiXciie  den- 
selben Mittelpunkt  haben.  Bezeichnet  man  durch  £,  17,  t  die  Coordinaten 
des  Mittelpunktes  und  durch  R  den  Radius  der  Kugelflftche,  sind  ferner 
l^m,n  die  Winkel,  welche  die  Normale  zur  Ebene  des  Kreises  mit  den 
Coordinatenaxen  bildet ,  so  sind : 

2)  {x  —  J)  cos  /  +  (y  -- 12)  C05  m  +  (2  —  f)  CO*  n  =  0 

die  allgemeinen  Gleichungen  eines  Kreises  im  Räume.    Zwischen  den  Co- 
sinus der  Winkel  l,  m^n  findet  die  Relation  statt: 

3)  cos*  l  +  cos*  m  +  co^  «  =  l. 

Die  Gleichungen  1)  und  2)  enthalten,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 
3),  sechs  beliebige  Parameter,  welche  sich  immer  so  bestimmen  lassen,  dass 
der  Kreis  gewisse  Bedingungen  zu  erfüllen  hat.  Soll  der  Kreis  z.  B.  mit 
einer  Carve  doppelter  Krümmung,  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

4)  F(aJ,y,2)  =  0,   jP,  (x,y,z)=0, 

einen  Punkt  gemein  haben,  so  giebt  die  Elimination  von  x^y^z  zwischen 
den  Gleichungen  1),  2)  und  4)  ein  Ilesultat  von  der  Form: 

5)  (P  (I,  riy  f ,  Ä,  cos  l,  cos  m,  cos  n)  =  0, 

Durch  sechs  Gleichungen,  wie  die  vorstehende  und  die  Gleichung 3)  sind 
die  Parameter  der  Gleichungen  1)  und  2)  vollständig  bestimmt;  man  kann 
altfo  im  Allgemeinen  einen  Kreis  bestimmen ,  welcher  sechs  gegebene  Cur- 
ven  schneidet.  Nimmt  man  fünf  Gleichungen  von  der  Art  wie  5)  an ,  so 
giebt  die  Elimination  von  §,  97,  ^,  B,  cos  l,  cos  m^  cosn  zwischen  diesen  fünf 
Gleichungen  und  den  Gleichungen  1),  2),  3)  eine  Relation  zwischen  .r,  y,  2, 
d.  h.  die  Gleichung  einer  Fläche,  welche  der  Kreis  erzeugt.    Die  fünf  Be- 
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dingungsgleichiingen  und  die  Gleichung  3)  gestatten  in  diesem  Falle  je 
sechs  der  Parameter  ^,  i;,  ^,  Ry  cosl^  cos  m,  cos  n  als  Functionen  des  siebenten 
anzusehen,  oder  besser,  man  kann  die  sfimmtlichen Parameter  als  Functionen 
einer  Variabein  u  nehmen,  so  dass  die  Elimination  von  u  zwischen  den 
Gleichungen  1)  und  2)  die  allgemeinste  Gleichung  einer  Fläche  giebt, 
welche  durch  einen  Kreis  erzeugt  werden  kann.  Der  Einfachheit  halber 
möge  eine  solche  Fläche  cyklische  Fläche  und  der  erzeugende  Kreis  der- 
selben Generatrix  heissen. 

Ein  sehr  einfaches  Beispiel  einer  cyklischen  Fläche  ist  die  Fläche, 
gebildet  aus  den  Krümmnngskreisen  der  Normalschnitte  in  einem  Punkte 
einer  beliebigen  Fläche.  Im  Punkte  (xq,  y^,  Zq)  einer  Fläche  seien  r',  r" 
die  beiden  Hauptkrümmungshalbmesser,  ferner  Z,  M,  N  die  Winkel,  welche 
die  Normale  mit  den  Goordinatenaxen  bildet.  Die  Winkel,  welche  die 
Tangenten  zu  den  Hauptschnitten  mit  den  Goordinatenaxen  bilden.,  deren 
Krümmungsradien  r  und  r"  sind ,  seien  respective  Z',  AT,  IV^  und  Z",  M",  iT, 
Die  Ebene  eines  beliebigen  Normalschnittes  im  Punkte  (o^q,  y^,  z^  schneidet 
die  berührende  Ebene  in  einer  Geraden,  welche  den  Winkel  u  bilden  möge 
mit  der  Tangente  des  Hauptschnittes ,  dessen  Krümmungshalbmesser  r  ist. 
Sind  /,  m,  n  die  Winkel,  welche  die  Normale  des  bemerkten  Normalschnittes 
mit  den  Goordinatenaxen  bildet,  so  hat  man  für  die  Gosinus  derselben  fol- 
gende Gleichungen: 

1C0S  l  =  cos  Z"  .  cos  u  —  cos  L  .  sin  «, 
cos  m  =  cos  M"  .  cos  u  —  cos  M' .  sin  u , 
cos  n  =  cos  TT  ,  cosu  —  cos  N' ,  sinu. 
Die  Goordinaten  £,  17,  {^  des  Mittelpunktes  und  der  Radius  R  des  Krum- 
mungskreises   des  obigen   Normalschnittes    sind,    nach    einem   bekanuton 
Theoreme  Euler's,  durch  folgende  Gleichungen  bestimmt: 
7)  ^=:Xq  +  R  cos  Ly    ri  =  yQ  +  R  cos  My   f  =  2:^ -f  Ä  co5  iV, 

1       co^u  ,  sin^u 

Mittelst  der  Gleichungen  6)  und  7)  ergeben  sich  für  den  Krümmungskreis 
folgende  Gleichungen: 

iiX'-XQ  —  R  cos  LY  +  {y^y^^R  COS  Mf  +  (z  —  «^  —  Ä  COS  Nf  =  Ä-, 
[_(x  —  x^  COS  Z"  +  (y  —  y^  cos  ^'  +  (2  —  z^  cos  iV"]  cos  u 
=  [J^x—Xq)  cos  L'  +  {y  —  y^)  cos  M'  +{z  —  Zq)  cos  iV']  sin  u. 

Zur  Vereinfachung  setze  man: 

i{x  —  Xq)  cos  L'  +{y  —  Pq)  cos  M'  +  (t  —  z^  cos  iV  =  A", 
(.T  —  Xq)  cos  Z"  +  (y  —  y^)  cos  M''  +  (z  —  z^)  cos  iV"  =  F, 
{x  •—  Xq)  cos  Z  +  (y  —  ^o)  ^^*  M  +{z  —  Zq)  cos  N  =  Z^ 
also 

{x-^x,Y  +  {y^y^Y+{z-z,)^  =  Ä^+¥^  +  Z^. 
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Substituirt  man  für  R  seinen  Werth  aus  8),  so  gehen  die  Gleichungen  9). 
mittelst  10)  über  in: 

(X^+}^  +  Z')(^^p  +  'Jp^^==2Z,    Ycosu  =  A'smH. 

Die  Elimination  vonr «  zwischen  diesen  Gleichungen  giebt: 

11)  (^'«+^«  +  ^)^^+l^j  =  2Z(-r«+7«). 

Aus  den  Gleichungen  10)  folgte  dass  X^  7,  Z  als  die  orthogonalen  Coordi- 
naten  eines  Punktes  angesehen  werden  können,  wenn  man  dea  Funkt 
(^0»  ^0»  ^o)  ^^^  Anfangspunkt  der  Coordinaten,  ferner  die  Normale  und  die 
Tangenten  zu  den  Hauptschnitten  zu  Coordinatenaxen  nimmt.  Im  Funkte 
(^0»  yo>  ^0^  ^**  ^^®  cykliscbe  Fläche  11)  mit  der  gegebenen  Fläche  dieselbe 
Normale,  alle  ebenen  Schnitte,  welche  durch  diese  Normale  gehen,  haben 
für  beide  Flächen  im  Punkte  (rr^,  i/q,  z^)  dieselben  Krümmungshalbmesser, 
weshalb  es  nicht  ungeeignet  scheint,  die  cykliscbe  Fläche,  bestimmt  durch 
die  Gleichung  II),  als  die  osculatorische  Fläche  einer  gegebenen  Fläche  im 
Funkte  (x^,,  y^,  Zq)  anzusehen.  Die  Gleichung  11)  folgt  auch  durch  Elimi- 
nation von  '4;  z^wischen  dei\  Gleichungen : 

X^+}^=zZ»cot*rl;,  -;,  +  _  =  2Zro*2^. 
r         r 

Hieraus  folgt,  dass  die  osculatorische  Fläche  der  Ort  der  Schnittcurven 

einer  Reihe  von  Kreiskegeln  mit  Faraboloiden  ist.    Für  einen  Umbilic  ist 

/  =  /',  in  diesem  Falle  geht  die  Gleichung  11)   in  die  einer  Kugelfiäche 

über.    Setzt  man  in  der  Gleichung  11)  2^,  2  7,  2 Z  statt  X,  7,  Z,  so  ergiebt 

sich  die  Gleichung  einer  Fläche,  auf  welcher  die  Mittelpunkte  der  oscula- 

torischen  Kreise  aller  möglichen  ebenen  Schnitte  liegen,  welche  durch  den 

Punkt  {Xq,  y^,  z^)  einer  Fläche  gehen. 

Bewegt  sich  der  Mittelpunkt  der  Generatrix  einer  cyklischen  Fläche 

auf  der  Geraden: 

COSIq  COSTTIq  COSTiQ^ 

so  hat  man  die  Gleichungen: 

12)  i^^o  +  icoslQ,   rj=yQ  +  icosmQ,    t=^o  +  i^osnQ, 
wo  t  eine  Unbestimmte  bedeutet.    Setzt  man  zur  Abkürzung:  ^ 

13)  cos  d  =  cos  l  cos  1q  +  cos  m  cos  ttIq  +  cos  n  cos  n^ , 

so  gehen  die  Gleichungen  1)  und  2)  nach  einigen  einfachen  Reductionen 
über  in: 

(x  —  x^  cosl  +  (y  —  yo)  cosm  +  (^  —  ^q)  cosn  =  i  cos8^ 
[{cc  -  x^)^  +  (y  -  y,)^  +  (z^  z,Y]  cosH 
li)        <       +  t(^  ""  ^o)  ^^^ '  +  (y  —  ^0^  ^^*  »»  +  (2  —  ^o)  ^05  n]* 

*  —  2  [(rc  -  Xq)  cosIq  +  (y  —  yo)  ^^^'"o  +  (^— ^o)  cosn^l  + 
l{x  —  Xq)  cos  /  +  (y  —  I/q)  cos  m+{z  —  Zq)  cos  n]  cos  8 
=  {Rcosö)K 
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Nimmt  man  in  den  Gleichungen  14)  /,  m,  n  constant  und  unterwirft  die  6e- 
neratrix  der  Bedingung,  eine  gegebene  Curve  zu  schneiden,  so  ergiebt  sieh 
zwischen  (cos 8  und  R cosd  eine  Relation.  Die  Gleichung  der  resultirenden 
Fläche  ist  dann: 

—  2  [(ä  —  Xq)  cosIq  +  (y  —  %)  ^^^^0  +  (*  —  *o)  ^^'»J 
[(a:  —  Xq)  cos  /  +  (y  —  y^)  cos  m  +  («  —  Zq)  cosn]  cosd 

+  [(*-«o)*+(y-yo)'  +  («-«ay]^o^« 

Bezeichnet  man  diese  Gleichung  einfach  durch  f^^Oy  so  ist 
dl         df        df 
dx         dy        dz 
cos  l      cos  m     cos  n 


15) 


df 

dx 

cosl 

cosL 


y  —  yo 

cosm 
cosniQ 


df 
dz 

cosn 

COSHf. 


(cosl  cosIq  +  cosm  cos mQ»^ cosn  cosn^) 


[ix--XQ)cosl+(jy--yQ)cosm+(z'-z^)cosn] 


die  partielle  Differentialgleichung  der  cyklischen  Flächen,  für  welche  die 
Ebene  der  Generatrix  einer  festen  Ebene  parallel  bleibt,  während  ihr  Mit- 
telpunkt eine  Gerade  durchläuft.  Die  Gleichung  15)  lässt  sich  leicht  auf 
die  Flächen  ;sweiten  Grades  anwenden. 

§2. 

Die  Winkel: 

/,    m,    n; 

f,    m\    «'; 

rf      /f      ff 
,  m  ,  w  ; 

seien  zu  drei,  gegenseitig  orthogonalen  Richtungen  gehörig,  so  dass  zwi- 
schen den  Cosinus  derselben  die  folgenden  Gleichungen  stattfinden: 
Icos^  l  +  cos^  m  +  CO«*  n  =  1 , 
co^  (  +  cos^  m  +  cos^  «'  =  l , 
cos^t'  +  cos^rn'  -fc-  cos^n"  =  1 , 
!cosf  cost'  +  cosm'  cosm''  +  cosn  cosn"  =  0, 
cos  l  cos t'  +  cos  m  cos m'  +  ^o^  «  cosn"  =  0, 
cos  l  cos  {  4-  cos  m  cos  m  +  cos  n  cosn  =0. 
Die  Winkel  /,  m,  7t  seien  Functionen  einer  Variabel^  u;,zur  Abkürzung 

werde  gesetzt: 

y[/dcosl\    .  (dcosm\    .  (dcosn\^'^ 

I     cosl     cosm      cosn 
dcosl  3 cosm   dcosn 


4) 


*=? 


du        du         du 
d^cosl  d^cosm  d^cosn 
dti^ 


du^ 


du^ 
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Die  Gleichung  cos^l  +  cos^m  +  cos^n  =  1  nach  u  differentürt  giebt: 

^dcosl  ,  dcosm  ,  dcosn 

cosl   ^  -  +  cosm  — 1-  cos n  — r —  =  0. 

du  du  du 

Mit  Rücksicht  anf  die  Gleichungen  1)  bis  3)  kann  man  setzen: 

^.  dcosl  .,     dcosm  ,      dcosn  ', 

5)  —= — =spcosl  y    — X ==pcosm,     — 5 — ^=pcosn, 

du  du  du 

dcosm  dcosn  ., 

cosn  — r cosm  -^ —  =pcosl  , 

du  du 

.  1  d  cosn  d  cosl  „ 

6)  }  cos  l  —T cos  n  -jr —  =3 p cosm  , 

^  '    du  du 

dcosl  ,  dcosm  „ 

cosm  —T cos  l  — r —  ^pcosn  . 

du  du 

Die  Gleichungen  6)  nach  u  dififerentiirt  geben : 

d^cosm  d^cosn       dp        .„  .      dcosl" 

cosn—^-z cosm         ^    ^  ^  cos  l    +p—^ ,  / 

du'  du^         du  du 

,  d^cosn  2^ cosl       dp         „  .      dcosm" 

du^  du^         du  du 

d^cosl  ,  d^cosm      dp         „  .      dcosn" 

cosm  -^-3 cos  l  -— ^-=  —  cosn   +p  —^ . 

du^  du*         du  du 

Mnitiplicirt  man  diese  Gleichungen   mit  den  Gleichungen  5),  bildet  die 
Summe  der  Producte,  so  folgt: 
cosl     cosm     cosn 


dcosl  dcosm   dcosn 


du         du         du 
d^cosl  d^cosm  d^cosn 


o  /      ,,dcosl     ,  ,dcosm     ,  ,dcosn  \ 

=  ö*  l  cosl  — r 1-  cosm  — +  cosn  — ;; —  I 

^    V  du     ^  du     ^  du    /, 


du^       du*       du* 
d.  i.  nach  4) : 

.  .,  dcosl"  .  , dcosm"  ,  ,  dcosn" 

7)  cosl   —TT k  cosm  — ;r 1-  cosn  — =  g, 

'  du     ^  du     ^  du         ^ 

Die  Gleichungen : 

cos  l  .  cosl'  +  cos  m  ,  cosm'  +  cos  n  .  cosn  =0, 
cos  V  .  cosl'  +  cos  m  .  cosm  +  cos  n  .  co«n'  =  1 , 
cosl" .  cosV  +  cosm" .  cosm'  +  cosn" .  cosn  =»  0, 

nach  u  differentürt  geben  mit  Rücksicht  auf  5)  und  7) : 
,  dcost  .  dcosm'  .  dcosn' 

^fdcosf  .  ,  dcosm'  .  ,  dcosn' 

cosl    —z \'Cosm  — - — 4- cosn  — r =30, 

du    ^  du     ^  du  ' 

,„deosf  .  „dcosm'  .  „dcosn' 

cosl   -r i-cosm   — ^ \-cosn    —r — =  — g, 

du  du  du 
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deosV 


du 
d  cos  tn 


du 

d  cosn 


=z^ pcosl  ^qcosl\ 
=3.—  p  eostn  —  q  cosm\ 


du 


=  —  p  cosn  —  q  cosn 


Diflferentiirt  man  die  Gleichungen: 

cos  l  cos i"  +  cos m  cos  m'  +  ^o* ^  cos n"  =  0 , 
cos V  cosl "  •\'Cosrn  cosm'  +  cos  n  cos n"  =  0, 
cos  r  cos  / "  +  cos  m'  cos  m"  +  cos  n'  cos  w"  =  1 , 

nach  t/,  berücksichtigt  die  Gleichungen  5),  7)  und  8),  so  folgt: 
.  dcosV  .  dcosm"  ,  •  dcosn' 

cosl    —t: \-C08m  :r-^^ y-COSn    ::: =  0, 


du 


du 


du 


,,dcosr  ,  fdcostn'  .  ,  dcosn" 

cosl  —^ ycosm  —- \-cosn  =y, 

du  du  du 

, ,,  d  cos  t'             „d  cos  m'             „d  cos  n" 
cosl  — ;: ycosm   — ycosn  


du 


du 


also: 
9) 


dcost'  „     dcosm" 

=  qcosl  ,     — =  qcosm 


du 
dcosn" 


iqcosn. 


du         "  '        du  ^  '         du 

Ans  den  Gleichungen  5)  und  8)  findet  man  durch  Differentiation  nach  u: 
d^cosl      dp 


du^ 


du 


cos  V  —  p  {p  cosl-^-g  cos /"), 


10) 


=  -1. 


d^cosm      dp  ,        ,  .  f/, 

—--^-^-^  cosm  -^pCpcosm+qcosm  ), 
du^        du 

d^cosn      dp         ,         ,  , 

— r— ä-  =:r-cosn  ^p(pcosn  +  qcosn  ). 
du^        du 

Mittelst  der  vorstehenden  Gleichungen  und  5)  geht  die  Gleichung  4)  über  in: 

cosl    cosm     cosn 

cosl'   cosm     cosn 

cosl     cosm     cosn 

Die  Gleichung  3)  zeigt,  dass  {Ürp  =  0  die  Winkel  /,  m,  n  constant  sind. 
In  diesem  Falle  kann  man  setzen: 

Icosl  ==0,  cosm  c=0,  cosn  =»1, 
eosl'=^0,  cosm'  =  ly  co^w'^O, 
co*/"=l,  co5m"=0,  co«n"=0. 
Eliminirt  mau  cos l\  cosm\  cosn'  zwischen  den  Gleichungen  5)  und  0),  so 
folgt: 

dcosl        dcosl"      _       dcosm         dcosm"       dcosn         dcosn* 


du 


du 


:0,  ^■ 


du 


-P 


du 


du 


du 


=  0. 
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Ist  nmij=tcolö,yroö  eine  Constante  bedeutet,  80  geben  die  vorstehenden 
Gleichungen : 

^  {cos8cosl-^sindcosr'J=^0,  ^  (cos  6  cos  m-^- sind  cos  n'\ 

^  \cos8  cos  n-- sind  cos  n')  =  Oy 
oder  integrirt: 
12)  \cos8cosl-sin8cosr=zcoslQ,  cosi  cos m-^  sind  cos m!'  =  cos m^, 
\  cosöcosn-^sindcosn'^cosnQ, 

wo   Iq,  m^,  «0  constante  Winkel  sind,    welche   der  Bedingung  genügen 
co^/o  +  cos^mo  +  cos^n,  =  1.  Die  Gleichungen  12)  respective  mit  cosl,  cosm, 
cosn  multiplicirt  und  addirt  geben: 
13)  cos d  =  cosl .  cosIq  +  cosm.  cosm^  +  cosn  .  cosn^ . 

Diese  Gleichung  zeigt,  dass  flir  |  constant,  die  durch  /,  m,  «  bestimmte 

Richtung  den  Kanten  eines  Kreiskegels  parallel  ist.  Nimmt  man  die  Axe 
des  Kegels  zur  Axe  der  z,  so  hat  man  co5/o  =  0,  co5»io  =  0,  cosn^l.  Die 
Gleichungen  12)  und  13)  geben  dann: 

cosdcosl=: sind  cosl",  cosd  cosm==sin8  cosm', 

cos n  =  cos 8,  cos n'  =:  —  sin 8. 

Bezeichnet  6  eine  beliebige  Function  von  m,  so  kann  man  setzen: 

I  cos  l  =  sin 8.  cosd,  cosl'^^sinS,  cosl"  ^ cos 8 cos B, 
cosm  =  sin8.sind,  cosm=cosQ,  cosm' ==s  cos  8  sin  9, 
cosn  =  cos8,  cosn=zO,  cos  n' =: -^  sin  8. 

p  =  Sinö—,     q=iC0s8^-, 
du     ^  du 

Ist  ^  =  0,  80  hat  man  in  den  Gleichungen  14)  nur  d=:  -  zu  setzen,  um  un- 

mittelbar  cosl.,,  in  Function  eines  variabeln  Winkels  B  zu  erhalten. 

§3. 
Mit  Hilfe  der  in  §  2  entwickelten  Gleichungen  lassen  sich  die  Ooordi- 
Daten  eines  Punktes  einer  cjklischen  Fläche  sehr  einfach  in  Function  zweier 
Variabein  u  und  v  darstellen.    Zu  den  beiden  Gleichungen: 
0  ^  (^-|)'+(y-iy)*+(z-02  =  Ä2^ 

2)  (ßc -  {)  co8l  +  (y  -  rj)  cosm  +  (z  -  f)  cosn=^0, 

nehme  man  die  Gleichung  der  Ebene  einer  successiven  Generatrix.  Der 
Durchschnitt  der  Ebene  2)  mit  der  eines  successiven  Kreises  ist  durch  die 
Gleichung  2)  und : 


s=  — co5/  +  --^roÄm+  -^cosn, 
du  du  du 
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oder: 

i(x  —  I)  cosV  +  Cy  —  1?)  cosm  +  (2  —  ö  cosn 
p  \ou  du  du         / 

bestimmt.  Fällt  man  vom  Punkte  (§,  17,  {;)  ein  Perpendikel  auf  den  Darch- 
scbnitt  der  Ebenen  2)  und  8) ,  so  sind  die  Gleichungen  desselben : 

cosl"      cosm"      cosn"' 

Dieses  Perpendikel  schneidet  den  durch  die  Gleichungen  1),  2)  bestimmten 
Krpis  in  zwei  Punkten,  deren  Coordinaten 

5  +  Rcosl\   ri  +  Rcosrn,  i  +  Bcosn 

sind.  Nimmt  man  in  den  vorstehenden  Gleichungen  das  untere  Zeichen, 
verbindet  die  beiden  Punkte  (a?,y,  2)  nnd  (|—  Rcosl\  fi  —  Rcosm\  f  —  Rcosn) 
mit  dem  Punkte  (5, 1?,  t)  durch  Gerade,  bezeichnet  durch  v  den  Winkel, 
welchen  diese  Geraden  miteinander  bilden ,  so  lassen  sich 'die  Gleichungen 
1)  und  2)  durch  folgende  ersetzen: 

!a;  =  5  +  Ä  (—  CO»  /'  COSV  +  cos  /"  sin  v) , 
y  =  1/  +  Ä  (—  cosrn  cos v  +  cosm" sin ü) , 
2  =  f  +  Ä  (—  cos  n  COSV  +  CO»  fi"  tth  »). 

Zur  Vereinfachung  des  Folgenden  sei: 

TT-  cos  l  +  ;r-  COS  m  +  r—  C05  n  =  P^ 
du  du  du 

5)  <    TT-  <?0*  '    +  TT-^  <?0*  »W    +  ;r-^  COS«   =  P  , 

'  du  du  du 


TT-  cos l  +  —-  cosm   +  --  cosn 
9t<  du  du 


oder: 


r-?  =  P  C05  /  +  P'  CO»  /'  +  P"  CO»  /", 

'6)  ^  1^  =  i'^^osm  +  P'cosm'  +  P"  cosm'\ 

^  du 

P  =  P CO» w  +  P'  co»n'  +  P"  co»n". 

Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichungen  und  die  Gleichungen  des  §  2  giebt  die 
erste  Gleichung  4) : 

—  =  (/>  +  pÄco»t;)co»/+(p'—  —  co»p  +  ^Ä»mt;jco»/' 
+  (r"+  r— »t>ip  +  ^  Äco»»jco»/", 
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+[l^'-"'+(^-:+''b-"-(''*-S)-']""". 

dx  d^x 

—  =  Ä  (cosT  sin  V  +  cosl"  cosv) ,     — ^  =  Ä  (cosl'  cos v  —  coä/"  sinv) , 


a«a: 


— — -  =  — pÄ5i>ii;.co5/  +  o'Ä  (cos l' COSV  —  COS l'* sin v) 
oudv  ■  :»      V  y 


aÄ 


+  -^r-  (cosV  sinv  4-  cosl"  cosv). 

du^  ^ 


Darch  VertaaschuDg  von  /  mit  m  and  n  erbält  man  aus  den  vorstehenden 
Gleicbangen  unmittelbar  die  entsprechenden  Differentialquotienten  von  y 
und  z.    Wegen  der  Gleicbung  (§  2,  10)  ist: 

cosl    cosm    cosn 
cosf    cosm     cosn' 


dy  dz^       dy  dz 
du  dv       dv  du 


1  0  0 

d:c  dy  dz 
du  du  du 

dx  dy  dz 
du  du  du 

cosl'   cosm'  cosn" 


Dnrch  Ausführung  der  Mnltiplication  der  beiden  Determinanten   auf  der 
rechten  Seite  der  vorstehenden  Gleichung  folgt: 


8) 


+  {P  +  pRcosv)  {cos r cosv —  cosl"  sin v) . 


Vertauscht  man  in  dieser  Gleichung  successive  /  mit  m  und  n ,  so  ergeben 
sich  die  entsprechenden  Gleichungen  für: 

dz  dx\ 
dv  dt 
und 

dy_dy^ 
dv       dl 


l^  /dz  dx  _^dz  djc\ 
R\JüYv       dv  du) 

R\dudv       dudvj' 


Mittelst  der  Gleichungen  7)  und  8)  lassen  sich  ohne  Schwierigkeit  die  fol- 
genden Quantitäten  berechnen: 

du  dv^  du  dv  "^  dudv'^   ' 
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d^x  d^y  d^z 
du^  du^  du^ 
dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv  dv  dv 
d^x 


Man  findet: 


^ 


d^y 


d^x  d^y  d^z 
dv^  dv^  dv^ 
dx  dy  dz 
du  du  du 
dx  dy  dz 
dv    dv    dv 

d^z 


^    ^    5T     =^. 


dudv  dudv  du  dv 
djc      dy       dz 
du       du      du 

dx      dy       dz 
dv       dv       dv 


=-G. 


l  E=  (P  +  p  Rcosv)^  +  (p'^sinv-  f^cosv+^-^)  +{P"cosv+P^smv+qR)*, 
I  G==R^,    F^R{P"cosv  +  P'sinv  +  qR). 

I  —  =1  F  stnv  —  P  co5»  +  — I. 

+  {P+pRcosv). 


10) 


+  pcosv  {P-^-pRcosv)^, 


B 


^2  =  P  +  P^cosv, 


—  =  ^  {P -i- p R cos v) -—  p  IP^'sinv  —  P^cosv  +  -^  j  sinv. 

Bezeichnet  man  darch  r\  r'  die  Hanptkrümmungshaihmesser  einer  Fläche 
im  Punkte  (x,  y,  z),  so  finden  für  dieselben  die  Oleichnngen  statt: 
AG  +  BE'^2CF_  1       1         AB-C^_    1 
(EG--F^)i       "  r'  +  r"'      (EG^F^)^^ r'r" 
Substitnirt  man  hierin  für  A^  Bj  C,  E,  F,  G  ihre  Werthe  aas  9)  und  10),  so 
ergeben  sich  für  eine  cyklische  Fläche  folgende  Gleichungen: 

^{^  +  )-)[{P+P^cosv)^+{P''8inv^P'cosv  +  ^^] 


H) 


=s2pRcosv     (P  +  pRcosvY  +  Ip"  sinv  —  F  cos  v  +  ^) 

+  R(p'$inv-'P'cosv+^)  (^:^  +  pP'  +  R^cosv+pqR8inv) 
\  ouJ  \0U  OU  / 

+(/'+pÄc<„.)[f+/''+r'+(|^)'-ßg+Ä(|^+pf+,r)co, 


Von  Dr.  A.  £mnbper. 


403 


"T-o  \iP+P  Ä  COS  vy  +  \P"8inv  —  P'cosv  +  ^  j    | 
=  Rp^co^v  \{P+p  R  cosvy  +  (p'sinv-  P'cosv  + 1^)  1 
+  {P+pRcosvy  r  f~  +  pP+qP^'\cosv 

Siod  die  Generatricen  einer  festen  Ebene  parallel,  wird  dieselbe  zur  Ebene 
der  X  und  y  genommen,  so  hat  man,  mit  Kücksicbt  auf  §2,  11): 

,=.,,=..  P-l|,  .•=1^,  p-4f. 

Die  Gleichung  11)  wird  in  diesem  Falle : 

„ .  „ r dj ^_a  ?ü_ 2  9Rdjdn 

-      "*""'  L  du  du*     du  du»     R  du  du  Ftt  J 


13) 


"•"         La«  3«*    dudu^    R  du  du  du] 

\du  du*      du  du*)' 


§4. 
Die  Gleichungen  11)  und  13)  von  §  3  gehen  mit  Leichtigkeit  die  Lösung 
des  folgenden  Problems : 

Welche  Fläche  kann  durch  einen  Kreis  erzeugt  Verden, 
für  welche  in  jedem  ihrer  Punkte  die  Summe  der  Hauptkrüm- 
mungshalbmesser verschwindet? 

Setzt  man  /  +  r  ^  =  0,  so  muss  in  der  Gleichung  11)  von  §  2  die  rechte 
Seite  identisch  verschwinden,  welchen  Werth  auch  v  hahen  möge.  Dieses 
gieht  zuerst  p  =  0.  Setzt  man  in  der  Gleichung  (§2,  13)  die  Factoren  von 
sinv,  cosv  und  den  von  v  unabhängigen  Torrn  einzeln  gleich  Null,  so  ergeben 
sich  die  folgenden  Gleichungen: 
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dudu^  du  du*  R  du  du  du' 
di  d^_djn  ?lj;^l  d_RdjqdJ 
du  du*     du  du*      R  du  du  du' 

'  \  dulKdJ  ^\du)  ^\du)  ^\du)  \    ^\du  du*    dudtf}' 


Die  beiden  ersten  Oleichnngen  integrirt  geben: 

WO  ^,  ^1  beliebige  Constanten  sind.  Aus  den  beiden  vorstehenden  61ei- 
chungen  folgt  dar  eh  Elimination  von  i{'  ~  die  Gleichung: 

folglich 

wo  ^t  ^iQ®  Constante  ist.  Diese  Gleichung  zeigt,  dass  die  Cnrve,  welche 
der  Mittelpunkt  der  Generatrix  beschreibt,  in  einer  Ebene  liegt,  welche 
senkrecht  auf  der  o;^- Ebene  steht.  Nimmt  man  der  Einfachheit  halber 
diese  Ebene  zur  Ebene  der  x,  z^  so  hat  man  ^^  =0,  ^1  =  0, 17  =  0.  Von 
den  Quantitäten  |,  (,  J2  kann  eine  als  unabhängige  Yariabele  genommen 
werden.    Setzt  man  iPsti,  also: 

^  du  du 

so  geht  die  Gleichung  2)  über  in ; 

oder: 

Diese  Gleichung  integrirt  giebt: 


(4f)"-('-+v-i). 


wo  f  eine  Constante  ist.   Ans  der  Vorstehenden  Gleichung  folgt,  in  Verbin- 
dang  mit  4) : 


» 


1=1  r j'L^-i 
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In  den  Gleichnngen  5)  setze  man : 


nnd  nehme  für  Uq  die  Gleichung: 

,     o  1  — C08Ö 

Die  Gleichungen  5)  gehen  dann  über  in : 

9 

0 


9> 


«S  = 


=  langes  j    - 


'g> 


cos^  (py  {i—  cos^  \  d  sin^  q>) ' 

0 

Die  Gleichung  der  gesuchten  Fläche  folgt  durch  Elimination  von  (p  zwischen 
den  Gleichungen: 

^  =  J,  (a;-|P  +  y2  =  yj2. 

Da  nun 

ä2  =  m  =  - 1 , 

{u  cos  \  ö  cos  q>y 

so  hat  man  mit  6)  die  Gleichungen  t  =  f  und 

Setzt  man  in  der  ersten  Gleichung  6)  f  =  z,  so  folgt :  <p  =  amaz.   Die  zweite 
Gleichung  6)  wird  für  q>  =  amaz: 

i  =  tangld  /*— /l—. 
/     cos^amaz 

0 
Für  diesen  Werth  von  |  und  q>  =  am  az  wird  die  Gleichung  7): 

.   z 

8)    J?  =  to«öfia    /   — ~ +l/\7 -  — t/»l 

/    cos^amaz—  y      \{acos\ö  cosam  azy      ^    V 
a  ' 

Setzt  man  mit  J  a  c  o  b  i : 

n^  IC 

C-^ It =  K     C         ^^ r 

J    ^0-co»H^««*9>)  '       /    ^(l-«i«»id«>i»<p)~     ' 

"2  _,Ä' 
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so  giebt  die  Gleichung  8)  vollständig  entwickelt: 

,         n        ^        am  An       '^  .     ,\*-i       ^^*        -    «««^r 


l8td  =  0,  SO  findet  man  mittelst  der  Gleichung  cosam{az,cos^6)cosam 
(«2^— l,m|d)=l: 

cosam[az.\)=^ ;; — —— — ;= t, =    — . • 

^         ^      cosam(a«^— 1,0)      cosazY—l      ««*+«-«» 

Die  Gleichung  8)  giebt  in  diesem  Falle : 


V' 


(a:»  +  y«)=±(«..  +  C— ). 


was  die  bekannte  Gleichung  der  Rotationsfläche  einer  Kettenlinie  ist.   Die 

vorstehende  Gleichung  ergiebt  sich  auch  leicht  direct  aus  den  Gleichungen  5) 

für  ^  =  0,  2f=n^.    Man  hat  dann  g>  zwischen  den  Gleichungen: 

9 

1  -|-  5m  g> 

•$inq> 
0 
zu  eliminiren. 


§5. 
Bewegt  sich  der  Mittelpunkt  einer  Kugelfläche  von  variabelem  Radios 
auf  einer  beliebigen  Guive,  so  wird  die  Kugelfläche  von  einer  Fläche  ein- 
gehüllt, deren  allgemeine  Gleichung  das  Resultat  der  Elimination  von  u 
zwischen  den  folgenden  Gleichungen  ist: 

wo  £|9  i7i9  2^19  ^1  Functionen  von  u  sind.  Die  Fläche,  repräsentirt  durch 
die  Gleichungen  1) ,  ist  offenbar  eine  cyklische  Fläche.  Setzt  man  in  die 
Gleichungen  1)  für  :r,  y,  z  ihre  Werthe  aus  den  Gleichungen  4)  §2,  so 
müssen  die  Gleichungen  1)  identisch  werden,  was  folgende  Relationen  giebt: 


2) 


du  du  du 

-^cosl   +—il.co$m    A-'T^cosn    =0, 
öu  du  du 


3) 


(S  —  li)  cost'  +  (ri  —  ij,)  cos  m'  +  (f  —  t,)  cos  n'  =  0 , 
C|—  Si) cosl"+  (jj  —  »j,) cosm"  +  (f  —  f,)  CO««"  =0, 
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Die  GleiGhnng  4)  nach  u  differentiirt  giebt  mit  Rücksicbt  anf  2),  3),  5): 

ö)         (I  —  li)  cosl  +  (fi  —1?,)  cosm  +  (t—  &)  cosn=:  —  jj^' 
Die  beiden  Gleichaogen  3)  nach  u  differentiirt  geben  wegen  2)  bis  6) : 

7)  pp+pR^^^=o,  r=o. 

Dieses  sind  die  Bedingungsgleichnngen ,  welche  stattfinden  müssen ,  wenn 
die  cyklische  Flache  die  Enveloppe  einer  Kugelfläche  sein  soll.  Finden 
die  Gleichungen  7)  statt,  so  erhält  man  aus  den  Gleichungen  11)  und  12) 
Yon  §  3  für  einen  der  Hauptkrümmuhgshalbmesser  den  Ausdruck : 


/|-+(fI^)1 


welcher  unabhängig  von  v  ist.   Hieraus  folgt : 

Ist  eine  cyklische  Fläche  die  Enveloppe  einer  Kugelfläche 
von  variabelm  Radios,  deren  Mittelpunkt  eine  beliebige  Curve  be- 
schreibt, so  ist  in  jedem  Punkte  einer  Generatrix  einer  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser  der  Fläche  constant. 
Es  lässt  sich  leicht  zeigen ,  dass  die  Gleichungen  7)  umgekehrt  auf  die 

1  d  cos  l 

Gleichungen  1)  führen.   Da  P"  =  0  und  cosf=: ~ —  ,  so  ist: 

^       ^  p     du 

■^=iPeosl+rcosf=^Pcosl'\ — , 

du  ^  ^  p     du  \ 

folglich : 

Analoge  Gleichungen  erhält  man  für  tj  und  {;.    Setzt  man: 
.  ,\        du  p  /  du      \        du  p /*  du 


(p---) 

\     dup) 


p/  8«' 


^  .  du  p       du 

so  geben  die  Gleichungen  9) 

11)  -iis=co«/,    -~c=icosmy  -—^s^cosn. 

Die  Gleichungen  8)  und  die  beiden  analogen  für  i^,  i  werden  nach  0),  10) 
und  11): 

p    OSi  P    OSi  P   ^h 

Substituirt  man  diese  Werthe  |,  17,  ^  und  von  cosl^  cosm^  cosn  aus  ll)  in 
die  beiden  Gleichungen: 

(«  —  I)  cosl-{-  (jf  —  ff)  eosm  +  («  —  {)  eoan  =  0, 
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80  gehen  dieselben,  nach  einer  leichten  Transformation,  über  in: 

(^  - 1.)'  +  (y-n>y+i^-  &)•  =  Ä«  +  (jj , 


12J 

Setzt  man 

so  ist : 


(._,)|i+C.-..)^^  +  (-«lt=f 


^''=«*+(D' 


ßdRi    „dBf.P'dP' 

du  ou      p  du  p 


oder,  da  nach  7): 

du             p 

so  ist  auch: 

du  p  \        du  pj 

d.  i,  nach  10): 

dR,  Pds,  P_  dR, 

Ri-r—  = X—      oder     —  =— Äj- — . 

du  p  du  p  dux 

Die  zweite  Gleichung  12)  folgt  also  einfach  durch  Differentiation  der  ersten 
nach  5}.  Nimmt  man  wieder  u  als  unabhängige  Variabele,  so  erhält  man 
die  Gleichungen  1). 

Die  Ebenen  der  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  seien  die  Krüm- 
mungsebenen einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt  und  die  Tangente 
der  Generatriz  gleichzeitig  Tangente  der  Curve.  Ist  (£(,  i^i,  i^j  ein  Punkt 
der  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt,  so  linden  die  Gleichungen  statt: 

13}  (5t  -  if + (1?.  - 1?)' + (&  -  ty = Ä«, 

14)  (Si  •—  I)  cosl  +  (1;,  —  vi)  cosm  +  (f,  —  f)  cosn  =  0. 

Ist  die  Ebene  der  Generatrix  Krümmungsebene  der  Curve,  so  finden  die 
Gleichungen  statt: 

•     15)  :^cosl  +  -—-*  cos m  +  ';r^  cosn=:0, 

^  du  ^  du  ^du  ' 

16)  ^coH  +  ^co«m  +  ^co5n  =  0. 

du*  du^  du^ 

Hat  die  Curve  im  Punkte  (|i ,  fii ,  (1)  mit  der  Generatrix  dieselbe  Tangente, 

so  steht  dieselbe  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  der  Punkte  (|,  1},  Q 

und  (li,  rii ,  f,) ,  was  durch  folgende  Gleichung  ausgedrückt  wird : 

■')        a.o-|f+(n.-.)|?+8.-o||;=«- 

Die  Gleichung  15)  nach  u  differentiirt  gieht  mit  Rttcksicht  auf  16) : 
du  du  du 
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Ans  dieser  Gleicbnng  nnd  15)  folgt: 


18) 


du  cosf      du  cosm"       du  cosn" 
Mittelst  der   vorstehenden  Gleichangcn  läset  sich  die  Gleichung  17)  auch 
schreiben : 

lö)      :       Öl  - ö  cosf  +  in,  - 71)  cosm'  +  ' g,  - g)  cosn''  =  0. 
o  t 
Da  -5-=  Pco5/+  P^cosf  +  P"cosf\  so  geben  die  Gleichungen  13),  14)  nach 
du 

u  difierentiirt,  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  14)  bis  19): 

20) 
Diese  beiden  Gleichnngen  geben 


(Si  —  S)  cos  f+  (1/,  -  Tff)  COS  m'+  (?,  -  Ö  cos  n= ^r-  , 

p 


ou 
Bildet  man  die  Summe  der  Quadrate  14),  10)  nnd  der  zweiten  Gleichnng  20), 
so  ist  diese  Summe  nach  13)  gleich  Ä*.    Hieraus  folgt  /^*  =  p'Ä*.    Die  bei- 
den  gesuchten  Bedingungsgloichungen  sind  also: 

i>«=p*Ä«,     PP'+pbI^^O, 
ou 

oder: 

21)  P=±PR,    P'=  +  ^^- 

Es  lässt  sich  leicht  umgekehrt  zeigen,  dass,  wenn  die  Gleichungen  21) 
stattfinden,  die  Ebene  der  Generatrix  Krümmungsebene  und  ihre  Tangente 
ebenfalls  Tangente  einer  Curve  im  Punkte  (^,,  ly,,  f,)  ist,  wo  g,,  iy,,  f,  durch 
die  folgenden  Gleichungen  bestimmt  sind : 

22)  |,s=|  +  Äco^/',     fii=i^  +  Bcosm\     f,  =  J:+ÄC05/i'. 

Enthält  die  Ebene  der  Generatrix  die  Tangente  der  Curve,  auf  wel- 
cher sich  ihr  Mittelpunkt  bewegt  und  hat  die  Generatrix  im  Punkte 
(Sil  ^1»  &)  dieselbe  Tangente  mit  einer  Curve,  welche  auf  der  Fläche  liegt, 
so  finden  die  Gleichungen  statt:  P  =  0 

23)  (i.-iy+('?.-»j)'+a.-o*=Ä*, 

24)  (li— S)co*/+(ij,-ij)co«m+(j,-f)co«n=0, 

25)  (|._g)||  +  (,.-,)|j  +  (,_ö||  =  0. 

26)  Plcosl  +  ^J'^  cosm +  ^  cos  n  =  0. 
du  du  du 

Wegen  2«)  und  i'  =  0  giebt  die  Gleichung  24)  nacb  «  di£Ferentiirt: 

27)  (li  - 13  cos  r+  (f,t  —  ij)  cos  m  +  (f,  -  Q  cos  n'=  0. 
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Mit  Rücksicht  auf  diese  Gleichung,  die  Gleichung  25)  und  PeszO  giebt 
die  Gleichung  23)  nach  u  differentiirt: 

Bildet  man  endlich  die  Summe  der  Quadrate  der  Gleichungen  24),  27) 
und  28),  so  ist  dieselbe  nach  23)  gleich  R^.     Hieraus  folgt 

Es  hat  keine  Schwierigkeit,  direct  zu  zeip^en ,  dass  die  Tangeute  im  Punkte 
(5i>  ^1»  it)  einer  Curve,  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

2Ö)      S,  =  S  +  Äco«r,     rit  =  ri+Rcosm\     &  ==  f  +  Ä  co«  w", 
die  Generatrix  berührt,  wenn  die  Bedingungen  stattfinden: 

§6. 

Die  successiven  Generatricen  einer  cjklischen  Fläche  schneiden  sich 
im  Allgemeinen  nicht,  da  die  Gleichungen: 

1)  (aj-9«  +  (y-^y  +  (^-t}t=fi», 

2)  (^—1)  ^OÄ /  +  (y— 1?)  cos  m  +  (z—t)  cosn=:0 

und  zwei  weitere  Gleichungen,  welche  sich  durch  Differentiation  nach  u 
aus  1)  und  2)  ergeben,  durch  Elimination  von  x^  y^  z  eine  Relation  geben, 
welche  nicht  identisch  verschwindet.  Die  Gleichungen  1)  und  2)  nach  u 
differentiirt  geben: 

P 

(a?— 5)  €0$  t+  (y — iy)  cos  m  +  (z—Q  cos  n=  — . 

Sollen  die  vorstehenden  Gleichungen  gleichzeitig  mit  den  Gleichungen 
1)  und  2)  bestehen,  so  lassen  sich  dieselben  durch  folgende  ersetzen: 

3)  F' {(a:-|)  cosr+  (y^rj)  cos  m"+  (z-Q  eo5f»"}  =-  (jf  +^  |f ) ' 

p 

4)  (x — {)  cos  f+  (y — fi)  cos  m'+  (z  —  J)  cos  n=  — . 

Die  drei  Ebenen  2)  bis  4)  schneiden  sich  in  einem  Punkte,  soll  derselbe 
auf  der  Kugelfläche  1)  liegen,  so  erhält  man: 


B)  0»'Ä'-P')P"»  =  (i'/^+pB|^J. 


Schneiden  sich  also  zwei  successive  Generatricen  in  einem  Punkt,  so 
findet  die  Gleichung  5)  statt.  Die  drei  Ebenen  2)  bis  4)  können  sich  nicht  in 
derselben  Geraden  schneiden ,  weil  sonst  die  Determinante : 
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cos  l  cos  m  cos  n 
cos  t  cos  tn  cos  n 
cos  r   cos  m"    cos  n 

verscbwinden  müsste ,  was  nicht  möglich  ist.  Sollen  zwei  snccessive  Ge- 
neratricen  sich  in  zwei  Punkten  schneiden,  so  kann  dieses  nur  geschehen, 
wenn  von  den  Gleichungen  3)  und  4)  einS  identisch  verschwindet,  oder  eine 
der  Ebenen,  welche  durch  diese  Gleichungen  bestimmt  sind,  die  Kugel- 
fläche berührt,  die  andere  durch  den  Mittelpunkt  derselben  geht.  Dieses 
giebt  folgende  Annahmen: 

7)  (a!-|)cosr+(y-i,)co»w"+fc-0<;<»»""=0,     ^^+^«1^=0, 

8)  (^—1)  <^ö*  ^+  (y— «?)  CO*  »»'+  («—0  <^05  n'=  0,     />=  0. 

Die  Gleichungen  l),  2),  4)  und  7)  geben  -P*  =  p*Ä*.  Hierdurch  werden 
die  Gleichungen  7)  einfacher: 

Auf  Shnliche  Art  gehen  die  Gleichnngen  8)  über  in: 
10)  i>  =  0,      P"i>=  +  |:?. 

Die  Gleichung  5)  wird  durch  jede  der  Annahmen  6),  9),  10)  identisch, 
was  selbstverständlich  ist.  Mit  Bticksicht  auf  die  in  §  5  gemachten  Bemer- 
kungen führen  die  Gleichungen  6),  8),  9)  zu  folgendeib  Besultat: 

Schneiden  sich  die  successiven  Generatricen  einer  cjklischen 
Fläche  in  zwei  Punkten,  so  ist  die  Fläche  die  Enveloppe  einer 
Kugelfläche,  deren  Mittelpunkt  eine  beliebige  Curve  beschreibt. 
Fallen  die  beiden  Schnittpunkte  zusammen ,  so  ist  die  Tangente 
znr  Generatrix  gleichzeitig  Tangente  einer  Curve,  welche  auf  der 
Fläche  liegt,  ihre  Ebene  ist  dann  entweder  die  Krümmungsebene 
dieser  Curve,  oder  dieselbe  geht  durch  die  Tangente  der  Curve, 
welche  ihr  Mittelpunkt  beschreibt. 


§7. 

Da  die  successiven  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche  sich  nicht  all- 
gemein schneiden  und  die  Distanz  zweier  Punkte  derselben  nicht  allge- 
mein constant  ist,  so  entsteht  die  Frage  nach  solchen  correspondirenden 
Punkten  derselben,  für  welche  die  Distanz  ein  Maximum  oder  Minimum 
ist«  Die  Lösung  dieser  Frage  ergiebt  sich  am  einfachsten ,  wenn  man  von 
zwei  beliebigen  Kreisen  im  Räume  ausgeht  und  dieselben  nachher  mit  zwei 
successiven  Generatricen  identificirt. 
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Die  Gleichangen  zweier  Kreise  im  Räume  seien : 

(x  — ^')  cosf'+  (y— V)  cosg'+  («  — O  cosh'=0. 
Bezeichnet  man  durch  (a?,  y,  2:)  einen  Punkt  des  Kreises  1),  durch 
(^'i  y  1  O  einen  Punkt  des  Kreises  2),  so  lassen  sich  für  dieselben  folgende 
Gleichungen  aufstellen : 


2) 


x  =  i+R 


cosf — cosfcosS 


rost{'  + 


3) 


«in  6 
l      cosg'—cosg  cosS 


Y 


sin  d 
cos  h'^  cos  h  cosfi 


cosh  cosg — cosh'  cosg 

sin  ö 
cosf  cos  Ä'—  cos  f  cosh 

sin  d 


sin  ö 
cosf  —  cos  f  cos  ö 


sin  ö 

cosg  — cosg' cos  S 

sin  ö 


,  cosg  cos  f^ — cos g' cos  f  . 

cosrU-] ~ .    *    . smfif 

stn  0 

,  .  cosh  cosg  —  cosh' cosg  .      ,1 

cos  1^  H ^^— ^ sin  ^  ^ 

stnö 

,  .  cos f cosh' — cos f* cosh   ,     , 

cos^A '- — stn^ß    . 

^  ^  sin  6 


6) 


cosh — cosh' cos  d         ,,  cosg  cosf' — cosg' cosf  ,      , 

— cos^  +  —^ •    ji      ^«"V 

stn  0  sm  0 

In  den  Gleichungen  3)  und  4)  sind  o/;,  af;'  beliebige  Winkel  und 

5)  cos  ö  =  cos  f ,  cos  f+  cos  g  .  cos  g'+  cos  h  .  cos  h\ 

•  Man  setze  zur  Abkürzung: 

(.^-i)cosr+Cfl-ri)cosg  +  (t'-t)cosh=D,ff,^ 
(X—^)cosf'+{rl-ii)cosg  +  {^^t)cosH==^D{Hcosi+H'sinS), 

r-s  v-1?  t-t 

cosf'    cosg'    cosh'      =i  D  ,  H"  sin  i. 
cosf     cosg    cosh 
Das  Quadrat  der  letzten  Gleichung  giebt: 

2>*  D{Hcosd+H'sinö)     DH 

D  (H  cos  Ö+H'  sin  d)  I  cosö      ==(^DH"  sin  df, 

DH  cos  ö  1 

oder  einfach: 

7)  l  =  Ä*  +  iy'»  +  ^"«. 

Mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  6)  geben  die  Gleichungen  3)  und  4}: 
(x'^xy+(y-^yy+iz^zy 

+2J)R'\-{Hsin6-^H'cosS)cosii,'+B''sin^'\ 
+2D  R(H'  costf}-^  H"  sintf;). 
Soll  die  Distanz  der  beiden  Punkte  (x,  y,  z),  {x^  y\  z)  ein  Maximum 
oder  Minimum  sein,  so  müssen  die  beiden   Differentialquotienten  nach  tf' 
und  1/;'  der  rechten  Seite  derGleichung  8)  einzeln  verschwinden.   Hierdurch 
ergeben  sich  für  tf;  und  ip'  folgende  Gleichungen : 


8) 
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\DH"'-Rsin'tlf\cosrl/'+\D(H8ind'-'H'cos6)''Iico8dcos^\=0y 
D  {H '  sin  tl;  +  H''cos^)  +  R'  {cos  ö  sin  t^  cos  ijj'+  cos  tfß  sin  i/;') =0. 
Diese  Gleichungen  enthalten,  geometrisch  interpretirt ,   die  bekannte 
Bedingung,  dass  für  ein  Maximum  oder  Minimum  der  Distanz  der  beiden 
Punkte   (a:,  y,  z),  {x\y\  z')  ihre  Verbindungslinie  gleichzeitig  senkrecht 
steht  auf  den  Tangenten  zu  den  Kreisen  l)  und  2)  in  den  bemerkten  Punk- 
ten.    Aus  den  beiden  letzten  Gleichungen  folgt: 
B^\D{H"cosil}+H'sin^) 

'^sinösin'ilß(^DHcos8+R€os}l)sind+DH'sin6)\cost(/ 
.     .  z=D{B"cos^+B'sin^;)  \D(Nsinö'-H'cosd)  —  BcosöcosMf\  i 

^    ^  R{D{H''cosflf+B'sintlf) 

— sin  8  sin  t^  (Z>  Bcos  5  +  Ä  cos  rjj  sin  8+03'  sin  8)  \  sin  t//' 
z=—D{B''cos'tlJ+H'sin'iij){Dii''^Bsin^]. 
Diese  Gleichungen  quadrirt  und  addirt  geben  ftir  ^  folgende  Gleichung: 
l   Br*{D{B"cosil;+B'sin^) 
.  1         — sin8sin^{I)Bcos8+Bcos^sin8+DB'sin8)\^ 
*^^  j         =D'{B''costt;+B'sin^y{D{Bsin8-B'cos8)''Bcos8cosflß]* 
f  +D\B  ''cos  Tfi  +  B'sin  rff)^  {D  B  "—  R  sin  i(;)*. 

Mit  Rücksicht  auf  die  in  7)  aufgestellte  Gleichung  lässt  sich  die  vor- 
stehende Gleichung  auf  folgende  Form  bringen: 

R^^R'^+2DR{B'cos'^+B"sin^)+D^ 
2R^^sin8simi;  ,'     ,,        *.   ^  .    •  .    n  r>/    .    cn 

Substituirt  man  in  die  Gleichung  8)  für  cos  ^\  sin  i^'  ihre  Wcrthe  ans 
9),  80  folgt,  mit  Kückuicht  auf  10): 

2R'*sin8sin^  i    ♦    *  ■    n  r»'  •    x\ 

+  ^ ,  ,,„ .    ^J. — r(DBcos8  +  Rcosrffstn8+I)B  stn8). 

^  D{H  cos^  +  B  sin'^y  ^  ^         ^  ; 

Nach  11)  wird  diese  Gleichung  einfacher: 

Setzt  man  nun: 

cosf^=iCosly     cosg^=cosmy     cosh^cosn^ 
[         .     cosl+pscosf  ,     cosm-^-Bpcosm'  ,     cosn-^-epcosn 

{"•f=-pö+?Pr'  """"TW^.VT'  """  K>+.V)   ■ 

'"'  (=i+-'A  v=.+.,^:.^  s'-t+'H. 

so  geben  die  Gleichungen  5)  und  6) : 

Zeilschrm  f.  Mathematik  u.  Physik  XJV,  5.  28 


414 


Die  cyklischen  Flächen. 


cos  8  = 


DH=tP,     DH'=tP',     DH"=$P", 


Vii+iY)'  ""'~Vii+^p')' 


D=ty{P'+r'*+p''*). 


Die  Gleichnngen  11)  nnd  12)  werden  hierdurch : 

— Ä  (  P"sin  ^  —  /»'cos  ifi  + ; 

/«■     ^fi\         P+pücostif  +  tpP' 
+ps,nrt>  (Ä+  *  ^J  (i  +  ,.p.)(/'"co,^+7^*i«V) 


14) 


\ 


15) 


(x-x')'+(y-y-)'+(»-0* 

'=(/>+pÄCO«i/;+tpP')')l+  ^  ^^ 


T- 


Subütitairt  man  die  Werthe  von  cosfy  cosf\  . .  aus  13)  in  die  Gleichnn- 
gen 1)  nnd  2),  so  ist  leicht  ersichtlich,  dass  dieselben  für  ein  nnendlich 
kleines  e  zwei  snccessive  Oeneratricen  reprftseutiren.  Lässt  man  in  den 
Gleichungen  14)  nnd  15)  e  unbegrenzt  abnehmen,  bezeichnet  durch  dS  die 
Distanz  der  beiden  Punkte  (o:,  y,  z),  {x\  y\  z'),  so  folgt: 

(  P"cosy\)'\-P^  sin  ^)  (-P"Äinif;— P'cosi/;  +  —  j  =p  R  sin  t^  (/*+/)  Ärost^), 
(^)'=iP^pBcos^y+  j^«W  +  PÄf£i^) 

Die  zweite  der  vorstehenden  Gleichungen  Iftsst  sich  nach  10)  einfacher  auf 
folgende  Weise  schreiben: 

17)  (|^J=(P+/>  Äco5i^)«+(/>' «n  ^-PW^+  ^j\ 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  3)  ^i,  J^i,  z^  statt  x^  y^  z,  so  erh%lt  man 
mittelst  der  Gleichungen  13) : 

Iar,  =  I + Ä  (—  cos  /'  cos  ^ + ro«  /"  5w  if;) , 
y ,  =  7y + Ä  (—  cos  mcos  ^^  +  /'o«  m"sin  ^) , 
z,  =  f  +  Ä  (—  cos  fi'  cos  1/;  +  cos  «"  sin  i|;). 

Der  Punkt  (Xf ,  y, ,  z,)  gehört  einer  Curve  der  cyklischen  FlAche  an, 
für  deren  successive  Punkte  die  Distanz  zweier  successiven  Generatricen 
ein  Maximum  oder  Minimum  ist.  Für  den  Fall  eines  Maximums  möge  die 
Curve  Elongationslinie,  für  den  Fall  eines  Minimums  Strictionslinie  der 
cyklischen  Fläche  heissen.  Setzt  man  in  der  Gleichung  16)  lang  ^^  =  wy 
80  ergiebt  sich  für  w  die  Gleichung: 
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Mittelst  dieser  Gleichung  ergeben  sich  fUr  sin  if;  und  cos  ij;  vier  Werthe,  so 
dass  also  allgemein  auf  einer  cjklischen  Fläche  vier  Curven  existiren, 
welche  die  Eigenschaft  haben,  eine  Strictions-  oder  Elongationslinie  zu 
sein.  Schneiden  sich  zwei  successive  Generatricen,  so  muss  in  17^  die  rechte 
Seite  verschwinden,  d.  h.  es  ist: 

P+pBcos'tl;=0,     P"sift  il;  —  P'cos'il)+  ^-  =  0. 

du 

Durch  Elimination  von  tf;  Kwibc(ien  diesen  Gleichungen  erhält  man  wieder 
die  Gleichung  5)  von  §  6. 

Sind  die  Generatricen  einer  festen  Ebene  —  der  xy-  Ebene  —  pa- 
rallel, solassen  sich  die  betreffenden  Gleichungen  entweder  leicht  direct  fin- 
den oder  einfacher  aus  den  Gleichungen  16)  und  17)  für  p^O  ableiten. 
Setzt  man  in  diesen  Gleichungen 

^    "'    ^    du'   ^    du'  ^    dir 

so  folgt: 

'  \du  ou         /  \du  du  du  J 

In  der  Gleichung  20)  kann  der  zweite  Factor  nicht  verschwinden,  weil 

sonst  nach  19)  r—  constant  sein  müsste,  was  offenbar  nicht  allgemein  der 

Fall  ist.   Man  hat  also: 

21)  r^  COS  ^+^  sin  T/;  =  0. 

du  du 

Durch  diese  Gleichung  und: 

22)  a:,  =  J+-ß«>it(;,    y,=?^— Äco*^,    ^1  =  ?, 

ist  die  Strictions-  und  Elongationslinie  einer  cyklischen  Fläche  mit  pa- 
rallelen Generatricen  bestimmt.  Der  Einfachheit  halber  soll  im  Folgenden 
nur  der  Ausdruck  Strictionslinie  allein  gebraucht  werden. 

§8. 

Ist  (a?j ,  yi , 'J'i)  der  Punkt  einet  Strictionslinie,  welcher  auf  der  Ge- 
neratrix : 

(a;-|)«+(y-,)»+(z-?)»=Ä', 
(x— |)roÄ/4-(y  — i^)ro5»i  +  (z  — f)  cosn  =  0 
liegt,  so  bat  mkn  nach  §  7  für  denselben  folgende  Gleichungen: 

•28* 
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iXt  =  £+Ä  (—cos  t  cosrff+co9  t  sin  ^) , 
yi  =  ^ + -Ä  (—  cos  tncos  t/;  +  cos  m'sin  ni) , 
Zi  =  t+  Ä  (— C05  «'  cos  ^ + cos  n"  sin  ^) . 

Der  Winkel  'V^  ist  durch  die  Gleichung  bestimmt: 

3)  {P" cos ^+P' Sinti;)  fp' «/J^— />'co«tf;+  r^  ==p  RsiinHf{P+p Rcosip). 

Bezeichnet  man  durch  l^ ,  m„  »i  die  Winkel,  welche  die  Tangente  sur 
Generatrix  im  Punkte  (o;,,  ^i,  z^)  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  hat 
man  für  die  Cosinus  derselben  die  Gleichungen : 

Rcos  /,  =  cos  m  (z,  —  5)  —  cos  n  (y,  -^  t?) , 
Äcosw,=  co5;i  (j:,  — g)— C05  /(«i— ?>♦ 
Rcos n^=: cos  l  {yx^ri)  —  cosm{x^  —  l)^ 

oder  nach  1) : 

i*co«  /,  z=:cos  f  sinrlJ-^-cos  t*  cos^, 
cos m,  =  cos m  sin i/;  +  cos m' cos t/; , 
cosn^^=^ cos H  sin ^'\-cos  n  cosi^f. 

Die  Gleichungen  2)  und  4)  nach  u  difTerentiirt  geben: 

1^  =  (^P+pRcos^')cosI+  fp"sin^^P'costl;  +^) 

(—  cos  tcos  ^ + cos  rsimli) 

+  \P"costl;+P'sintl)+Rfq  +  ^ji  {cos  t sin  tlf  + cos  Tcos %f), 

^^=(^P+pRcos^)cosm  +  fp"sin^--P'i'osflf+^\ 
5)    ^  (—  cos  mcos  ^ + cos  m'sin  t^) 

1+  </^"'cos^+^*«''*  +  'Äf  j  +  o—j)  (costn  sin'^'\'Cosm*cos^)^ 

^^iP+pRcosui)  cos  n  +  (p"sin  n> — /^'co5  ^  +  ^^\ 
ou  \  du j 

( —  cos  neos  tif + cos  n'sin  %i) 
'\'\P"cos^'\'P' si9i^'\-R(q'\-  —  j\  (cosn  sinilf  +  eosn" cos^). 


dcosli 


du 


==—psin  ii}Cosl  +  (cos  tcosijf^cos  f'sintlf)lg+—j  ^ 


]dcosm4  .  ,         /  //.«/.  d^\ 

6)     /  — ^ =— />«/i^co5w+(co*inco5^— co5m  «w^)lg+— I, 

r =— pjini(;cosn+(co5nco*t/;  — co5w  *w^jl  y+— K 


^  dcos  \ 


Von  Dr.  A.  Enkepbr. 


417 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  5)  und  0)  ergeben  sich  leicht  die  folgenden : 

aj      dji      af 

du         du         du 


-) 


<ro(/i     eoitn^     cosn^ 
dcosl^  dcosm^  dcosn^ 


du 


du 


cos  l  cos  m  cos  n 
cost  cosm  eotn 
cost'   cosm"  CO««" 


=  p  sin  ^  ^P"  sin  ^-P'  cos  ^  +  ^-^)  _  (P + p  Ä  cos  ii)  (q  +  |^). 


8) 


du 
R 


dt] 


H 

du 


i 


co$l  cosm  cosn 
cost  cosm  cosn 
cosm     cosn 


I 


R  R 

\du     R      du     R     du    R 

=  -^Piq^  ^j+pcos^(P'simif  +  P"coS'ilj). 

In  den  beiden  vorstehenden.  Gleichungen  verschwinden  die  rechten  Seiten 
nicht,  woraus  folgt,  dass  die  Tangenten  zu  den  Generatricen  längs  einer 
Strictionslinie  eine  windschiefe  Fläche  bilden,  ebenso  bilden  die  Verbin- 
dungslinien der  Mittelpunkte  der  Generatricen  mit  den  correspondirenden 
Punkten  der  Strictionslinie  eine  windschiefe  Fläche. 
Die  Gleichungen  2 — 6)  geben : 

cosl^  aT  "*"  cosm^^  +  cosn^  ^  =:jP" cosil;  +  P'sm^+R  yq  +  ^j, 

5ri|^  .  yr 

R      du'^     ~R      du  '      R 
dcosLdx.      dcosm^dtfi  ,  dcosn.dz.  .    ./n,       d        .\ 


») 


^~-^  +  ^^jl=^Psm^^Pcos^+-. 


du     du         du  -  du    '      du    du 

-(a-*,-p-».,+|^)(,+|^). 

Wegen  der  Gleichung  3)  lässt  sich  die  letzte  der  vorstehenden  Gleichungen 
auch  schreiben: 

—  uf^^^^^i^^i     dcosm^dy^      dcosny^dzA 
\    du     ~dü^     du      dü^     du      du) 

^(^P''  sin^-^  P'  cos^  +  ^^\f'  cosi\,  +  P'  sin'i^,+R(^^^ 

Die  rechte  Seite  dieser  Gleichung  ist  gleich  dem  Product  der  rechten  Selten 
der  beiden  ersten  Gleichungen  9),  hieraus  folgt: 

^^)  ]     ^     ^    'd^'^~R~'du^     R     du) 

^      dx^  dcosl^    .df/i  dcosm^     ^ ^i ^  ^o^ ^'i __ ^ 
"^  Jü  ~dü~"^  J^      du     '^du      du     ""   • 
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Durch  die  vorstehende  Gleichung  ist  eine  Strictionslinie  einer  cyklischen 
Fläche  charakterisirt.  Die  Gleichung  10)  ist  der  analog ,  durch  welche  die 
Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  bestimmt  ist.  Ist  (x^,  ^j,  z^  ein 
Punkt  einer  windschiefen  Fläche,  sind  Z^,  m^,  n^  die  Winkel,  welche  die 
Generatrix  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  welche  den  Punkt  (x^^  y^,  z^) 
enthält,  so  hat  man  die  Gleichung: 

dx.  dcosL  .  dt/i  dcosm.  .  dz^  dcosn. 

^  du    du  ^  du     du   ^du     du 

Diese   Gleichung  folgt  auch  unmittelbar  aus  10).     Bezeichnet  man  durch 

^2»  ^2>  "2  ^^®  Winkel,  welche  die  Verbindungslinie  der  Punkte  (|,  iy,  Q 

und  ((T^,  y^,  z^)  mit  den  Coordinatenaxen  bilden,  so  finden  für  dieselben 

die  Gleichungen  statt: 

X.  —  ä  y,  —  w  z.  —  t 

12)  -i_=:co«/g,     ^-^-^  =  co*»»s„     -^^^cosn^. 

Da  nun  cosl^,  cosm^^  cosn^  immer  endliche  Werthe  haben,  so  verschwindet 
für  ein  unbegrenzt  wachsendes  R  die  linke  Seite  der  Gleichung  10),  es  er- 
giebt  sich  dann  unmittelbar  die  Gleichung  11)., 

Soll  die  Strictionslinie  einer  cyklischen  Fläche  gleichzeitig  Strictions- 
linie der  windschiefen  Fläche  sein,  gebildet  aus  den  Tangenten  zn  den 
Generatricen  längs  der  ersten  Curve ,  so  müssen  die  Gleichungen  10)  und 
11)  gleichzeitig  stattfinden.     Man  hat  dann  entweder: 
^^1  .  ^Vi  .  ^^\ 

I  _L_   ^n  o  «M     !!_'■  _1_   /•/!  0  M      *  I 


oder 
Hieraus  folgt: 


cosL    -7r-^+COSm.';r^^+COSn.^t=0j 

^  du  ^du  ^d  u 

R       du'^       R      du  '^      R       du 


Wenn  eine  Strictionslinie  einer  cyklischen  Fläche  gleichzeitig 
die  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche  ist,  gebildet  aus  den 
Tangenten  zu  den  Generatricen  der  cyklischen  Fläche  längs  der 
ersten  Curve,  so  schneidet  dieselbe  entweder  die  Tangenten  or- 
thogonal,   oder  sie  ist  eine  orthogonale  Trajectorie  der  Verbin- 
dungslinien ihrer  Punkte  mit  den  entsprechenden  Mittelpunkten 
der  Generatricen. 
Die  Winkel,  welche  die  Tangente,  Hauptnormale  und  Binormale  im 
Punkte  (o;^;  y^y  z^  einer  Strictionslinie  mit  den  Coordinatenaxen  bilden, 
seien  respective  a,/3,  y;   A,^,  v;   a^  h^c^  ferner  dSj^  das  Bogen elementv 
^  .der  Krümmungshalbmesser.     Nimmt  man  u^=s^  und  bezeichnet  durch  c 
den  Winkel,    welchen  die  Strictionslinie  im  Punkte  {x^^  y^,  z^  mit  der 
Taugente  zur  Generatrix  bildet,  so  ist: 

dx.       ,    ,  ^yi  .  3^1 

;r— ^  COS  L  +  r— *  COS  »tl,  +  -— *  COS  fl,  =  COS  tf , 

os^        ^      o  s^         *  ds^         * 
oder 

cos  a  COS  l^  +  cos  ß  cos  m^  -f"  co^y  ^^5  n^  =  cos  0. 
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Wegen  dieser  Glelcbnng  kano  man  setzen : 

13)  *  cos  l^  cos  k  +  cos  OTj  cos  fi  +  cos  Wj  cos  V  =  sin  0  ,  cos  q> , 

cos  l^  cos  a  +  cos  OTj  cos  b  +  cos  n^  cos  c  =3  sin  tf  *f «  g? , 
wo  q>  ein  beliebiger  Winkel  ist.     Ist  ferner  t  der  Winke],   welchen  eine 
Strictionslinie  mit  der  Verbindungslinie  der  beiden  Punkte  (x^^  y^^  z^)  und 
(^9  ^>  i)  bildet,  80  hat  man: 

^  dsi      R         ds^      R         ds^     R 

Mittelst  der  Gleichungen  13)  und  14)  geht  die  Gleichung  10)  über  in: 

^                                                  n  .      f^^  .  f'ostpX 
15)  cos a  cost  =  Rstna  l 1. 

Für  den  Fall,  dass  <f  =  — ,  giebt  dieGleichung  15) — ^  =  0,    also  ent- 

2  Q 

weder  ^  =  00  oder  ^  =  ■—.     Ist  tf  =  —  und  ^  =  — -  ,  so  erhält  man  aus  13) : 
cosi^  =  cosa,  cosm^=:cosb^  cosn^^=cosc. 

Hieraus  folgt: 

Schneidet  eine  Strictionslinie   einer  cyJcHschen  Fläche  die 
Tangenten  zu  den  Generatricen  orthogonal,  so  sind  diese  Tangen- 
ten entweder  die  Binormalen  der  Strictionslinie  oder  die  Strictions- 
linie ist  eine  Gerade. 
Schneiden  sich  zwei  sucoessive  Generatricen  einer  cyklischen  Fläche 
in  einem  Punkte ,  so  finden  nach  §  7  die  Gleichungen  statt : 

^  7? 
lö)  P  +  pRcosrl;^0,   />"  mif;  —  P' co5 1(;  +  5— =0. 

'  m  OU 

Wegen  der  vorstehenden  Gleichungen  verschwindet  die  linke  Seite  der 
Gleichung  7),  d.  h.  die  Tangenten  zu  den  Generatricen  in  den  Schnittpunk- 
ten bilden  eine  developpabele  Fläche.     Die  zweite  Gleichung  16)  in  Ver- 

n 
bindung  mit  9)  und  14)  giebt  t  =  — ,    die  Curve  gebildet  aus  den  Schnitt- 

punkten  der  successiven  Generatricen  schneidet  also  die  Verbindungslinien 
ihrer  Punkte  mit  den  Mittelpunkten  der  Generatricen  orthogonal.  Diese 
Verbindungslinien  bilden  eine  windschiefe  Fläche,  da  die  rechte  Seite  der 
Gleichung  8)  nicht  allgemein  in  Folge  der  Gleichungen  16)  verschwindet. 
Die  Gleichungen  5)  geben,  wegen  P-t-p  Aco^^saO: 

~cosl+-;r-^  cosm  +  — ^  cosn  =  0. 
du  ^  du  ^  du  * 

d.  h.  die  Tangente  zur  obigen  Curve  im  Funkte  (rr, ,  y, ,  t,)  liegt  in  der 

Ebene  der  Generatriz.     Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes: 

Auf  einer  windschiefen  Fläche  werde  eine  beliebige  Curve  F 

und  eine  orthogonale  Trajectorie  Fi  der  Generatnx  angenommeu. 
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Seien  77,  77^  zwei  Punkte  von  F,  F^,  welche  auf  derselben  Geue- 

ratrix  liegen.     Legt  man  durch  den  Punkt  77  und  die  Tangente 

zur  Curve  J\  im  Punkte  77(  eine  Ebene,  beschreibt  in  derselben 

um  77  einen  Kreis  mit  dem  Radius  77  77^,  so  giebt  dieGesammtheit 

aller  dieser  Kreise  für  die  beiden  Curven  Tund  /\  die  aligemeinste 

cyklische  Fläche,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  sich  zwei  suc- 

'   cessive  Kreise  derselben,  in  einem  Punkte  schneiden. 

Sind  die  Generatricen  der  cyklischen  Fläche  einer  festen  Ebene  —  der 

a;y   Ebene  —  parallel,  so  hat  man  nach  §  7  folgende  Gleichungen: 

17)  Xi=:^  +  R  Sinti;,     y^^rj -r- Rcosrlf,     t|  =  {:, 

18)  :r-^  CO*  i  +  r^  sin  ^  ==  0. 
du  du 

Sind  wieder  Z^,  m^,  »i  die  Winkel,  welche  die  Tangente  zur  Generatrix  im 
Punkte  (x^j  t/^,  z^)  mit  den  Coordinatenaxen  bildet,  so  finden  die  Gleichun- 
gen statt: 

19)  cos  /j  =  cos  1/; ,     cos  m^  =  sin  t/; ,     cos  «^  =  0. 
Setzt  man 

60  giebt  die  Gleichung  18) 

d^  *  .        da      dfi  .  da 

du  ^  du'    du  ^  du 

Mittelst  dieser  Gleichungen  erhält  man  ans  18  bis   10) : 

'       Sa?,        ,    .   dy.  ^d'^ 

-^co^/j-f  ^cosm^  =Ä_., 
du  *■       du  ^  du 

20)  ]    ^i-S^^i  .yi-n^yi(^^_i^\ 

\  R      du  ^     R      du       \du      du)' 

dx^dcosf^   .dy^  dcosm^^      fdR  _S<J\Sv 
du     du  du      du  \du      du/du' 

Aus  den  vorstehenden  Gleichungen  erhält  man  wieder  die  Gleichung 
10)  für  den  besonderen  Fall,  dass  z^^t,  cosn^=sO  ist.     Verschwindet  die 

linke  Seite  der  Gleichung  20),  so  ist  entweder  ^— =  s-"  o^or  ^—=0.    Für 
"     ^  du      du  du 

->ülr=2  0ist  ^  constant,  die  Gleichung  18)  giebt  dann  icos'tlf  +  'qsin^sskf 
du 

wo  k  eine  Constante  bedeutet.  Die  Projection  der  Mittelpunkte  der  Gene- 
ratricen auf  die  a;y- Ebene  ist  eine  Gerade,  die  Mittelpunkte  liegen  also  in 
einer  Ebene,  welche  auf  der  iT^- Ebene  senkrecht  steht.  Findet  die  Gleichung 

- — =:  —  statt,  so  folgt  R—  R^r^a-^  a^j  wo  <r  —  (Tq  die  Projection  des  Bo- 

gens  der  Curve  der  Mittelpunkte  der  Generatricen  auf  die  a;y  Ebene  ist. 
Aus  dem  Vorstehenden  schliesst  mau: 
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Ist  eine  Strictionslinie  einer  cjklischen  Fläche  mit  parallelen 
Gcneratricen  gleichzeitig  Strictionslinie  der  windschiefen  Fläche, 
gebildet  ans  den  Tangenten  zn  den  Oeneratricen  längs  der  ersten 
Cnrve,  so  liegen  die  Mittelpnnkte  der  Generatricen  entweder  in 
einer  Ebeoe,  welche  die  Ebenen  der  Generatricen  orthogonal 
schneidet y  oder  die  Projection  des  Bogens  der  Mittelpnnktscurve 
zwischen  zwei  Generatricen  auf  die  Ebene  einer  derselben  ist 
gleich  der  Differenz  der  Radien  dieser  Generatricen. 
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XI7.  Heber  drei  Integrationen  innerhalb  des  Oebildes: 

(f)'+(f)'+(7)V..-.- 

Von  Dr.  R.  Most  in  Stettin. 

1.  Bezieht  sich  das  Integral: 

i-(i)'-(7)'-(j)T'"'['-(:)-e)T'"'[-(7)-]'- 

dx  dy  dz  du 
auf  alle  Werthe  von  o; ,  ^,  z ,  ti ...,  die  der  Bedingung  genügen : 


(f)'+(0'+(7)' 


+  ...<1. 


SO  ist  dasselbe  gleich: 


a    p  .  g  ,  r 


-A^)<^^{^ 


'<?+7+-)n7+'+'+-+^'-')K7+M+T+-.+^.+'.-'j 

für  a,=/3,=y,  =  l  geht  dies  Integral  in  das  bekannte  Di  rieh  let*sche  über. 

Folgende  Methode  scheint  bei  dieser  nnd  allen  ähnlichen  Integrationen 
am  schnellsten  zum  Ziele  zu  führen: 

Es  ist 
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für 
also  wird  das  Integral : 


für 

X 


a        0 


Geht  man  dud  Über  auf  das  Integral : 


für 


a        0 


d.  b.  für 

so  Uast  sich  die  Integration  furo;  und  y  nach  Gleichang  1)  ansfllhren;  der 
Wertb  z=si  veranlasst  kein  Bedenken,  da  für  denselben  x  und  y^  also  auch 
das  darauf  bezügliche  Integralstück  nach  a?.nnd  y  der  Null  gleich  sind. 
Man  erhält  also: 

«       r(e,  +  ß+„,)J'         ^'       '^ 
0 

führt  man  die  Integration  nach  z  aus  und   setat  dann  —  für  z  ein,  so 

erbält  man: 

für 

a?       «        jt 

In  derselben  Weise  schreitet  man  zur  Bedingung: 

«  (1  —  tl)  ^  !>  (1  -  w)  ^  c  (1  -  m)  ^ 

vor  und  gewinnt  schliesslich  den  allgemeineren  Ausdruck  durch  bekannte 
Substitutionen. 
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2.  Ist 


für 


so  ist: 


a        0         c 
ffix,y,z...)q>  (--''-'^^-Ly.-JL^^ll.)  dxdydz... 
=5   /^  ( 5—, ^, i^ — ...)  wiu)  du. 

wo  das  erste  Integral  in  dem  Gebiet: 

wt  > ^- >  «1 

genommen  ist;   für 

p  =  a  =  /J  =  y  =  l 
geht  dieser  Ausdruck    in   einen  von  Schlömilch  aufgestellten  Über*). 
Man  setze: 

\^ti  x-^ß  y^-y  z.,.  ^^ 
^  — a^x  — /J,y-y,z,.. 
so  wird  : 

3)  --z:^:c+^^^My+y:=y^  +  .,.^i, 

denkt  man  sieb  u,  also  auch  q>  (t/)  constantf  so  kann  für  das  durch  3)  ange- 
deutete Gebiet  das  Integral 


.  durch : 


//(^f  y,  z..,)  dxdydz  ... 


integrirt  werden. 

Es  ist  also  in  dem  allgemeineren  Integral  y  jedes  9  (t/)  mit  dem  zuge- 
hörigen Increment 


-—  du 
du 


zu  multipliciren ,  also : 


*)  Vergl.  Schlömilch,  Compenduim  der  höheren  Analysi« ,  Theil  11,  p.  480. 
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3.    Die  Gleichung  nnter  2)  gestattet  noch  folgende  Erweiterung: 
Ist 

I  f{Xjy,  z  .,.k)  dxdydz...=  0(a,b,  c.k) 


für 


X        y        z 
a        0         c 


so  ist: 


frCr.y.z,,.  '-^--ly^iJ^-)dxdydz,.. 

«« 

wo  im  zweiten  Integral  nach  dem  Differentiiren  k=u  gesetzt  wird  und  das 
erste  Integral  in  dem  Gebiet: 

^       l—ax  —  ßy  —  yr...     ^ 
M   > >  W| 

genommen  ist. 

Nach  dej:  Gleichung  3)  wird,  wenn 

l—ax  —  ßy—,,.  ^^ 
Q  —  ^i^  —  ßty—'" 
constant  gedacht  wird : 

das  zu  u  =  k  gehörige  Increment  ist  also : 

du    [a— «jM*     ß—ßiU         J       * 
alfio  ist  das  allgemeine  Integral  gleich: 

/V[i^:i^,   ^^...*]      du. 

J         La  — a,M       p  — fttt         J^  =  « 

Setzt  man 

/•  (ar ,  y ,  « . . .  /r)  =  X  (^ »  y »  « •  •  • )  9  W , 
so  geht  die  allgemeine  Gleichung  in  die  unter  2)  entwickelte  über. 
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XY.    AnflöSQiLg  eines  Systems  vob  Oleicliangen,  woninter  eine 
qnadratiscli,  die  anderen  linear. 

Zweiter  Artikel. 
Nachdem  im  ersten  Artikel  die  Bemerkung  gemacht  worden  ist,  dass 
der  gemeinschaftliche  Nenner  der  Aasdrücke  für  die  Unbekannten  durch 

0  =  ^a'oi  ^Aiit  üok 
angegeben  wird,  erhebt  sich  die  Frage,  wie  nich  die  Auflösung  gestaltet, 
wenn  dieser  Nenner  verschwindet.  Man  findet  in  diesem  Umstand  das 
Kennzeichen  dafür,  dass  die  Gleichungen  1)  und  2)  abhftngig  von  einander 
und  also  zur  Bestimmung  der  Unbekannten  untauglich  werden*.  £s  zeigt 
sich  nun  aber,  dass  in  diesem  Falle  anstatt  der  Gleichung  i)  eine  andere 
von  jeder  zweideutigen  Wurzelgrösse  freie  lineare  Gleichung  in  x  aufgestellt 
werden  kann ,  welche  mit  den  Gleichungen  2)  in  Verbindung  zu  bringen  ist 
und  mit  denselben  nur  e  i  n  Werthsystem  der  Unbekannten ,  und  nur  dann 
ein  unbestimmtes  oder  gar  kein  endliches  liefert,  wenn  dies  wirklich  in  der 
Natur  der  Aufgabe  liegt.  Denkt  man  sich  nämlich  für  einen  Augenblick, 
es  verschwinden  sämmtliche  y ,  so  geben  die  Gleichungen  2) 

*^0  *^1       _  ^n 

~~f     —    /     —    .  •  • f      , 

ö  00       ^  Ol  ^on 

wenn  daher  die  fragliche  Bedingung  erfüllt  ist,  so  verschwindet  mit  den  y 
auch 

¥==ZXiEAikXk. 
Treten  daher  die  y  wieder  auf,  so  niuss  sich  eine  Gleichung  von  folgender 
Form  aufstellen  lassen : 

10)  ^=  Vi«!  +  ^2*2  + .  .  ■  +  y»^« ) 

wo  die  Factoren  z  Ausdrücke  des  ersten  Grades  bedeuten,  welche  die  y 
selbst,  jedenfalls  aber,  wenn  die  Aufgabe  nicht  unbestimmt  oder  unmöglich 
sein  soll,  wenigstens  Eine  der  Unbekannten  x  enthalten  müssen.  Wir  wer- 
den die  sicherste  Vorbereitung  zur  Herstellung  dieser  Gleichung  treffen, 
wenn  wir  darauf  ausgehen,  vermittelst  2)  alle  x  in  einem  derselben,  etwa 
Xm,  und  den  y  auszudrücken.  Wir  machen  zu  diesem  Zwecke  die  Bemer- 
kung, dass  die  Summe 


oder 


entweder  den  Werth  üom  oder  —  a'^jt  oder  Null  annimmt,  je  nachdem  i  mit 
k  oder  mit  m,  oder  mit  keinem  von  beiden  identisch  ist.  Es  werden  nämlich 
die  mit  üom  und  Gok  behafteten  Glieder  der  Determinante  a,  in  welcher  jetzt 
die  Glieder  der  ersten  Horizontalreihe  ganz  beliebige  Werthe  haben  können, 
durch  die  beiBen  Seiten  der  folgenden  Gleichung  angegeben : 
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n 


Com  Ook 


\  I  arm  drk  \  /  V  [  ^rm  Crk  | 

Der  erste  nnd  der  «weite  Theil  der  Bebauptang  rechtfertigt  sich  aus 
dieser  Gleichang  unmittelbar;  da  ferner  a'om  in  eine  Determinante  mit  zwei 
gleichen  Verticalreihen  übergeht,  wenn,  unter  t  eine  von  mund  k  verschie- 
dene Zahl  verstanden,  arjb  =  ar^  g^^etzt  wird,  so  ist  auch  der  dritte  Theil 
erwiesen. 

Addirt  man  daher  die  Gleichungen  2) ,  nachdem  sie  der  Reihe  nach 
mit  den  im  nachfolgenden  Resultat  ersichtlichen  Factoren  multiplicirt  wor- 
den sind,  so  erhält  man  unter  gleichzeitiger  Einführung  einer  Abkürzung: 
n 

Es  hätte  nun  keine  Schwierigkeit,  alle  x  in  x^  ausgedrückt  in  /'ein- 
zusetzen; das  Ergebniss  wäre  eine  unreine  quadratische  Gleichung  nach 
x^f  in  welcher  aber  der  Coefficient  von  x^m  der  Voraussetzung  gemäss 
verschwindet,  es  würde  sich  also  auch  auf  diesem  Wege  zeigen ^  dass  der 
wesentliche  Charakter  des  vorliegenden  Falles  in  der  Identität  der  zwei 
Werthsysteme  der  Unbekannten  liegt,  durch  welche  im  Allgemeinen  die 
Aufgabe  befriedigt  wird.  Wenn  nun  der  oben  angezeigte  Weg  für  den 
Zweck  der  Bestimmung  der  Unbekannten  insofern  der  kürzere  wäre,  als 
er  keine  Elimination  mehr  erfordert,  so  werden  wir  doch  aus  anderen 
Gründen  die  Gleichung  20)  in  der  Weise  benützen,  dass  die  Factoren  z  der 
sich  herausstellenden  Gleichung  19)  keine  ^,  sondern  nur  die  x  enthalten. 
Die  Addition  sämmtlicher  Gleichungen,  welche  aus  20)  nach  Multiplication 
mit  Jik  dadurch  entspringen,  dass  k  alle  Werthe  von  0  bis  n  durchläuft, 
liefert: 

21)  ^k  Aik  r„t  =  —  «1»  ^*  Aik  aok  +  a  o«  ^*  ^ik  i^k^ 

Desgleichen  giebt  die  Addition  sämmtlicher  Gleichungen ,  welche  aus  21) 
nach  Multiplication  mit  a'«,-  entspringen,  wenn  t  alle  Werthe  von  0  bis  n 
durchläuft: 

/==  —  a-«  ^ <  \a.i ^ *  Jik üo k)  +  aom ^ *  (/a i ^ * ^ik ^k ). 
In  dieser  Gleichung  verschwindet  der  Voraussetzung  gemäss  das  erste  Glied 
rechts.     Multiplicirt  man  noch  21)  mit  a,-  und  lässt  wieder  i  alle  Werthe 
durchlaufen ,  so  giebt  die  Addition : 
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ö^ 


Hier  ist  die  letzte  Doppelsumme  nichts  anderes  als  F^  die  vorletzte  unter- 
scheidet sich  von  der  letzten  in  22)  nur  durch  die  Schreibart,  die  Elimination 
derselben  zwischen  22)  und  23)  giebt  daher: 

24)     a\m  F^ x„  2^*  (^'oi^^^ik  rmk)  +  «o«  2^'  (^'2*  ^'*  ^'-*)- 

Lässt  man  jetzt  alle  y  ausser  t/r  verschwinden,  so  reducirt  sich  /*  auf 
yr^rj  setzt  man  daher  auch  für  Y^k  den  Werth,  auf  den  es  sich  vermöge 
20)  reducirt,  so  erhält  man  nach  Absonderung  des  Factors  y,-: 

25)         zr  a\^  =  y]i  \{x^  a\i  +  Xi  ö',«)  V*  M  1  "^'»  ^^*  1 1. 

"^^     L  ^^  |ör«arifc|  J 

Wünscht  man  dieser  Formel  in  Beziehung  auf  das  Vorkommen  der  x  die 
sonst  obwaltende  Symmetrie  zu  geben,  so  lässt  man  auch  m  alle  Werthe 
von  0  bis  n  durchlaufen  und  addirt,  das  Ergebniss  lässt  sich  dann  so 
schreiben : 

"'  1-2-  !'-2'["--'^'H£:f+^.|::::[)]i- 

Die  Symmetrie  ist  jetzt  übrigens  auf  Rosten  der  Einfachheit  hergestellt. 
Dass  bei  der  Ausführung  aus  dem  Coefficienten  von  Xf^  die  Coefficienten 
aller  folgenden  x,  und  ebenso  aus  z^  alle  folgenden  z  durch  die  geeigneten 
cyklischen  Vertauschungen  hergestellt  werden  können,  ist  selbstverständlich. 
Ebenso  mag  im  Vorbeigehen  bemerkt  werden ,  dass  der  Coefficient  von  Zr 

unter  Annahme  der  Bezeichnung  ^^»  arm  <i<m=^o^ri  in  <li®  Determinante 
-^  +  («u«22  •  •  •  a*n)  Übergeht. 

Schon  der  ganze  Gang  unserer  Entwickelung  der  Formel  25),  welcher 
die  Wahl  von  m  frei  lässt,  zeigt,  dass  die  Coefficienten  z  in  Gleichung  19), 
auch  wenn  sie  nur  x  ohne  y  enthalten,  durch  die  Aufgabe  nicht  vollständig 
bestimmt  werden;  es  ergiebt  sich  dies  zugleich  mit  einem  Mittel,  ans 
einer  Bestimmung  der  z  alle  möglichen  anderen  abzuleiten,  unmittelbar 
aus  jener  Gleichung  selbst.   Wählt  man  nämlich  ein  System  von  Gonstanten: 

^11  ^12  •  •  •  ^1«» 
^21  ^22  •  •  •  ^2«» 


welche  nur  der  Anforderung  Kg  =—  Aar,  also  A:rr  =  0  zu  genügen  haben, 
so  folgt  aus  19)  sogleich:  » 

Die  Factoren  in  den  Klammern  zeigen  die  Modificationen,  welche  an  einer 
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einmal  getroffenen  Bestimmang  der  z  nnbeschadet  der  Richtigkeit  der  Zer- 
legung angebracht  werden  dürfen. 
Beispiel.    Mit 

•-F=  —  x^  +  ^Xy^x^  +Ax^  +  \^x^Xq  +  Zx^  +  l^x^x^ 
nnd 

yi^^o  +  ^^i  +  Sa-g;    ^2  =  30?^  — a:i  +  2a:2 
erh&lt  man 

ö'oo  =  +  '7;   «oi  =  +  '7;   «'oa  =  — '^• 
Die  VoraussetzuDg 

0  =  Za^iiZAik  fl 0*  =  49  (—  1  —  8  +  4  —  12  +  3  +  14) 

trifft  also  hier  zu.    Nach  26)  erhält  man  nnn: 

2iF  =  yi(81^o  +  50^i  +  5^2)  +  ya(-34a:o  +  16ir^+^4:r2) 

oder  mit  k^  =  —  13: 

21  F=  y^  [81  Xq  +  50  jr^  +  bx^  -  13  {Zx^  -  x^  +  2x^'] 

+  y J- 340-^  +  lö^r^  +  24rr2  +  13  (a-^,+ 2j:i  +  3.T2)] , 

^  =  yi(2^o  +  3^i-^2)+!^2(-^o  +  2^i  +  3^2)» 

"  I4(3y,-y2)      '       '  14  (3^,-^2) 

-7F+ny,«+6y,ys^4y,g 
14(3y,-y,j 
Die  Werthe,   welche  die  z  für  ein  und  dasselbe  Werthsystera  annehineu, 
sind  in  der  Weise  von  einander  abhängig,  dass  in  einem  derselben ^  etwa 
2r  jeder  andere ,  etwa  z^  bestimmt  werden  kann.   Die  Gleichnngen 

«r  =  *rO  ^0  +  ^'■l  ^1  +  •  •  •  +  *'•»  ^« » 
2*  =  6«0  a^O  +  **1  ^1  +  •  •  •  +  *'«  ^n 

liefern  nämlich  mit  den  Gleichungen  2)  naph  Elimination  der  x\ 

n  

281  <  "  , 

wovon  später  Gebrauch  gemacht  werden  wird. 

Es  Hessen  sidh  nun  ohne  Schwierigkeit  auch  die  Bedingungen  angeben, 
unter  welchen  die  Gleichungen  2)  und  19)  von  einander  abhängig  werden, 
und  also  keine  bestimmten  oder  gar  keine  endlichen  Werthe  der  x  liefern. 
Auf  die  Gefahr  hin,  mehr  allgemein  Bekanntes  zu  wiederholen,  als  viel- 
leicht durch  die  übrigbleibenden  Eigenthümlichkeiten ,  welche  die  Methode 
für  sich  beanspruchen  kann,  entschuldigt  werden  darf,  mag  die  Unter- 
suchung auf  den  Fall  m  =  2  beschränkt  werden,  in  welchem  sie  eine  geome- 
trische Bedeutung  erhält,  insofern  sie  die  Erörterung  der  Hyperboloide  auf 
Grund  der  in  der  Form  19)  aufgestellten  Flächengleichung  darbietet.  Wir 
verstehen  dabei  unter  o-q,  ic^,  x^  cartesische  Coordinaten,  unter  (-F),  (yj,  (y^), 

ZeitMhrin  f.  Mathematik  u.  Physik  XIV,  5.  29 


■^"■^' 
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(«,),  (zg)  die  betreffenden  Ausdrücke  in  x,  unter  F,  y^,  y^,  Zj,  z^  ihre 
Werthe. 

Wir  nehmen  also  an ,  es  seien  die  Gleichungen  gegeben : 

2  2 

ü  0 

und 

»1  =  (yj  =  ^'lü  ^ü  +  «11  ^1  +  «12  ^2 . 
Vi  =  (»2)  =  «20  ^0  +  «21  ^1  +  «22  ^2 1 
deren  Coefficienten  mit  Annahme  der  l^ezeichniing: 

2Ö)  «'oo  =  «ll«a2""«21«12»       «'oi  =  «12«20-"«22«10i       «02  =  «10  «M  ""  «20  «11 

die  Bedingung  befriedigen: 

30)  O:^'^»  a^i^fcj.^a'ok' 

Nach  25)  oder  26)  lassen  sich  dann  die  Coefficienten  b  iu: 

(^i)  =  *10  ^0  +  ^11  ^1  +  ^12  ^2  1 

(^2)  =  *20  ^0  +  ^1  ^1  +  *22  ^2 
sp  bestimmen,  dass  identisch  : 

W  =  (y,)  (OH- (»»)(*«)• 

Es  findet  demnach  der  Schnitt  der  Fläche  (F)  =  Fm\t  der  Geraden: 

31)  ^•.•(yi)  =  yii   (y2)=y2 

in  der  Ebene 

statt.  Denkt  man  sich  für  einen  Augenblick,  dass  von  den  drei  Wertben 
F^  ^11  tfi  ^^"^  ^i®  zwei  letzteren  verschwinden,  so  rückt  der  Schnitt  von  G 
mit  E'  oder  mit  {F)  ins  Unendliche,  die  Gerade 

/•..(yi)  =  o,    (y2)=^o 

ist  somit  eine  Asymptote  der  Fläche,  und  die  geometrische  Bedeutung  der 
Voraussetzung  30)  liegt  darin,  dass  b  einer  Asymptote  parallel  ist.  Eben- 
sowohl wie  J  zeigt  sich ,  wenn  man  (F)  =  /"  mit  (zj)  =  Zj  {z^)  =  2^  combinirt 
und  2j,  Zg  verschwinden  lässt,  als  eine  Asymptote  auch  die.  Gerade: 

^...(r,)  =  0,     (z,)  =  0, 
überhaupt,  da  identisch 

(F)  =  (y.)  t  (»i)  +  *  (s,)  1  +  (y,)  t  {>-,)  -  *  (»,) } 
=  (yi)  I  (^.)  +  *  (^2)  I  +  { (»«)  -  A-  (y.)  I  {t,) , 

jede  Gerade  wie 

(^.)  +  A:(y,)  =  0,     W-A:(j/,)  =  0, 
oder 

(m)  +  ^W  =  0,     (y,)-A:(y,)  =  0. 
Sämmtliche  Gorade  dieser  Art  befriedigen  aber  die  Gleichung: 

(y.)W  +  (y,)W  =  o. 

Es  ist  dies  also  die  Gleiehnng  eines  Asypiptotenkegels,  der  seine  ßpiise 
im  Ursprung  hat  und  durch  die  vier  Geraden  geht: 
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(yf)  =  o,    (y.)  =  o...(y,)  =  o,     (?,)=*o...(z,)='0,    (y2)=o...(z,)  =  o, 

(0  =  0. 

Diese  Gleichung  wird  auch  befriedigt  von  einer  Geraden  -^',  welche  den 
Schnitt  der  durch  G  und  den  Ursprung  gelegten  Ebene 

mit  einer  durch  B  gelegten  Ebene 

bildet.  Es  sind  also  die  beiden  in  der  Ebene  jE^  liegenden  Geraden  A  und 
^.Asymptoten  der  Fläche  (F)  oder  der  Schnittcurve  der  durch  G  und  den 
Ursprung  gelegten  Ebene  E  mit  (F),  Da  nun  der  Schnitt  von  D  mit  (F) 
in  E^  oder  in  der  Spur  von  E^  auf  E  stattfindet,  Ef  und  E\  aber  parallel 
sind,  also  auch  auf  i^  parallele  Spuren  geben,  so  besteht  die  Bestimmung 
des  Schnitts  von  G  mit  (F)  lediglich  darin,  dass  durch  die  zur  Asymptote 
ji  parallele  G  und  den  Ursprung  eine  Ebene  E  gelegt  und  darin  diejenige 
Parallele  zur  anderen  Asymptote  A'  der  entstehenden  Schnittcurve  gezogen 
wird,  welche  durch  den  verlangten  Schnitt  geht. 

Unbestimmt  oder  in  endlicher  Entfernung  unmöglich  wird  der  Schnitt, 
d.  h.  G  liegt  ganz  auf  der  Fläche  oder  trifft  sie  nicht,  wenn  die  Spur  von 
E"  auf  ^  mit  G  zusammenfällt  oder,  ohne  mit  ihr  zusammen  zu  fallen,  pa- 
rallel dazn  wird.  In  beiden  Fällen  wird  dann  auch  A"  parallel  G^  d.  h.  da 
schon  A  parallel  G  ist,  die  Asymptoten  A'  und  A  fallen  zusammen,  E  berührt 
den  Asymptotenkegel ,  G  ist  nicht  nur  parallel  einer  Asymptote,  sondern 
liegt  auch  in  der  darin  an  den  Kegel  gelegten  Berührungsebene. 

Das  analytische  Kennzeichen  für  beide  Fälle  muss  dadurch  darge- 
boten werden,  dass  die  durch  B  gelegte  Ebene  E^q,  welche  in  ihrem  Schnitt 
mit  dem  Kegel  die  A'  gegeben  hat,  nun^  da  a'  mit  A  zusammenfällt,  auch 
A  enthalten  soll.  Werden  die  Gleichungen  von  Ä  in  der  Form  geschrieben: 

«00         ^'oi  «02  ' 

so  wird  unter  Annahme  der  Abkürzungen: 

32)  Z,  ==  b^Q üf^ H-  6ii «'^i  +  *i2 «'02 >     ^2  =  ^20 «00  +  *2i «'01  +  ^2« «'02 » 

da  .r^,  a^i,  ar,  die  Gleichung  von  EI'q  befriedigen  sollen,  die  verlangte  Be- 
dingung durch  die  Gleichung: 

33)  0  =  y,Z,+y,2:, 
angegeben,  und  die  allgemeine  Gleichung  von 

'"  y,      y« 

liefert  nun : 

34)  .  0  =  {y,)Z,  +  (y,)Z, 

als  Gleichung  der  Berührungsebene  an  den  Kegel  nach  der  Asymptote 
(y,)ci=0,  (yt)  =  0.  Desgleichen  ist*  selbstverständlich,  wenn  den  Abkür- 
zungen 29)  und  32)  analog 

29* 
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^1  =  «10^00  +  ^'i  I  ^'oi  +  «12  ^'02  >      ^t  =  flfo^'oo  +  ««i  *'oi  +  «w  *'ot 
gesetzt  wird,  die  Gleichung  der  Berührungsebene  an  den  Kegel  nach  B 

85)  0  =  (c,)Jr,  +  (^.)JV 

Eine  wesentliche  Consequenz  der  Gleichung  33)  besteht  darin ,  dass 
der  Geraden  G  entlang  der  Ausdruck  (yi)(ti)  + (yt)(2t)  einerlei  Werth  be- 
hält. Versteht  man  nämlich  unter  x^,  a;, ,  ar,  und  x^  +  -^^»^0»  *«  +  ^'^t'* 
Xf  +  z/.r,  die  Coordinaten  zweier  Punkte  P  und  P*  auf  G  und  unter  c, ,  z^ 
und  2, +^t, ,  z,+  zfz,  die  Werthe,  welche  daselbst  (?,)  und  (z^)  anneh- 
men, so  ist 

Aus  der  Befriedigung  der  Gleichungen  von  G  folgt  aber : 
0  =  a^Q^j:^  +  a,i  /tx^  +  a^^  dx^, 

0  =  «ao^^O  +  «21  ^^l  +  «22^^2» 

oder : 

«00  «Ol  «(W  ^1  ^2 

und  nimmt  somit,  wenn  q  den  gemeinschaftlichen  Werth  dieser  Quotienten 
bezeichnet,  der  Ausdruck  (yi)(2i)  +  (y2)(^2)  ^°  ^   ^^^  Werth  an: 

Vi  (^1  +  Ö^^i)  +  ^2  (^2+  ^^2)  =  yi  2^1  ==  ^2  ^2  +  ^  (^1^1+^2  ^2)  =  Vi  -I  +  yf  V 
Der  Werth  in  P'  ist  also  derselbe  wie  in  P,  Ob  nun  G  auf  der  Fläche 
liegt  oder  sie  nicht  trifft,  hängt  also  jetzt  davon  ab,  ob  dieser  constante 
Werth  gleich  F  ist  oder  nicht.  Um  dies  zu  entscheiden,  suchen  wir  ihn 
für  einen  bestimmten  Punkt  auf  G  zu  ermitteln,  und  zwar  für  den  Schnitt- 
punkt S  mit  der  Berührungsebene  35)  des  Asymptotenkegels  nach  der  Man- 
telliuie  B,  Wir  gehen  zu  diesem  Zweck  auf  Gleichung  28)  zurück,  welche 
im  vorliegenden  Falle  die  einfache  Gestalt 

37)  ^^y^r2-y%yx  +  ^iZ%-H^l 

annimmt  und  die  Beziehung  angiebt  zwischen  den  irgend  einem  beliebigen 
Punkt  entsprechenden  Werthen  von  (y,),  (z,),  (yg),  (jg).  Sie  zeigt  unter 
anderem,  dass  die  Gleichungen 

0  =  (yi)  y%  -  iVt)  I'i  «nd  0  =  (t.)  2,  -  (?,) 2, 
ideptisch  sind,  also  beide  der  Ebene  ^ß  angehören.     Ebenso  sind  es  die 
Gleichungen  : 

38)  0=^{y,)y,+  {z,)Z^midO=^{y,)l\'+{z,)Z,, 
und  gehören  somit  der  Ebene  an,  welche  durch  die  Geraden 

(yi)  =  0,     (c,)=0  und  {y^)=0,     (X8)  =  0 
geht.     Aus  der  Befriedigung  der  Gleichungen  38)  folgt  auch 

0=  Y,Z,  \{y,)  n  +  (n)^2t  +  ^^2^2  l{y,)i\  +  i^f)ZA 

=  r,y,\(y,)Z,  +  {y,)Z,\+  Z,Z,  \{z,)r,  +  {z,)  F,\, 

ist  also  ausserdem  noch  eine  der  Gleichungen  34)  und  35)  befriedigt,  so  ist 

es  auch  die  ändere,  d.  h.  auf  jener  Ebmie  findet  auch  der  Schnitt  der  zwei 

Berührungsebenen  an  den  K*egel  nach  den  Mantellinien  j4  und  B  statt,  in 
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'6 


Uebereinstiromiing  mit  bekannten  Sätzen  über  Cnrven  und  Kegel  zweiten 
Grades. 

Znr  Bestimmung  des  Werthes  von  (y,)  {z^)  +  (y,)  (z^)  in  S  geben  nun 
die  Gleichungen  34)  und  35),  welche  in  S  befriedigt  sein  müssen,  folgende 
Beziehungen  zwischen  den  der  ganzen  G  angehörigen  Werthen  y^  und  y^ 
and  dembesonders  dem  Punkt  S  "angehörigen  z^  und  z^  von  (Zj)  und  (z^) : 


nnd 


oder  vermöge  37): 


Vi  __  y«  _  ^1  _  ^2 


Z,^         V  I'3^2  ^1^1  l'iZj+r.Z/ 

Der  verlangte  constante  Wcrth  ist  also : 

Je  nachdem  derselbe  gleich  F  ist  oder  nicht,  liegt  G  ganz  auf  der 
FUche  oder  schneidet  sie  nicht.  Durch  eine  mit  Gleichung  33)  verträg- 
liche Modification  der  Werthe  von  y^  und  y^,  d.  h.  eine  Parallelverschiebung 
von  G  in  der  Berührungsebene  des  Kegels  nach  der  Asymptote  J  kann  der 
oben  gefundene  Werth  C  in  letzterem  Falle  immerhin  nur  dann  zur  Ueber- 
einstimmung  mit  F,  d.  h.  G  in  der  Fläche  {F)  gebracht  werden ,  wenn  F  und 
Y^Z^+  Y^Z^  entgegengesetzten  Vorzeichens  sind,  mit  anderen  Worten:  in 

FiY,Z,+  Y,Z,)<0 

ist  das  Kennzeichen  zur^Unterscheidung  des  ein-  und  des  zweimanteligen 
Hyperboloids  gegeben. 

Die  Bedingungen  yiZ^  +  y^Z^^O  und  F=C  gelten  vermöge  der  Form 
des  Ausdrucks  für  C  auch  für  die  Gerade  (jfj)=3— y^,  (y2)==""y2»  J®^® 
Berührungsebene  des  Asymptotenkegels  schneidet  die  Fläche  des  einman- 
teligen  Hyperboloids  in  zwei  parallelen  gleichweit  von  der  Spitze  abstehen- 
den Geraden.  Dass  diese  Bedingungen  als  diejenigen  für  die  Unbestimmt- 
heit der  Auflösung  der  Gleichungen 

yi(«i)  +  y2(«2)=ö»   (yi)=yi»   (^2)==^« 

auch  aus  dem  Verschwinden  zweier  Determinanten  ohne  alle  geometrische 
Betrachtung  abgeleitet  werden  können,  braucht  kaum  erinnert  zu  werden. 
Diese  Determinanten  sind: 

^0^1  +  *20l^2»      ^uVl  +  ^21^2»'     ^2^1  +  ^22^2  ! 
«10  «H  «12 

«20  «21  •  ^^ 
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und 


F, 

*iiyi  +  />i4y2. 

^ij^i  +  ^My* 

«10 

«11 

«1» 

«iO 

«21 

«M 

Zum  Schlüsse  möge  noch  die  bekannte  metrische  Beziehung  zwischen 
den  von  den  Erzeugenden  beider  Systeme  auf  einander  abgeschnittenen 
Segmenten  aus  unseren  Gleichungen  entwickelt  werden. 

Nachdem  sich  gezeigt  hat,  dass  die  zwei  Geraden 

(vi)  =  Vi  >   iy^) = Vi  «°^^  (^i)  =  ^1 »   (^2)  =  ^2 

ganz  auf  der  Fläche  liegen,  wenn: 

z,     ^z,    -r,     z,     ^1/   }\z,  +  y,z,' 

so  schreiben  wir  die  Gleichung  der  Fläche  auch  in  folgender  Form: 

t(yi)  +  i  iz,)\  i(^i)  +  &  (y,)!  +  !(y«)  -  *  W! !(««)  -  *  (yOl  =  ('  +  i*)  ^- 

In  Folge  dessen  treten  an  die  Stelle  der  Coefficienten  «i,,  6h,  «12/1 
Ä2,-  die  folgenden:  an+kbzi^  ^ii  +  *«2«»  <'^2i— >tÄ|,-,  Ä2,— /fflji,  und  der 
Ausdruck  F,  ist  durch  folgende  Determinante  zu  ersetzen: 


«10+^**0' 

«u  +  A*«. 

«M  +  **M 

V  +  ^^SO' 

*u +*«»!. 

*1»  +  *<'2J 

big  —  ^ka^^, 

*«-*<»ii. 

*22-*"l2 

Durch  bekannte  Umwandlungsmethoden  reducirt  sich  dieselbe  auf  den 
ersten  der  vier  folgenden  Ausdrücke,  welche,  noch  mit  \  +  Xk  multipltcirt, 
die  anstatt  F^,  Z^,  Fj,  Z^  auftretenden  Werthe  angeben,  und  deren  letzte 
drei  sich  aus  dem  ersten  leicht  durch  die  geeigneten  Vertauschnngen  ent- 
wickeln lassen : 

Y,  +  kZ,,     Z,  +  IF,,     y,-kZ,,     Z,-XFj. 

Zu  dem  Ausdruck  Fj  Z^  +  Fg  Z^  gesellt  sich  noch  der  Factor  (1  +  ^  ^Y- 
Zwei  Gerade 

®...(y.)  +  K^i)  =  ^M   (y2)-M^i)=''?2 

und 

Hegen  daher  ganz  anf  der  Fläche,  wenn: 

Vi       ^  _    _Vi         _  ti ^     ^ ^t 

und  man  erhält  zor  Bestimmujig  der  dem  Schnittpunkt  P  von  ®  und  Sj  ent- 
sprechenden Werthe  y^,  y^,  z^,  z,  von  (yj,  (y^),  (zj  and  (sg),  wenn  der 
Werth  am  Schluss  der  Gleichung  mit  q.  abgekürzt  wird : 

y\+^H y%-^h  ^    h  +  f^yj  ^  ^2— ^yi  ^,. 

Z^-Xr^     -Z^-XFa     ^Y^  +  kZ^       ^i  +  ^^i 
Durch  geeignete  Combination  des  ersten  und  des  vierten,  sowie  des 
asweiten  und  des  dritten  Quotienten  findet  sich: 
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yi(i  +  AÄ) z,(\+kk) 


=  q. 


=  _      _yi  O-MÄ) : ^i(i  +  A^) 

-(ZtXr,)+x{--F,  +  kz,)     /c{z,  +  ky,)+{--y,  +  kz,) 

Diese  Gleichungen  geben  die  Werthe  an,  welche  (y^),  (y^),  (Zj),  (j^) 
in  einem  ge wisser massen  durch  seine  Coordinaten  iL  und  k  beBtinunten  Flä- 
chenpnnkt  annehmen. 

Mit  k^  statt  k  trete  statt  j^  die  Gerade  ^^  und  statt  P  der  Flächenputikt 
P^  im  Schnitt  von  ®  mit  ^^  auf,  so  erhält  man  zur  Bestimmung  der  Zu- 
nahme -^1,  welche  (y^)  auf  ®  von  P  bis  P^  erfährt,  die  Gleichung: 

^{i  +  xk)  {i  +  xk,)^{z,^xy,)i{4c^k,) 

+  X(r,  +  ArZ,)(l  +  U,)~A(r,+A',Z,)(l  +  A/r) 

Ebenso  erhält  man  für  die  Zunahme  J^^  welche  y^  auf®  von  P  bis 
zum  Schnitt  P^  mit  einer  Geraden  ^^  erfährt,  die  mit  Atj  statt  k  an  die  Stelle 
von  §  tritt: 

■^{i  +  Xk){i+Xk,)  =  2X{k^k,)iZ,--XY,). 
Ans  beiden  Gleichungen  folgt: 

Hier  lässt  sich  für  das  Verhältniss  der  Zunahmen  ^^  und  J^  der  linea- 
ren Function  y^  auf  den  ^trecken  PP^  und  PP^  das  Verhältniss  der  Strecken 
selbst  einführen. 

Endlich  trete  aber  mit  X'  statt  X  für  ®  eine  Gerade  @'  auf,  welche  j^, 
§11  $2  *"  ^»  ^19  ^2  schneidet,  so  erhält  man  ebenso: 
PP\  l  +  X'k^_k-'k^_PP^    l  +  lfc^ 
P^P^'l  +  X'iy^k^k^^ PP^  '  \  +  Xk^' 
PP^  PP^_  1  +  A^g     1  +  X^  ^g 
PP^ PP^'^  1  +  i^i  '  1+^'V 
Da  auf  der  Rechten  k  nicht  mehr  vorkommt,  so  ändert  sich  auch  das 
Verhältniss  links  nicht,  wenn  man  mit  k^  statt  k  die  Gerade  §  durch  eine 
andere  §o  ersetzt,  welche  @  und  @'  in  P^  und  P^  schneiden  soll,  d.  h.  es 
ist  auch: 

PP.'PP,      P\P\'  P,P, 
die  bekannte  Beziehung  des  gleichen  Doppelschnittverhältnisses. 
Stuttgart,  Februar  1869. 

C.  W.  Baür. 
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XVI.  Beweis  eines  Hilfssatzes  in  der  Theorie  der  bestimmten  Inte- 
grale.    Von  Hermann  Hankel. 

Kürzlicb  hat  Herr  Panl  Dubois-Reymond  (Grelle,  Journ.  T.  00, 
p.  78)  einen  neuen  Mittel werthsatz  aufgestellt ,  der  sich  in  der  Theorie  der 
bestimmten  Integrale  an  verschiedenen  Orten  sehr  brauchbar  erweist,  ins* 
besondere  aber  die  D  i  r  i  c  h  1  e  tische  Begründung  der  F  o  u  r  i  e  r '  sehen  Reihen 
und  Integrale  in   überraschender  Weise  vereinfacht.     Er  besteht  in  der 

Formel : 

b  b  b 

ff  (^)  g>{a:)dx  =na)fg>  {x)dx+  \f  (b)  -  f  (a)  \fq>  {x)  dx , 

worin  f»  einen  unbekannten  Mittelwerth  zwischen  a  und  b  bedeutet,  und 
setzt  ausser  der  selbstverständlichen  Bedingung,  dtiss  f{x)  und  q>  (x)  inner- 
halb der  Integrationsgrenzen  überall  endlich  sind,  \praus,  dass /'(a:)  von 
x  =  ahi3  x=^b  entweder  nur  zu-  oder  nur  abnimmt. 

Herr  D  üb  eis  selbst  hat  zwei  Beweise  dieses  Satzes  gegeben.     Der 

b 
erste  von  ihnen,  der  auf  einer  Transformation  des  Integrales  ff(x)  tp  (x)dx 

« 
durch  iniegralio  per  partes  beruht,  setzt  die  Existenz  eines  überall  endlichen 
Differentialquotienten  von  fix)  voraus  und  führt  daher  bei  der  Ableitung 
der  Foarie raschen  Reihen  eine  Bedingung  ein,  die  ihnen  nach  Dirichlet^s 
Untersuchungen  nicht  wesentlich  ist.  Der  andere,  von  jener  Voraussetz- 
ung unabhängige  Beweis  ist  umständlicher,  als  man  bei  der  einfachen  Natur 
des  Satzes  selbst  wünschen  sollte. 

Um  den  werthvollen  Hilfssatz  in  meinen  Vorlesungen  anwenden  au 
können,  sah  ich  mich  genöthigt,  einen  einfachen  und  directen  Beweis  des- 
selben zu  suchen;  vielleicht  wird  die  Mittheilung  eines  solchen  auch  zur 
weiteren  Kenntnissnahme  des  Satzes  selbst  führen. 

Wie  der  ältere  Mittel  werthsatz  in  der  Theorie  bestimmter  Integrale: 
b  b 

ff{x)  q>  (a:)  d x  ==  f  {fJ^)  f  9>  («)  dx, 

a  a 

wo  jü  einen  Mittelwerth  zwischen  a  und  b  bezeichnet,  und  fp  [x)  innerhalb 
der  Integrationsgrenzen  immer  positiv  ist,  aus  denySatze: 

l)  Wo  H  +  "•  ^'l  +•  •  •+  ^n  Vn  +  0^0  +  ^l+"  •+  ^n)  ^^  («) 

abgeleitet  zu  werden  pftegt,  so  folgt  jener  neue  Satz  mit  Leichtigkeit  aus 
einer  identischen  Transformation  jener  Summen. 
Setzt  man  nämlich : 
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80  sieht  man  leicht,  dass  identisch : 

*«  («»  —  «„_i)  +  5„«  1  (w„ -2  —  W11-2)  +  • . .  +  *i  («1  Wo)  +  *o  «0 

=  *!•««  +  (*«-l  —  Sn)  W„«l  +  .  •  •  +  (*i  —  ^g)  "l  +  K— *l)  ^0 
=  «0  «'o  +  «1  «'i  +  •  • .  +  w«  »«. 
Bilden  nun  die 

Uqj  «1  ...  w„ 
entweder  eine  immer  steigende   oder  immer  fallende  Reihe,  so  dass  die 
Differenzen: 

W„  —  M„  _  I,       M„-.i  —  M„_2  .  .  .  Ml  —  Uq 

immer  ein  and  desselben  Zeichens  sind,  so  ist  nach  dem  älteren  Mittel- 
werthsatze  1): 

«n  («fi  —  W«-l)  +  *«  -  1  ("n-  1  —  M11-2)  +  .  •  .  +  ^1  («1  —  Wo) 

=  [(w„  —  w,.  -  i)  +  (m»  -  1  —  Mn-2)  +  .  . .  +  (Wi  —  Wo)]  ^  (*) 

=  ("«  — Wo)^Wi 
wo  M  (5)  einen  Mittelwerth  zwischen  dem  grösnten  and  kleinsten  s  bezeich- 
net, also: 

Wo  «^0  +  "i  t^l  +  •  .  •  +  Wn  »II  =  «0  *o  +  (''»  —  "0)  ^  (*)• 
Ist  nun 

"  =  /'(^)i     «o  =  /'{a)>     w„  =  /'(6),     t;  =  g>(a:)da;, 
also: 

wenn  n,  wie  leicht  verständlich,  ins  Unendliche  wächst,  so  ündet  man 
b  b  '  b 

fna:)g>{x)dx  =  f{a)fg>{x)dx+\f{b)^r{a)\fg>{x)dx, 

a  tt  ß 

wo  fi  ein  Mittelwerth  zwischen  a  und  b  ist  und  die  Function  f  (x)  inner- 
halb der  Integrationsgrenzen  entweder  immer  wachsen  oder  immer  abneh- 
men nmss  q.  e.  d. 

Tübingen,  6.  Juli  1860. 


XVH    Aofgaben  über  die  schiefe  Ebene. 

In  einem  unter  der  Presse  befindlichen  „Lehrbache  der  Physik  für 
höhere  Schulen*^  habe  ich  jedem  kleineren  Abschnitte  eine  Reihe  von  Auf- 
gaben folgen  lassen.  Bei  den  Aufgaben  über  die  schiefe  Ebene  habe  ich 
wegen  Mangels  an  Raum  aus  einer  Gruppe  von  Aufgaben,  die  dem  Werke 
von  Wh  e  well:  „an  elementary  trealise  on  mechanics^''  entnommen  sind,  nur 
einige  gegeben,  die  Übrigen  angedeutet.  Weil  mir  diese  Art  von  Aufgaben 
in  deutschen  Lehrbüchern  und  Aufgabe^nsammlungen  noch  nicht  aufge- 
stossen  ist,  so  theile  ich  hier  die  ganze  Gruppe  vollständig  mit^  in  der  Vor- 
aussetzung, dass  die  Aufgaben  für  den  einen  und  anderen  meiner  Herren 
Collegen  von  Interesse  sind. 
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In  den  folgenden  Aufgaben  soll  die  Ebene  gebucht  werden,  länge 
welcher  ein  Körper  aus  der  Ruhe  herabfallen  muss,  damit  er  in  kürzester 
Zeit  von  dem  einen  geometrischen  Gebilde  zum  andern  gelangt.  Man  hat 
sich  dabei  die  gegebenen  Figuren  in  derselben  Verticalebene  zu  denken. 
Die  Gonstruction  liefert  die  Durchschnittslinie  dieser  Ebene  und  der  auf 
ihr  senkrechten  Ebene,  längs  welcher  der  Körper  herabfallen  muss. 

Es  soll  die  Ebene  gesucht  werden,  Ungs  welcher  ein  Körper  herab- 
fallen muss,  um  in  kürzester  Zeit  zu  gelangen     « 

I.   Von  einem  Punkte  P  nach  einer  Geraden  AB. 

Durch  P  lege  man  die  horizontale  Gerade,  welche  AB  m  A  trifft.  Auf 
AB  trage  man  von  A  ans  nach  unten  AQ=^AP  ab.  PQ  ist  die  gesuchte^ 
Durchschnittslinio. 

IT.    Von   einer  Geraden  AB  nach  einem   Punkte  P,  ^ 

Durch  jP  ziehe  man  wiederum  die  horizontale  Gerade,  welche  A  B  in 
A  trifft.  Auf  AB  trage  man  von  A  aus  nach  oben  AR  =  AP  ah.  BP  ist 
die  gesuchte  Durchschnittslinie. 

Iir.    Von   einem   ausserhalb  des  Kreises  gelegenen  Punkte 
nach  dem  Kreise. 

Man  verbinde  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  tiefsten  Punkt  des  Krei- 
ses. Der  ausserhalb  des  Kreises  gelegene  Theil  dieser  Geraden  ist  die 
gesuchte  Durchschnittslinie. 

IV.  Von  einem  gegebenen  Kreise  nach  einem  ausserhalb 

gelegenen   Punkte. 

Den  gegebenen  Punkt  verbinde    man   mit   dem   höchsten  Punkt  des 
Kreises.     Das   ausserhalb   des  Kreises  gelegene  Stück  dieser  Goraden  ist. 
die  gesuchte  Durchschnittslinie. 

V.  Von  einem  innerhalb  des  Kreises  gelegenen  PiTnkte 

nach  dem  Kreise. 

Man  verbinde  den  höchsten  Punkt  des  Kreises  mit  dem  gegebenen 
Punkte.  Das  Stück  der  Verbindungslinie  dieser  Geraden ,  welches  «wi- 
schen Punkt  und  Kreis  liegt,  ist  die  verlangte  Durchschnittslinie. 

VI.    Von  einem  Kreise  nach  einem  innerhalb  gelegenen 

Punkte. 

Den  tiefsten  Punkt  des  gegebenen  Kreises  verbinde  man  mit  dem 
gegebenen  Punkte.  Das  zwischen  Punkt  und  Kreis  gelegene  Stück  itt 
Verlängerung  dieser  Verbindungslinie  ist  die  gesuchte  Durchschnittslinie. 
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VII.  Von    einer  GeVnden   nach  einem  Krei$e. 

Dnrch  den  tiefsten  Pankt  B  des  Kreises  lege  man  die  horizontale 
Gerade  BM^  welche  die  gegebene  Gerade  in  M  trifft.  Auf  der  gegebenen 
Geraden  trage  man  nach  oben  MR=iMB  von  M  aus  ab.  Wenn  RB  den 
Kreis  in  S  schneidet,  so  ist  RS  die  verlangte  Durchschnittslinie. 

VIII.  Von   einem  Kreise   nach  einer   Geraden. 

Durch  den  höchsten  Punkt  A  des  Kreises  lege  man  die  horizontale 
Gerade ,  welche  die  gegebene  Gerade  in  M  ti  liTt.  Auf  der  gegebenen  Ge- 
raden  trage  man  von  M  ans  nach  unten  MR^=iMA  ab  und  verbinde  R  mit  A. 
Schneidet  diese  Verbindnngslinie  den  Kreis  in  5,  so  ist  RS  die  gesnchte 
Durchschnittslinie. 

IX.  Von  einem  Kreise  nach  einem  andern  Kreise. 

Man  verbinde  den  höchsten  Punkt  des  Kreises,  von  welchem  der  Punkt 
ausgeht,  mit  dem  tiefsten  Punkte  des  andern  Kreises.  Das  zwischen  bei- 
den Kreisen  gelegene  Stttck  dieser  Verbindungslinie  ist  die  gesuchte 
Durchschnittslinie. 

X.  Von  einem  Kreise  nach  einem   andern  Kreise 

innerhalb  desselben. 

Man  verbinde  die  tiefsten  Punkte  beider  Kreise.  Das  Stück  der  Ver- 
längerung dieser  Verbindungslinie,  welches  zwischen  beiden  Kreisen  liegt, 
ist  die  gesuchte  Durchschnittslinie. 

XL    Von  einem  Kreise,  welcher  innerhalb  eines'andern 
liegt,  zu  letzterem. 

Man  verbinde  die  höchsten  Punkte  beider  Kreise.  Das  Stück  der 
Verlängerung  dieser  Verbindungslinie,  welches  zwischen  beiden  Kreisen 
liegt,  ist  die  verlangte  Durchschnittslinie. 

In  den  folgenden  Fällen  kann  auch  die  Ebene  gesucht  werden,  längs 
welcher  ein  Körper  herabfallen  muss,  um  die  längste  Zeit  zu  gebrauchen, 
um  zu  gelangen: 

XII.    Von  einem   ausserhalb   eines  Kreises  gelegenen  Punkte 

nach  dem  Kreise. 

Den  gegebenen  Punkt  verbindet  man  mit  dem  höchsten  Punkt  des 
Kreises.  Diese  Verbindungslinie  nebst  ihrer  Verlängerung,  genommen 
^18  sum  Bweiteo  Durchschnitt  mit  dem  Kreise,  ist  die  verlangte  Durch- 
schnittslinie. 
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XIII.    Von   einem   Kreise   nach    einem    ausserhalb 
gelegenen  Punkte. 

Man  verbinde  den  gegebenen  Punkt  mit  dem  tiefsten  Punkt  des  Krei- 
ses. Diese  Verbindungslinie  mit  ihrer  Verlängerung,  genommen  bis  zum 
zweiten  Durchschnitt  mit  dem  itreise,  ist  die  gesuchte  Durchschnittslinie. 

XIV.  Von  einem  Kreise  nach  einem  andern  ausserhalb 
desselben  gelegenen  Kreise. 

Man  verbinde  den  tiefsten  Punkt  des  Kreises,  von  welchem  der  Punkt 
ausgeht,  mit  dem  höchsten  Punkt  des  andern  Kreisds  und  verlängere  diese 
Verbindungslinie  über  beide  Endpunkte  hinaus  bis  zum  abermaligen  Durch- 
schnitt mit  dem  Kreise.  Die  Verbindungslinie  mit  diesen  Verlängerungen 
ist  die  gesuchte  Durchschnittslinie. 

Duisburg,  den  25.  Februar  1869, 

Dr.  W.  Krumme, 

Oberlehrer  an  der  BeaUchale. 


XVnL  Zur  Demonstration  des  fortgepflanston  Sohwingungtsu- 
Standes.    Von  A.  Kurz. 

Die  von  Zech  im  Jahrgange  i866  dieser  Zeitschrift  beschriebene  „Mo- 
lecülreihe^'  (aus  halbpfündigen  Bleistttcken ,  welche  in  gerader  Linie  auf- 
gehängt und  unter  sich  durch  federnden  Draht  verbunden  sind)  habe  ich 
kurz  vor  meinem  Abgange  in  Speier  und  alsdann  in  Augsburg  im  physika« 
lischen  Cabinete  der  Maschinenbauschule  angebracht. 

Mit  dem  Vorzüge  der  Nachbildung  der  Längenschwingungen  wett- 
eifert derjenige,  dass  die  erste  Fortpflanzung  dieser  und  noch  mehr  der 
Querschwingungen  so  langsam  und  daher  leicht  verfolgbar  ist.  Zech  giebt 
als  Geschwindigkeit  beider  „etwa  4  Fuss''  an.  Ich  habe  in  Speier  mit  U 
Bleicylindern  von  280  gr.  und  0^61  Abstand ,  wobei  die  Federn  von  2  auf  3 
gespannt  und  die  äussersten  Bleistücke  durch  eben  solche  Federn  mit  festen 
Endpunkten  verknüpft  waren,  beobachtet:  Zeitdauer  der  Fortpflanzung  der 
Längenschwingungen  vom  1.  bis  zum  IL^Bleistücke  2  Secunden  (4  halbe 
des  Metronoms) ,  woraus  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

Vi=  ]ll^  ^  3-1     (Fehler  0,4) 

und  ebenso  ffir  die  Querschwingungen  3^^  Secunden,  beziehungsweise 

In  Augsburg  beträgt  die  Gesammtlänge  0^75  von  dem  einen  zum  an- 
dern festen  Ende;    diese  in  17  Theilo  getheilt  machte  16  Bleikugeln  vom 
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0  75 

Abstände  — —  oder  0"57  nöthig;  das  Gewicht  derselben  nahm  ich  grösser, 

zu  390  gr. ;  das  Streckungsverhältniss  der  Federn  blieb  vorlHufig  2  zu  3. 

Gefunden  wurde  als  Mittel  aus  je  zYfülf  zu  verschiedenen  Malen  ge- 
machten Beobachtungen : 

9,75—2 . 0,57      ^„^ 

(Fehler  0  "4,  wenn  beispielsweise  statt  7  Halbsecunden  8  gezählt  wurden)  ; 

9,75—2.0,57 

"'= 5 ='"^ 

(Fehler  0^1  bei  13  statt  12  Halbsecunden). 
Man  sieht  die  Herabminderung  beider  v  durch  die  Erhöhung  des  Ge- 
wichtes,  und   zwar  in  gleichem  Grade.     Die  Theorie   der   schwingenden 
Saiten  liefert  vi  gleich  der  Quadratwurzel  aus  Elasticitätsmodul  durch  Masse 
der  Längeneinheit  und   Vt  proportional  der  Quadratwurzel  aus  Spannung 

/28O  2  5  14 

durch  diese  Masse.    Nun  stimmt  7/  — -  oder  0,8  mit  —  und  — ,   so  dass 

r     390  '  3,1  1,8 

man  also  unter  obigen  Umständen  unsere  Molecülreihe  mit  der  Saite  iden- 

tificiren  kann,  deren  Masse  gleichheitlich  auf  die  ganze  Länge  vertheilt  ist. 

Ich  änderte  hierauf  auch  die  Spannung,  indem  ich  diese  von  —  auf 

4 

—  herabsetzte,  also  längere' Federn  anwendete,   und   fand,  ceieris  parihus 
3 

t;/=2"5,     Vi=  l"2     (15  statt  vorhin  12  Halbsecunden). 

Diese  Constanz  von  V{  stimmt  wieder  mit  der  Theorie;    ebenso  dass 

Vt   kleiner  geworden  ist.     Das  Verhältniss  der  beiden  letzteren  Vt  müsste 

/   O  q  I    ^ 

hiernach  sein  X^  —  •  —  oder  1,06,  während  —  =  1,17.  Diese  Abweichung, 
f       2      4  1,2 

nach  welcher  die  Theorie  Ve  =  l>3  statt  1,2  verlangt,  ist  entweder  den  Beob- 
achtungsfehlern zuzuschreiben,  oder  aber  es  hat  mit  dieser  geringeren 
Spannung  die  Erlaubtheit  der  obigen  Identificirung  aufgehört.  Immerhin 
war  mein  Zweck  erreicht,  das  Verhältniss  der  beiderlei  Geschwindigkeiten 
zu  erhöhen,  indem  jetzt  vt  doppelt  so  gross  wurde  als  V/. 

Erregt  man  die  erste  Kugel  im  Azimute  45^  so  kann  man  ganz  deut- 
lich die  Längen-  und  Quercomponente  nach  7  und  nach  12  resp.  15  Halb-  , 
secunden  bei  der  letzten  Kugel  anlangen  sehen.  —  Mit  solchen  Versuchen 
der  ersten  Fortschreitung  und  der  ersten  Reflexion  des  Schwingnngszu- 
Standes  zahlt  der  Apparat  seine  Anschaffungskosten  von  etwa  fünf  Thalern 
gewiss;  hernach  wird  die  Erscheinung  unentwirrbar.  Zur  rascheren  Auf- 
einanderfolge jener  Versuche  kann  eine  Beruhigungsstange  mit  Schälchen 
dienen,  in  welches  die  Kugeln  passen. 

Nach  dem  Lösen  der  Verbindung  mit  dem  festen  Ende  wird  die  An- 
fangsspannung in  der  Molecülreihe  variabel,  und  auch  die  Schwerkraft  regt 
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ihr  Haupt  (Pendel).  Also  bleiben  wir  bei  der  geschlossenen  Reihe  und 
im  Weiteren  auch  bei  den  longitudinalen  Erzitterungen,  weil  die  transver- 
salen durch  Coexistenz  der  longitudinalen  complicirt  werden.  Zum  Auf- 
finden von  Knoten  würde  die  Theorie  leuchten;  aber  auch  die  negativen 
Aufschlüsse  derselben  sind  erwünscht. 

Molecülreibe  x=iO  und  a:s=/fUr  die  beiden  fixen  Endpunkte;  u  die 
Verschiebung  irgend  eines  Punktest  zu  irgend  einer  Zeit  t\  zu  integrirenist 

d^^""  'dl?' 
wo  a  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit;  bekannt  rouss  sein  die  Anfangs- 
lage und  die  Anfangsgeschwindigkeit  sämmtlicher  Molecüle.  Letztere  lassen 
wir  Null  sein,  nicht  blos  weil  sich  die  Rechnung  dadurch  auf  die  Hälfte 
reduciren,  sondern  auch  weil  sich  dies  am  leichtesten  im  Versuche  reali- 
siren  lässt.  Bringt  man  in  der  Mitte  die  Ausbeugung  b  hervor,  so  kOnnte 
man  die  Anfangslage  (t/:^t/o  für  <=:0)  geben  wollen  durch 

UQ=>h  sin  —  =3  tp {x), 

(Siehe  Poisson,  Traue  de  Mec.  II,  oder  Kahl,  Aufgaben); 

dann  fände  man 

,    nx  ani 

u=zb  .  sin  —  .  cos  — -  , 

•  /  » 

d.  h.  die  Molecülreihe  als  Ganzes  schwingend.  Um  m  — 1  Knoten  zu  er- 
halten, müsste  die  Anfangslage 

.   mnx 

14^  =  0  ,  stn  — — 

realiairt  werden.     Denkt  man  aber  beispielsweise  au 

SO  erhält  man  die  endlose  Reihe 

326ri       .   nx  üTtt  ,     l     .  ^nx  Sant  ,         "l 

d.  h.  die  Molecülreihe  hat  der  Knoten  zu  viele,  als  dass  man  sie  unter- 
scheiden könnte. 

Freundlicher  Mitiheilung  meines  früheren  Lehrers  C.  entnehme  ich  die 
Bemerkung ,  dass  man  die  Spannungsänderung  zwischen  zwei  Stücken  der 
Molecülreihe  der  Aenderung  des  Abstandes  proportional  setzen  könnte. 
Conferatur  Wärmeleitung  in  einem  prismatischen  Stabe,  deren  Differential- 
gleichung ^  =  ^  •  ;^t  1»"*®*- 

Hieran  reiht  sich  auch  die  Hydrodiffusion,  worüber  R.  Beez  in  diesem 
Journale  1805  nachgeschlagen  werden  kann. 

Augsburg,  am  24.  Juni  1869. 
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XIX.  Mit  dem  Anfertigen  von  Modellen  für  den  Unterricht  in  der 
descriptiven  Geometrie  besclmftigt,  bin  ich  auf  eine  Modification  des  Kalei- 
doscops  gekommen,  wodurch  dieser  Apparat  eine  interessante  Verwendung 
beim  Unterricht  findet,  indem  er  als  Hilfsmittel,  namentlich  in  dem  Unter- 
richt der  Krjstallographie,  kostspielige  und  verwickelte  Modelle  ersetzt. 
Da  ich  in  keinem  mir  bekannten  Lehrbache  der  Experimentalphysik  weder 
eine  Beschreibung  noch  eine  Erwähnung  eines  derartigen  Apparates  finde, 
8o  muss  ich  wohl  annehmen,  dass  derselbe  neu  ist. 

Das  Wesentliche  meines  Apparates,  den  ich  Erjstalloscop  nennen 
möchte  und  der  so  einfach  ist,  dass  man  sich  füglich  darüber  wundern 
muss,  dass  er  nicht  schon  längst  construirt  worden  ist,  besteht  darin,  dass 
man  mit  Hilfe  einiger  Spiegelglasstückchen  die  verschiedenen  regelmäs- 
sigen Körper  der  Geometrie  nebst  mannichfaltigen  Ableitungen  und  Modi- 
ficationen  als  räumliche  durchsichtige  Gebilde  dem  Auge  vorzuführen  im 
Stande  ist.  Fertigt  man  sich  nämlich ,  unter  Weglassung  der  Grundflächei 
ein  Netz  von  einer  der  Pyramiden,  in  welche  jene  Körper  zerfallen,  wenn 
man  durch  die  Kanten  und  den  Mittelpunkt  derselben  Ebenen  legt,  mit 
Hilfe  von  Spiegelglasstückeu ,  die  man  auf  starkes  Papier  aufleimt,  so  dass 
die  einzelnen  Theile  sich  umbiegen  lassen,  und  bildet  man  die  Pyramiden- 
ecke in  der  Art,  dass  die  spiegelnden  Flächen  nach  Innen  liegen,  so 
braucht  man  nur  ein  durchsichtiges  Glas  von  der  Form  der  den  darzustel- 
lenden Körper  begrenzenden  Figuren  in  das  Innere  der  Art  zu  legen,  dass 
die  Figur  mit  ihren  Ecken  in  die  Durchschnittskanten  der  Ecke  fällt,  um 
beim  Hineinsehen  den  Körper  als  durchsichtigen  Krystall  zu  erblicken. 

Durch  Einlegen  von  Glasstücken  verschiedener  Grösse,  durch  Abän- 
derung ihrer  Lage,  durch  Hinzufügung  von  farbigen  Linien ,  die  man  auf 
denselben  zieht,  durch  Aufsetzen  von  Pyramidchen,  die  aus  Drahtstücken 
gebildet  sind  n.  s.  w.  ist  man  im  Stande,  Körper  der  mannichfaltigsten 
Form,  isolirt  oder  in  einander  steckend,  überhaupt  Gestalten  hervorzu- 
bringen; deren  Darstellung  in  solidem  Modell  theils  unausführbar,  theils 
mit  grossen  Kosten  verbunden  wäre. 

Herr  Optiker  Möller  in  Giessen  hat  es  übernommen,  den  kleinen 
Apparat  um  den  Preis  von  etwa  12— 15  Fl.  in  einfachster  Form  darzustellen. 
Bemerkt  wird  hierbei,  dass  die  Netze  der  einzelnen  Körper  sich  auseinan- 
der legen  lassen,  so  dass  das  Ganze  in  einem  kleinen  Kästchen  seinen 
Platz  findet. 

Giessen. 

Dr.  Th.  Taschä. 


XXI. 

Analytische  TJnterBiichiing  der  quadratisohen  Ver- 
wandtschaft. 

Von 

Eduard  Weyk, 

ord.  Hörer  am  Polytechnikum  zu  Prap^. 


1.  Man  kann  in  der  Ebene  entweder  den  Punkt  oder  den  Strahl  als 
Erzeugungselement  aller  höheren  Gebilde  —  der  Curven  —  betrachten, 
indem  man  diese  als  Oerter  oder  aber  als  Enveloppen  anffasst;  demgemäss 
kann  man  sich  eine  Kegelfläche  als  Erzeugniss  eines  Strahles  oder  als 
Einhüllende  einer  Ebene  vorstellen. 

Wir  wollen  in  diesem  Sinne  den  Punkt  und  den  Strahl  als  Elemente 
des  ebenen  Systems,  den  Strahl  und  die  Ebene  aber  als  Elemente  des 
Strahlenbündels  bezeichnen. 

Betrachtet  man  zwei  ebene  Systeme  S  und  U  und  nimmt  den  Punkt 
als  Element  derselben  an,  ko  stehen  dieselben  in  Verwandtschaft,  sobald 
jedem  Punkte  des  einen  Systems  Punkte  des  anderen  gesetzmässig  zuge- 
ordnet sind  und  umgekehrt.  Zwei  ebene  Systeme  sollen  quadratisch  oder 
eindeutig  verwandt  heissen,  wenn  zwischen  den  Coordinaten  entsprechender 
Punkte  lineare  Beziehungen  stattfinden,  so  zwar,  dass  jedem  Punkte  des 
einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  ein  Punkt  des  anderen  entspricht. 
Führen  wir  zur  Bestimmung  der  Punkte  in  iS  resp.  in  £  homogene  (Ver- 
hHltniss-)  Coordinaten  x^  ;/,  z  resp.  £,  17,  ^  ein,  so  müssen  zwischen  den- 
selben homogene  lineare  Gleichungen  bestehen,  wenn  jedem  Punkte  des 
einen  Systems  im  Allgemeinen  nur  ein  Punkt  des  anderen  entsprechen  soll. 
Der  Zweck  dieser  Arbeit  ist  es,  die  Abhängigkeit  der  Figuren  so  verwandter 
Systeme  zu  untersuchen. 

Bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  f  homogene  lineare  Functionen 
von  I,  71  j  S,  so  werden  die  zwischen  den  Coordinaten  entsprechender  Punkte 
bestehenden  Relationen  jedenfalls  die  Form 

ZeiUchrifl  f.  iMulhimalik  u.  Physik  \1V,  6.  30 
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1)  ocfiy  +  yfi2  +  zfiz  =  Oi       t  =  l,? 
haben  müssen ;  dann  sei 

fij^  aiji  +  bijri+Cijf^, 
wobei  y  =  l)  2,  3  za  setzen  ist.    Ordnet  man  die  Gleichungen  1)  nach  den 
Coordinaten  $,  iji  £)  so  erhält  man  sie  in  der  Form 

2)  59«i  +  ^9><2  +  Sg>*3=0         «  =  1,2 
worin 

q)ij'^miiX  +  mi2y  +  fnizz 

ist;  hierbei  ist  m ^  ^,  6,  c,  je  nachdem  man/=  1«  2,  3  setzt,  wie  es  ja 
eine  aufmerksame  Betrachtung  der  Gleichungen  1)  sofort  zeigt.  Die  Gleich- 
ungen l)  oder  ihre  Umformungen  2)  sollen,  weil  sie  die  Natur  der  Ver- 
wandtschaft festsetzen 4  Verwandtschaftsgleichungen  genannt  werden. 

Lässt  man  in  diesen  Verwandtschaftsgleichungen  die  Grössen  x^  y^z 
und  $,  97,  S  homogene  Liniencoordinaten  bedeuten,  so  sind  die  Systeme  S 
und  2  in  der  Art  aufeinander  bezogen ,  dass  jeder  Geraden  des  einen 
Systems  im  Allgemeinen  nur  eine  Gerade  des  andere»  Systems  entspricht. 
Diese  Interpretation  liefert  offenbar  dieselben  Resultate,  wie  das  Recipro« 
citätsgesetz ,  oder  besser  gesagt,  dieses  Gesetz  spricht  sich  durch  die 
doppelte  Interpretation  der  Coordinaten  aus. 

Um  in  der  folgenden  Untersuchung  auch  das  Strahlenbündel  mit  be- 
greifen zu  können,  seien 

^=0,     5  =  0,     C=0 
die  Gleichungen  dreier  durch  den  Scheitel  des  Strahlenbündels  gehender 
Ebenen,  die  jedoch  nicht  durch  die  nämliche  Gerade  gehen  sollen.    Die 
Gleichnng  jeder  dem  Strahlenbündel  angehörigen  Ebene  lässt  sich   dann 
auf  die  Form 

bringen,  wobei  o;,^,  z  constante  Grössen  sind.  Fasst  man  dieselben  — 
eigentlich  ihre  Verhältnisse  —  als  Coordinaten  der  Ebene  D  auf,  so  lässt 
sich  zeigen,  dass  eine  homogene  Function  n**"  Grades  dieser  Coordinaten 
gleich  Null  gesetzt,  eine  Kegelfläche  n**'  Classe  repräsentirt ,  deren  Scheitel 
mit  jenem  des  Strahlenbündels  identisch  ist.  Betrachtet  man  nämlich  alle 
Ebenen ,  deren  Coordinaten  einer  linearen  Relation 

XX+  yy  +  z'z^O 
genügen,  so  sieht  man  leicht,  dass  sie  einen  Strahl  einhüllen,  nämlich  den, 
den  drei  Ebenen 

--~  =  0        ----- 0        il— -  =  0 
x'      z'""    '       «'       o:'""    '       x'      y' 

angehörigen  Strahl,  weil  die  Coordinaten  jedes  seiner  Punkte  der 
Gleichnng: 

A'.B:C^xiyiz 
und  somit  auch 

D  =  xA  +  y'B  +  zC^O 
genügen. 
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Genügen  die  Coordinaten  x^  y,z  einer  beweglichen  Ebene  D  einer 
homogenen  Gleichung  n^°  Grades,  so  liefert  die  Combination  derselben  mit 
einer  linearen  Gleichung 

fi  Werthsyfiteme  Xy  y,  «,  d.  h.  durch  jeden  Strahl  des  Bündels  gehen 
n  Lagen  (die  theilweise  oder  ganz  imaginär  werden  können)  unserer  be- 
weglichen Ebene,  woraus  folgt,  dass  dieselbe  eine  Kegelfläche  fi^^  Classe 
einhüllt. 

Um  die  folgenden  Untersuchungen  endlich  auch  für  den  Fall  auf  das 
Strahlenbündel  ausdehnen  zu  können,  wo  man  den  Strahl  als  Element  des 
letzteren  anffasst,  denke  man  sich  die  Gleichungen  jedes  im  Strahlenbündel 
enthaltenen  Strahles  auf  die  Form 

A:  B:  C=x:y  :z 
gebracht  und  fasse  Xy  y,  z  als  Coordinaten  des  letzteren  auf.    Alle  Strah- 
len ,  deren  Coordinaten  x^y^z  einer  linearen  Gleichung 

X  x-^y'y  +  2'2=  0 
genügen,  erfüllen  augenscheinlich  die  durch 

xA+yB+zC=0 
repräsentirte  Ebene;  alle  Strahlen  hingegen,  deren  Coordinaten  a%  ^,  z  an 
eine  homogene  Relation  n^'°  Grades  gebunden  sind,  gehören  einer  Kegel- 
fläche n^  Ordnung  an ,  deren  Scheitel  sich  ebenfalls  im  Scheitel  des  Strah- 
lenbündels befindet. 

Diesen  Bemerkungen  zufolge  lassen  die  nachfolgenden  analytischen 
Resultate  eine  vierfache  geometrische  Interpretation, zu,  wovon  jedoch  blos 
jene  durchgeführt  werden  soll,  welche  der  Auffassung  der  Grössen  x^y^z 
als  homogener  Punktcoordinaten  entspricht. 

2.  Im  Allgemeinefi  werden  Verwandtschaften  in  der  Art  festgesetzt, 
dass  man  Elementen  des  einen  Gebildes  Elemente  des  anderen  als  ent- 
sprechend zuordnet.  Es  fragt  sich  nun,  durch  wie  viele  Paare  entsprechen- 
der Punkte  die  quadratische  Verwandtschaft  zwischen  zwei  ebenen  Systemen 
festgesetzt  ist? 

Vorerst  ist  klar,  dass  die  Verwandtschaftsgleichungen  zwei  von  ein- 
ander unabhängige  Gleichungen  sein  müssen ,  wenn  sie  überhaupt  eine 
Verwandtschaft  festsetzen  sollen,  ordnet  man  nun  einem  Punkte  ic,-,  y^,  zi 
von  S  einen  Punkt  1^,  ly,-,  ii  von  Z  eindeutig  (quadiatisch)  zu,  so  erhält 
man ,  wenn  man  Siese  Coordinaten  in  eine  Verwandtschaftsgleichung  ein- 
setzt, für  die  9  Coefficienten  derselben  eine  Bedingungsgleichung.  Würde 
'man  auf  diese  Weise  acht  Punkten  von  5,  acht  Punkte  von  2  resp.  zu- 
ordnen, 80  wären  die  Coefficienten  jeder  Verwandtschaftsgleichung  an  acht 
Bedingungsgleichungen  gebunden. 

Da  nun  die  in  jeder  Verwandtschaftsgleichung  auftretenden  neun  Con- 
stanten homogen  vertheilt  sind,  so  Hessen  sie  sich  alle  (eigentlich  ihre  Ver- 
bältnisse) bestimmen  und  somit  könnten  diesen  Bedingungen  nicht  zwei 

30* 
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unabhängige  Verwandtschaftsgleichangen  Genüge  leisten.  Es  kann  daher 
nicht  verlangt  werden,  eine  eindeu|ige  Verwandtschaft  so  herzustellen, 
dass  acht  Paare  willkürlicher  Punkte  Paare  von  entsprechenden  Punk- 
ten werden.  Dadurch  werden  wir  auf  folgenden  Satz  geführt,  den  wir 
sofort  heweisen  wollen : 

„Die  eindeutige  Verwandtschaft   zwischen   zwei 
ebenen  Systemen  ist  festgestellt,  sobald  man  sieben 
Paare  entsprechender  Punkte  angiebt.*' 
Entsprechen  nämlich  den  Punkten  o:,-,  y,-,  2,-  die  Punkte  ^<,  i;,-,  ^g-,  wo- 
bei man  der  Reihe  nach  t  =  1 ,  2  .  .  .  7  zu  setzen  hat ,  so  erhält  man ,  wenn 
man  diese  Coordinatenwerthe  z.  B.  in  die  erste  der  Verwandtschaftsgleich- 
ungen 1)  einsetzt,  für  die  nenn  Coefficienten  derselben  sieben  Bedingnngs- 
glei^hungen.     Mit  Hilfe  derselben  kann  man  sieben  der  Coefficienten  in 
linearer  Weise  durch  die  zwei  anderen  ausdrücken,  z.  B.  durch  6|,  und  Ci,. 
Man  erhält  somit 


wobei  die  Grössen  X  und  (i  Functionen  der  Coordinaten  a;,-,  y,-,  as,-,  |,-,  i|,-,  f  ,• 
und  zwar  Quotienten  aus  Determinanten  aus  diesen  Coordinatenwerthen  sind. 
Nimmt  man  für  6],  und  c,,  ganz  beliebige  Werthe  an,  so  liefert  eine  jede 
solche  Annahme  eine  Verwandtschaftsgleichung,  die  den  gestellten  Beding- 
ungen genügt;  denn  sobald  man  ^j,  und  c,,  angenommen  hat,  ergeben  sich, 
wie  eben  gezeigt  wurde ,  alle  Coefficienten  der  Verwandtschaftsgleichung. 
Sind  6,,,  c,5  ein  Paar  und  6',3,  c',j  ein  zweites  Paar  von  individuellen  Wev- 
then,  so  erhalten  wir  auf  die  besagte  Weise  folgende  zwei  VerwandtschaTts- 
gleichungen 

Tg  =  (X,  6',3  +  fti  c'„)  x^+...+  6',,  2  ij  +  c,  j  2 1=  0. 
Diese  zwei  Verwandtschaftsgleichungen  sind  ofi'enbar  von  einander  unab- 
hängig und  setzen  in  der  That  zwischen  den  Systemen  S  und  JS  eine  ein- 
deutige Verwandtschaft  in  der  Art  fest,  dass  den  sieben  Punkten  x,-,  jf,-,  Zi 
die  resp.  Punkte  g,-,  rjt,  it  entsprechen.  Es  lässtsich  nun  zeigen,  dass  jede 
andere  auf  diese  Weise  festgestellte  Verwandtschaftsgleichung  nichts 
Neues  liefern  würde ^  d.  h.  dass  Coordinatenwerthe,  die  die  Gleichungen 

erfüllen,  auch  jeder  dritten  auf  besagte  Weise  hergestellten  Verwandt- 
schaftsgleichung genügen  müssen. 

Seien  zu  dem  Ende  5",g,  c",,  zwei  willkürliche  Werthe,  dann  ist  die 
resultirende  Verwandtschaftsgleichung  die  folgende : 
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Es  lassen  sich  nun  immer  zwei  Zahlen  q  und  a  so  finden ,  dass 

ist.  Setzt  man  dieses  in  die  vorhergehende  Gleichung  ein  und  ordnet  nach 
p  und  öy  so  folgt 

woraus  sofort  erhellt,  dass  Coordinatenwerthe,  die  F^  =  0  und  ^2  =  0  be- 
friedigen, auch  ^3  =  0  gentigen  müssen.  Da  man  wohl  auf  diese  Weise  un- 
endlich viele  Verwandtschaftsgleichungen  herstellen  kann,  die  von  den 
Coordinaten  a:,-,  y,-,  z,-  und  J,-,  i?,-,  f,-,  i  =  l ,  2  .  . .  7  erfüllt  werden,  weil 
aber  alle  so  aufgestellten  Verwandtschaftsgleichungen  zwischen  S  und  2 
die  nämliche  Zuordnung  von  Punkten  feststellen ,  so  ist  der  ausgesprochene 
Satz  erwiesen. 

Es  ist  gut  zu  bemerken ,  dass ,  wenn  zwei  Gleichungen 
F,=0,      F,  =  0 
eine  eindeutige  Verwandtschaft  zwischen  5  und  Zfixiren,  durch  Gleichangen 
von  der  Form 

Qiyt+QtVf^O,     a,  F,  +  ff,F.  =  0, 
wo  die  Grössen  q  und  a  Constanten  sind,   die    nämliche  eindeutige   Ver- 
wandtschaft festgestellt  ist. 

3.    Nimmt  man  in  dem  einen  Systeme,  z.  B.  in  2^  einen  Punkt  $,  17,  ^  an, 

so  bestimmt  sich  der  ihm  in  S  eindeutig  verwandte  aus  den  Verwandtschafts- 

gleichnngen  1)  oder  2),  indem  man  in  dieselben  \lie  letztangeschriebeuen 

X    y 
einsetzt  und  sie  nach  den  Grössen  — ,  -  auflöst,  was  dann  die  homogenen 

z      z 

Coordinaten  x^  y  ^  z  des  gesuchten  Punktes  liefert.  Es  entspricht  da  natür- 
lich jedem  Punkte  im  Allgemeinen  wieder  nur  ein  Punkt;  ob  aber  Aus- 
nahmen stattfinden  und  wie  viele,  wird  die  Untersuchung  dieses  Artikels 
lehren. 

Denkt  man  sich  in  Z  einen  Punkt  $,  17,  £  so  gewählt,  dass,  wenn  man 
seine  Coordinaten  in  die  Verwaudtschaftsgleichungeu  1)  einsetzt,  dieselben 
identisch  werden  und  sich  blos  durch  einen  constanten  Factor  A  unter- 
scheiden, so  reduciren  sich  die  zwei  Gleichungen  für  x^y^z  blos  auf  eine, 
welche  linear  ist.  Somit  entsprechen  dann  dem  so  gewählten  Punkte  $,  i^i  £ 
alle  Punkte  der  in  diesem  Falle  durch  jede  der  Gleichungen  1)  dargestell- 
ten Geraden.  Sollen  sich  nun  die  Gleichungen  1)  nach  dem  Einsetzen  der 
Werthe  £,  1},  £  nur  durch  einen  constanten  Factor  k  unterscheiden,  so  muss 
man  folgende  Bedingungsgleichnngen  haben: 

/fl  =  ^/ll  »    /»f  =  ^/l2  »     /ts  =^  ^/l8» 

Ordnet  man  diese  Gleichungen  nach  $,  ij,  ^,  so  folgt: 

5  Kl  -  Aa,,)  +  n  (6„  -  kb,,)  +  g  (c„  -  Acn)  ==  0, 
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Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  £,  17,  £,  so  bleibt  aU  Resultat  der 
Elimination  die  Determinante: 

4)  (a„  —  k a,,) ,  (622  —  ^^it)  1  («^22  —  A c,,)     =  0. 

(«28—  ^«is);     (^23—^^8)»     (^28  — ^C„)    | 

Man  übersieht  auf  den  ersten  Blick ,  dass  diese  Gleichung  in  X  vom  dritten 
Grade  ist,  so  dass  sie  drei  Werthe  für  diese  Grösse  liefert.  Jeder  dieser 
Werthe  X  giebt  wiederum  in  3)  gesetzt,  und  diese  Gleichungen  aufgelöst  ge- 
dacht, ein  Werthsystem  |,  17,  g,  d.  h.  einen  Punkt,  dem  in  S  nicht  ein  Punkt, 
sondern  alle  Punkte  einer  Geraden  entsprechen.  Da  die  cubische  Gleich- 
ung4)  höchstens  zwei  imaginäre  Wurzeln  A  haben  kann,  so  giebt  es  im  System 
£  drei  Punkte ,  von  denen  auch  zwei  imaginär  werden  können ,  denen  jedem 
in  S  eine  ganze  Gerade  entspricht.  Zugleich  ist  auch  ersichtlich ,  wie  man 
diese  drei  Punkte  und  die  ihnen  entsprechenden  Geraden  finden  kann. 

Will  man  ebenso  jene  Punkte  in  S  finden,  denen  in  Z nicht  ein  Punkt, 
sondern  ganze  Punktreihen  zugeordnet  sind ,  so  hat  man  für  dieselben  fol- 
gende Bedingungsgleichungen: 

(Ptl  =  liq>lli     922  =  f*9l2>     V2S=f*9>I8> 

wo  fi  einen  constanten  Factor  bedeutet.  Ordnet  man  diese  Gleichungen 
nach  o:,  y,  2,  so  folgt: 

IX  {Otl  —  t^^id+y  (ö«2  —  f*öl2)  +  2  («28  —  j^fllt)  =0, 
X  (6,,— fA6ii)+y  (*22  —  f*M  +  Z  (028  —  f*  ^18)  =  0, 
X  (c„— fAq,)+y  (ct2  —  f*Ci2)  +  z  (c,,  —  fiC„)  =  0. 
Eliminirt  man  wiederum  die  Coordinaten ,  so  ergiebt  sich  für  fi  die.  cubische 
mit  4)  identische  Gleichung: 

(«21  — f*flll),    («22  — f*«12)»    («28  — ^«18) 
Ö)  (*21-/*^n),     (*22  — MM,     (fr28-f*i'l8)        =0, 

(C„  —  fi  Ch)  ,     (C„  —  fl  C„)  ,    (C,j  —flCii) 

welche  für  fi  drei  Werthe  liefert,  von  denen  zwei  imaginär  sein  können. 
Jede  Wurzel  fi  in  5)  eingesetzt,  liefert  ein  Werthsystem  :c,  y,  z,  d.  h. 
einen  Punkt,  dem  in  ^die  totale  Gerade  entspricht,  deren  Gleichung  man 
erhält,  wenn  man  dieses  Werthsystem  ar,  y\  z  in  eine  oder  die  andere 
Gleichung  2)  einsetzt.  —  Man  kann  somit  sagen: 

„Sind  zwei  ebene  Systeme  eindeutig  verwandt,  so 

giebt   es   in   jedem   Systeme   drei   Punkte    (von   denen 

auch   zwei   imaginär  sein  können),   deren  jedem  eine 

ganze  Punktreihe  zugeordnet  ist.^^ 

Offenbar  sind  diese  Punkte  ganz  besondere  Punkte,  welche  die  Natur 

der  Verwandtschaft  charakterisiren.     Sie  mögen  mit  Berücksichtigung  der 

hierher  einschlägigen,  im  Laufe  der  Untersuchung  angegebenen  Arbeiten 

Hauptpunkte  heissen;  die  einem  Hauptpunkt  entsprechende  Gerade  mag 

Hauptlinie  genannt   werden.     Es   giebt   somit  in  jedem  Systeme  drei 

Hauptpunkte  und  drei  Hauptlinien, 
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Weil  die  VerwandtschaftsgleichungeiK  1)  reelle  Gleichungen  sind ,  d.  h. 
nur  reelle  Coofficienten  enthalten,  so  ist  es  einleuchtend,  dass  einem  reellen 
Hauptpunkt  eine  reelle  und  einem  imaginären  Hauptpunkt  eine  imaginäre 
Hauptlinie  zugeordnet  sein  muss. 

4.  Es  soll  vorerst  der  Fall  betrachtet  werden,  in  welchem  die  Haupt- 
punkte des  einen  Systems ,  z.  B.  die  von  5,  alle  drei  reell  sind ,  in  welchem 
also  die  cubische  Gleichung  6)  lauter  reelle  Wurzeln  fi  hat.  Mögen  die  be- 
sagten Hauptpunkte-  durch  X,  M  und  iV  bezeichnet  werden;  die  ihnen  in  2 
resp.  entsprechenden  Hauptlinien  sollen  durch  A,  fi,  v  angedeutet  werden. 
Femer  sollen  die  Seiten  des  Dreiecks  (Z,  Jlf,  iV),  das  wir  das  Haupt- 
dreieck von  S  nennen  wollen,  mit  l^m^n^  analog  den  gegenüberliegenden 
Ecken  bezeichnet  werden.  Man  nehme  das  Dreieck  (Z,  M^  N)  zum  Fun- 
damentaldreieck eines  homogenen  Punktcoordinatensjstems  an  und  zwar 
80,  dass  die  Coordinaten  x^  y^  z  eines  Punktes  seinen  Abständen  von  den 
resp.  Seiten  l^myti  proportional  sein  sollen.  Im  Systeme  2^  dagegen  möge 
das  Dreiseit  (X,  fi,  v)  zum  Fundamentaldreiseit  angenommen  werden,  so 
zwar,  dass  di»  Coordinaten  £,  ij;  f  eines  Punktes  den  von  demselben  auf 
^)  f^}  V  gefällten  respectiven  Perpendikeln  proportional  sind.  Es  fragt  sich 
nun,  welchen  Einfluss  eine  solche  Coordinaten transformation  auf  die  Form 
der  Verwandtschaftsgleichungen  haben  muss.  Jedenfalls  werden  die  neuen 
(transformirten)  Verwandtschaftsgleichungen  in  der  Form  1)  enthalten  sein, 
weil  dies  die  allgemeine  Form  der  Verwandtschaftsgleichungen  eindeutig 
verwandter  Systeme  ist.  —  Dem  Punkte  iV,  d.  i.  0, 0^  z  soll  in  2  die  totale 
Gerade  t=  ^  entsprechen.  Setzt  man  in  2)  für  x ,  y ,  z  die  Werthe  0,0,2:, 
so  übergehen  sie  in 

{a.s  z  +  ij6,-8  z  +  tc,-3 1:  =  0, 
und  da  dies  mit  f  =0  identisch  sein  soll,  so  muss 

öl«  =  ^8  =»  «IS  =  ^M  =  0 

sein.    Weil  dem  Punkte  Z,  d.  i.  ^,  0, 0  die  ganze  Gerade  |  =  0  zugeordnet 
sein  soll,  so  folgt  ebenso  die  Bedingung: 

^11  =  C\\  =  *ti  =  c,i  =  0, 
und  endlich  ergiebt  sich,  wenn  man  beachtet,  dass  dem  Punkte  M^  d.  i. 
0,y,0  die  Gerade  i^asO  entsprechen  soll,  die  Bedingungsgleichung: 

ö|t  =  c„  =  o»  =  c,,  =  0. 
Wenn  man  die  sechs  gewonnenen  Bedingungsgleichuugen  berücksichtigt,  so 
schreiben  sich  ^le  Verwandtschaftsgleichungen  folgendermassen: 

Mau  sieht ,  dass  die  besondere  Annahme  des  Coordinatensystems  die  Ver- 
wandtschaftsgleichungen wesentlich  vereinfachte. 

Sucht  man  den  dem  Punkte  (Afi),  d.  i.  dem  Schnitte  von  A  und  fi  — 
den  wir  durch  N  bezeichnen  wollefi  —  entsprechenden  Punkt  in  S^  so  hat 
man  in  7)  statt  |,  ij,  J  die  Werthe  0,  0,  f  einzusetzen  und  erhält  ^=0, 
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d.  i.  dem  Punkte  (A  f*)  =  JV  entspricht  die  totale  Gerade  s  =  0,  d.  h. 
die  Gerade  n.  In  eben  der  Weise  sieht  man,  dass  den  Punkten  {(iv)  s=A 
und  {vX)  =  M  die  resp.  Geraden  /  und  m  zugeordnet  sind-  Somit  sind  die 
Ecken  des  Dreiseits  (Afiv)  Hauptpunkte  von  2  und  die  Seiten  des  Dreiecks 
{L  M  N)  die  ihnen  entsprechenden  Hauptlinien  von  5.  Wir  erhalten  daher 
den  Satz: 

„Der    Schnittpunkt'  zweier    Hauptlinien    ist    ein 

Hauptpunkt  und  d  ie  Verbindungslinie  zweier  Haupt« 

punkte  ist  eine  Hauptlinie/^ 

Daraus  folgt  auch  unmittelbar,  dass,  wenn  alle  Hauptpunkte  von  S. 

reell  sind,  es  auch  alle  von  <£sein  müssen  und  umgekehrt,  was  auch  sofort 

ans  der  Identität  der  Gleichungen  4)  und  6)  folgt. 

5.  Es  soll  in  diesem  Artikel  erörtert  werden,  in  welcher  Weise  die 
eindeutige  Verwandtschaft  zwischen  ebenen  Systemen  durch  Angabe  von 
Hauptpunkten  und  Hauptlinien  bestimmt  werden  kann.  Da  lässt  sich 
erstens  folgender  Satz  beweisen: 

„Die  eindeutige  Verwandtschaft  zweier  ebenen  Systeme  ist 

festgestellt,  sobald  man  alle  Hauptpunkte  des  einen  Systems  und 

die  ihnen  entsprechenden  Hauptlinien  des  anderen  nebst  einem 

Paare  entsprechender  Punkte  kennt." 

Nimmt  man  die  gegebenen  Hauptdreiecke  zu  Fundamentaldreiecken 

der  homogenen  Coordinaten  und  zwar  in  der  symmetrischen  Weise,  wie  dies 

im  vorigen  Artikel   geschah,  so  müssen   die  Verwandtschaftsgleichnngen 

jedenfalls  die  Form 

haben.  Sind  nun  die  Coordinaten  der  zwei  gegebenen  entsprechenden 
Punkte  x\  y\  z  und  |',  ri  i',  so  liefert  dies  die  Bedingungsgleichung 

an  x\'  +  hi^yii  +  c,s  «'f  =  0. 
Nimmt  man  für  6^^  und  c,3  zwei  beliebige  Werthe  b^^  und  c*i,,  so  ergiebt 
sich  aus  der  letzten  Gleichung  für  a^  ein  bestimmter  Werth  a^x  und  man 
erhält  die  Verwandtschaftsgleichung 

Setzt  man  statt  6,2  und  c^  andere  willkürliche  Werthe  6,,,  c„,  so  folgt 
ebenso  für  a,-i  ein  neuer  Werth  au.,  und  dies  liefert  die  zweite  Verwandt- 
schaftsgleichung 

Diese  beiden  Verwandtschaftsgleichungen  fixiren  eine  eindeutige  Verwandt- 
schaft, die  offenbar  den  gestellten  Bedingungen  genügt.  Weil  man  nun 
genau  so  wie  im  Art.  2  zeigen  kann ,  dass  jede  neue  Verwandtschafts^ 
gleichung,  die  man  auf  die  angegebene  Weise  ableiten  würde,  erfüllt  sein 
müsse,  wenn  die  zwei  angeschriebenen  Gleichungen  erfüllt  sind,  so  ist  der 
ausgesprochene  Satz  erwiesen. 
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„Zwischen  zwei  ebenen  Systemen  ist  die  eindeutige  Verwandtschaft 
fizirt,  sobald  man  zwei  Hauptpunkte  des  einen,  die  ihnen  entsprechen- 
den Hauptlinien  des  anderen ,  nebst  drei  Paaren  entsprechender  Punkte 
angiebt,*^ 

Sind  z.  B.  in  S  zwei  Hauptpunkte  Z,  M  und  in  £  die  ihnen  entspre- 
chenden Hauptlinien  X,  ^  gegeben,  so  nehme  man  Z  und  M  auf  die  in 
Art.  4  gezeigte  Art  zu  Fundamentalpunkten  der  Coordinaten,  die  Linien 
X,  fi  dagegen  zu  Fundamentalselten  des  in  Inliegenden  Coordinatensystems. 
Dies  giebt  eben  nach  Art.  4  die  Bedingungen : 

*ii  =  c,t=  6„  =  c„  =  0, 
«11  =  ^11  =  «21  =  ^t2  =  0 ; 
somit  müssen  die  Verwandtscbaftsgleichungen  jedenfalls  die  Form 
^ (oii x  +  flr,-3 2)  +ri  {bi2y  +  bi^ 2)  +  fCfs z  =  0,     i=  1 ,  2 
haben.     Hat   man  nun   drei  Paar  entsprechender  Punkte  Xj ,  yj ,   Zj  und 
Ij,  lyj-,  fj,  y  =  l,  2,  3  gegeben,  so  liefern  diese  für  die  Coefficienten  jeder 
Verwandtschaftsgleichung  drei  Bedingungsgleichungen;   weil  in  jeder  Ver- 
wandtschaftsgleichung nur  zwei  mehr,  d.  h.  fünf  homogen  vertheilte  Coßffi- 
cienten  auftreten,  so  folgt  wie  in  Art.  2,   dass  sich  wohl  unendlich  viele 
Verwandtschaftsgleichungen  aufstellen  lassen ,  deren  Coefficienten  besagten 
drei  Bedingungsgleichungen  genügen ,   dass  aber  jede  so  hergestellte  Ver- 
wandtschaftsgleichung   von   Coordinatenwerthen   erfüllt    ist,    sobald    die- 
selben zweien  von  ihnen  genügen.     Dadurch  aber  ist  der  ausgesprochene 
Satz   erwiesen.     Endlich   ergiebt  sich  noch  Folgendes:    „Die   eindeutige 
Verwandtschaft  zwischen  zwei  ebenen  Systemen  ist  festgesetzt,  wenn  man 
einen  Hauptpunkt  eines  Systems ,  die  entsprechende  Hauptlinie  im  anderen 
und  fünf  Paare  entsprechender  Punkte  angiebt.*^ 

Ordnet  man  nämlich  einem  Punkte  Z  von  S  eine  Gerade  k  von  2J  als 
Hauptlinie  zu ,  so  nehme  man  L  zu  einer  Ecke  eines  sonst  beliebigen  Fun- 
damentaldreiecks der  Coordinaten ,  k  dagegen  als  eine  Seite  eines  eben  sol- 
chen Dreiecks  in  ^an.     Dies  giebt  nach  Art.  4  die  Bedingungsgleichungen: 

*11  =^11  =  ^21=^11=0, 

d.  h.  jede  Verwandtschaftsgleichung  enthält  nur  sieben  homogen  auftre- 
tende Coefficienten,  somit  um  zwei  mehr  als  Punktepaare  gegeben  sind, 
wodurch  nach  Früherem  die  Richtigkeit  des  Satzes  sofort  einleuchtet. 

Die  angestellten  Betrachtungen  zeigen ,  dass  die  Angabe  eines  Haupt- 
punktes und  der  ihm  entsprechenden  Hauptlinie  der  Angabe  von  zwei 
Paaren  entsprechender  Punkte  gleichkommt. 

6.  Wir  kehren  nun  zu  der  weiteren  Untersuchung  für  den  Fall  zurück, 
wo  die  Hauptpunkte  des  einen  und  somit  jene  des  anderen  insgesammt  reell 
sind.  Nehmen  wir  die  Hauptdreiecke  in  der  in  Art.  4  angegebenen  Weise 
zu  Fundamentaldreiecken  der  homog^enen  Coordinaten ,  so  müssen  die  Ver« 
wandtschaftsgleichungen  die  Form  7)  haben ,  nämlich : 
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«21^:1  + ^2yi?  +  C2s«?  =  0. 
Eliminiren   wir  ans  denselben  successive  die    Producte  ar£,  yrf  und 
2^)  so  gelangen  wir  nach  einer  leichten  Umformung  zu  drei  neuen  Gleich- 
ungen ,    die  uns  eine  sehr  wichtige  Eigenschaft  eindeutig  verwandter  Sy- 
steme kundgeben ;  nämlich  zu  den  folgenden : 


8) 


Da  die  vorkommenden  Determinanten  constante  Grössen  sind,  so  sieht 
man  leicht,  dass  diese  Gleichungen  projectivische  Eigenschaften  ausdrücken. 
Ueiöst  man  nämlich  jene  Strahlen  der  Büschel  L  und  A  projectivisch  ent- 
sprechend ,  die  diese  Punkte  mit  eindeutig  verwandten  Pi|^kten  verbinden, 

so  ist  —  das  Theilverhältniss  eines  Strahles  von  L  bezüglich  der  Haupt- 
z 

j 
linien  m  und  n;  —  dagegen  das  Theilverhältniss  des  entsprechenden  Strah- 
les in  £  bezüglich  v  und  (i  jedoch.  Weil  das  eine  Theilverhältniss  sich 
vom  anderen  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheidet,  so  sind  die 
Büschel  L  und  A  projectivisch,  und  zwar  entspricht  dem  Strahle  m  (d.  i. . 
^  :=  0)  der  Strahl  v  (d.  i.  ^  =  0) ,  und  dem  Strahle  n  der  Strahl  fi.  Ebenso 
folgt  aus  der  zweiten  Gleichung,  dass  die  Büschel  M  und  M  projectivisch 
sind,  so  zwar,  dass  /  und  v  ein  und  n  und  X  ein  zweites  Paar  entsprechen- 
der Strahlen  bilden.  Desgleichen  sind  die  Büschel  N  und  N  homographisch, 
wobei  dem  Strahl  /  der  Strahl  ^ ,  und  m  der  Strahl  X  zugeordnet  ist.  —  Wir 
haben  somit  folgenden  Satz  erhalten: 

„Verbindet  man  beliebige  Punkte  von  S  mit  den 
Hauptpunkten  Z,  M^  N  und  die  entsprechenden  Punkte 
von  27mit  Ay  M,  iV,  so  sind  die  resp.  Büschel  Z,  Jlf,  N  und 
A,   M,  N  projectivisch   und   zwar   sind   die    durch   ho- 
mologe  Scheitel    gehenden,     ungleich    bezeichneten 
Hauptlinien   entsprechende  Strahlen  derselben.*^ 
Es  mag  uns  gestattet  werden,  immer  gleich  an  den  betreffenden  Stellen 
Arbeiten  zu  citiren,  welche  auf  diese  Betrachtungen  Bezug  haben.  —  Da 
erkennen  wir  aus  dem  eben  gefundenen  Satze,   dass  wir  zwei  ebene  Sy- 
steme eindeutig  in  folgender  Weise  auf  einander  beziehen  können : 

Wir  nehmen  in  S  zwei  Strahlenbüschel  Z  und  M  an,  und  beziehen  das 
erstere  projectivisch  auf  ein  Büschel  A  und  das  letztere  ebenso  auf  ein 
Büschel  M  im  Systeme  2.  Durch  jeden  Punkt  a  von  S  geht  ein  Strahl 
von  Z  und  einer  von  M\  wo  sich  die  diesen  Strahlen  resp.  in  ^und  M  pro- 
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jectivisch  zugeordneten  Strahlen  in  £  schneiden ,  erhält  man  einen  Punkt 
a'y  der  dem  Punkte  a  entspricht.  Man  sieht  sofort,  dass  L  und  M  zwei 
Hauptpunkte  von  S  sind,  denen  in  £  zwei  durch  A  resp.  M  gehende 
Hauptlinien  X  und  (i  entsprechen  werden;  diese  zwei  letzteren  Strahlen 
werden  den  dritten  Hauptpunkt  N  von  £  bestimmen.  Ebenso  werden  sich 
die  den  Hauptpunkten  A  und  M  entsprechenden  Hanptlinien  /  und  m  (die 
resp.  durch  L  und  M  gehen  müssen)  in  dem  dritten  Hauptpunkte  N  von  S 
treffen.  Diese  Verwandtschaft,  welche  nach  unserer  Definition 
eine  eindeutige  Verwandtschaft  mit  insgesammt  reellen 
Hauptelementen  ist,  wurde  von  Herrn  Fr.  Seydewitz  in  seiner 
schönen  Abhandlung  „Darstellung  der  geometrischen  Verwandtschaft  etc.*' 
in  Grüne rt's  Archiv  7.  Theil  pag.  113  unter  dem  Namen  geometrische 
Verwandtschaft  behandelt.  Der  Herr  Verfasser  behandelt  mit  Hilfe 
dieser  Verwandtschaft  die  höheren  Curven  und  construirt  auch  einige  der- 
selben. Auf  die  Construction  derselben  werden  wir  später  in  aller  Kürze 
von  einem  anderen,  analytischen  Standpunkte  zurückkommen,  der  auch 
betreffs  der  Construction  einige  Erleichterung  bieten  dürfte. 
7.  Sei 

ax  +  ßy  +  yz=0 
die  Gleichung  einer  in  S  liegenden  Geraden ;  die  Gleichung  der  ihr  entspre- 
chenden  Curve    erhält    man  offenbar  dadurch,   dass  man  aus  dieser  und 
den  Gleichungen  7)  die  Coordinaten  x^y^z  eliminirt.     Dies  liefert 

Ö)  .  «,,  S,     6,3 1^,     Caf    =0, 

«>  /S,  y     ^ 

welches  offenbar  die  Gleichung  eines  durch  alle  drei  Hauptpunkte  von  Z 
gehenden  Kegelschnittes  ist,  da  derselben  durch  jede  der  drei  Voraussetz- 
ungen 12  =  0,  f=0;  f=0,  ^  =  0;  |  =  0,  72  =  0  genügt  wird.  Betrachtet 
man  vier  Punkte  der  in  S  angenommenen  Geraden ,  so  ist  ihr  Doppelver- 
hältniss  gleich  dem  Doppel verhältniss  der  über  ihnen  aus  L  errichteten 
Strahlen ;  dieses  letztere  ist  jedoch  nach  Art.  6  gleich  dem  Doppelverhält- 
nisse des  über  den  vier  entsprechenden  Punkten  in  2  aus  A  errichteten 
Büschels,  und  weil  der,  der  erstgenannten  Geraden  entsprechende  Kegel- 
schnitt ebenfalls  durch  A  geht,  so  folgt,  dass  jeder  Geraden  des  einen  Sy- 
stems ein  zu  ihr  projectivischer  Kegelschnitt  des  anderen  Systems  ent- 
spricht, der  durch  alle  drei  Hauptpunkte  hindurchgeht.  In  gewissen  Fäl- 
len kann  der  einer  Geraden  entsprechende  Kegelschnitt  in  das  System 
zweier  Geraden  zerfallen,  von  denen  die  eine  eine  Hauptlinie  ist;  es  tritt 
dies  dann  ein,  wenn  die  erst  angenommene  Gerade  durch  einen  Haupt- 
punkt ihrer  Ebene  geht.  Nehmen  wir  z.  B.  eine  durch'  L  gehende  Gerade 
von  S\ 

/Jy  +  y2  =  0, 
so  entspricht  ihr  in  21  der  Kegelschnitt: 
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0,       15,        y 

Diese  Gleichung  stellt  aher  offenbar  das  System  zweier  Geraden  vor,  wovon 
die  eine  5«0,  d.  h.  die  Hauptlinie  Jl  ist,  während  die  andere  eine  durch 
den  Punkt  i?  =  0,  5=0,  d.  h.  eine  durch  A  gehende  Gerade  sein  muss. 
Ihre  Gleichung  ist  auch : 
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oder  aber,  da  —  -^  =  —  ist, 
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d.  h.  wenn  man  die  Gleichungen  8)  berücksichtigt:  „Der  durch  L  gehenden 
Geraden  entspricht  das  System  zweier  Geraden ,  nämlich  die  Hauptlinie 
X  und  die  ihr  im  Büschel  A  projectivisch  zugeordnete  Gerade."  Ganz 
dasselbe  gilt  bezüglich  der  anderen  Hauptpunkte  von  S  und  jener  von  2. 

8.  Betrachten  wir  nun  ganz  allgemein  den  Fall ,  wo  in  einer  Ebene 
eine  willkürliche  Curve  n^^  Ordnung  vorliegt  und  man  die  ihr  quadratisch 
entsprechende  Curve  sucht.     Sei  also 

10)  F{x,y,z)=^^ 

die  Gleichung  einer  in  S  liegenden  Curve  C„  n*«"  Ordnung,  wobei  nämlich 
der  Functionsbuchstabe  F  eine  homogene  Function  n**""  Grades  der  drei 
Coordinaten  x^y^z  bedeutet. 

Betrachtet  man  die  Gleichungen  7) ,  so  folgt  auf  den  ersten  Blick ,  dass 
die  Grössen  x^y,  z  resp.  den  Grössen 


^t 


^2, 


u 


«21 


u 


«11, 


«21 
^2 


Man  kann  somit 


»^22 

^18,        ^28 

proportional  sein  müssen. 

x==Arii,     y==Bn,     z=C^ri 
setzen,  wobei  die  Grössen  A,  B,  C  die  eben  angeschriebenen  Determinan- 
ten sind. 

Setzen  wir  nur  in  F  für  a:,  y ,  z  ihre  Werthe ,  so  ergiebt  sich 
11)  F{Afit,     BU.     Cifi)=0 

als  die  Gleichung  jener  Curve  in  2?,  die  der  durch  F(a;,  y,  2)t=0  darge- 
stellten Curve  quadratisch  entspricht.  Nun  besteht  letztere  Gleichung  all- 
gemein aus  Gliedern  von  der  Form  a:P  y«  z»",  wobei  p  +  g  +  r^n  ist] 
dieses  allgemeine  Glied  übergeht  somit  nach  der  Einführung  der  gefunde- 
nen Werthe  in 

^P  JP  J«  5«  r  <  =  |«+''  1JP+'-  JP+', 
d.   h.  jedes   Glied     der    entsprechenden    Curve    ist   von    der    Dimension 
2  (/?  +  y  +  r)  =  2n,  woraus  folgt,  dass  die  Gleichung  ll)  eine  Curve  Ap  von 
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der  Ordnung  2n  darstellt.  Daher  ergiebt  sich  Folgendes:  ,,Einer  Gurre  n^*** 
Ordnung  entspricht  im  quadratisch  verwandten  Systeme  eine  Curve  von  der 
Ordnung  2n." 

9.  Es  wird  sich  nun  zeigen  lassen,  dass  diese  Curve  An  in  jedem  der 
drei  Hauptpunkte  Ay  M,  N  einen  n- fachen  Punkt  besitzt.  Ziehen  wir 
Dämlich  etwa  durch  A  einen  willkürlichen  Strahl  von  der  Gleichung  t=ßfi 
und  suchen  seine  Schnittpunkte  mit  der  Curve  r^ny  so  haben  wir  diese 
Gleichung  mit  11)  zu  combiniren.     Dies  giebt 

als  Gleichung  des  Systems  der  2n  Geraden ,  welche  den  Punkt  J  =  0,  iy  =  0, 
d.  h.  N  mit  den  gesuchten  2n  Schnittpunkten  verbinden;  denn  die  ange- 
schriebene Gleichung  ist  eine  homogene  Gleichung  des  2  n^®"  Grades  zwischen 
den  Coordinaten  $  und  rj.  Einer  charakteristischen  Eigenschaft  der  homo- 
genen Function  zufolge  lässt  sich  aber  dieselbe  auch  in  der  Form 

fi^F{Aßri,  Bß^,  Cö=0 
schreiben.  Diese  zeigt  uns  aber  sofort ,  dass  die  Hauptlinie  7^  =  0  n  Schnitt- 
punkte von  t  =  ßfi  und  An  mit  iV  verbindet,  d.  h.  dass  A  ein  n-facher 
Punkt  von  Js«  ist;  denn  wie  sonst  auch  die  Gerade  t'^ßri  gezogen  werden 
mag,  "immer  sind  in  An  ihrer  Schnittpunkte  mit  72«  vereinigt.  Ganz  das- 
selbe gilt  bezüglich  der  Punkte  M  und  N, 

Um  zu  den  Tangenten  der  Curve  Pzn  in  den  n- fachen  Punkten  A^  M,  N 
zu  gelangen,  betrachten  wir  die  Schnitte  der  Curve  C»  mit  den  Haupt- 
Hnien  l^m^n  ihrer  Ebene.     Soll  der  Schnitt  der  Curve 

JF'(a:,y,z)  =  0 
mit  der  Linie  /  gefunden  werden,  so  setze  man  a;  =  0;  dadurch  werden  alle 
mit  X  behafteten  Glieder  verschwinden  und  es  bleiben  nur  Glieder  mit  y 
und  z  übrig,  die  wir  durch 

andeuten  wollen.  Diese  Function  ist  nun  eine  homogene  Function  des  n^^^ 
Grades  der  Coordinaten  y  und  z,     Dividirt  man  sie  durch  z",   so  ergiebt 

sich  für  den  Quotienten  —  eine  Gleichung  n^^^  Grades,  deren  Wurzeln  «i, 

z 

«2,  .  •  •  ttn  sein  mögen.  Denn  Iftsst  sich  die  letzte  Gleichung  exclnsive  eines 
Constanten  Factors  auch  in  der  Form 

(y  — «1 2)  (y  — «t^:)  —  (y  — anO.=  o 

schreiben.  Sie  stellt  das  System  jener  Geraden  dar,  welche  den  Punkt 
^  =  0,  z  =  0,  d.  h.  L  mit  den  n  Schnittpunkten  der  Hauptlinie  /  und  der 
Curve  Cn  verbinden  und  welche,  je  nachdem  die  Wurzeln  et  reell  oder  ima- 
ginär sind,  ebenfalls  resp.  reell  oder  imaginär  ausfallen. 

Jeder  dieser  n  Geraden  entspricht  —  abgesehen  von  der  Hauptlinie  X 
nach  Art.  7  —  eine  durch  A  gehende  Gerade,  die  ihr  projpctivisch  zuge- 
ordnet ist     Betrachten  wir  z.  B.  die  Verbindungslinie 

y-a,t  =  0. 
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80  entspricht  ihr  nach  dem  eben  citirten  Artikel  die  Gerade 
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oder  aber 

12)  «1^1?=  ^J. 

Will  man  die  2n  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Carve  r2n  fin- 
den,  80  hat  man  die  Gleichungen  derselben  zu  combiniren,   d.  h.  überall 

a  C 
statt  i  die  Grösse  -^  .  i^  einzusetzen.     Dies  liefert  die  Gleichung 

oder  aber,  da  F  eine  bezüglich  der  in  der  Klammer  stehenden  Grössen 
homogene  Function  ist, 

Diese  Gleichung  ist  bezüglich  £  und  rj  homogen  und  zwar  vom  2n^®"  Grade, 
d.  h.  sie  stellt  das  System  jener  2«  Geraden  vor,  welche  vom  Punkte  |  =  0, 
ij=0,  nämlich  von  N  nach  den  2«  Schnittpunkten  der  Geraden  12)  und  /2« 
gehen.  Zufolge  einer  charakteristischen  Eigenschaft  der  honXogenen 
Functionen  lässt  sie  sich  auch  so  schreiben: 


v''p{'^v,   «.I,    l)  =  o 


und  wenn  man  den  Factor  ty"  unterdrückt,  der  wiederum  beweist,  dass  A 
ein  n-facher  Punkt  von  r2n  ist,  folgt 

als  die  Gleicung  der  n  Verbindungslinien  von  N  mit  den  übrigen  n  Schnitt- 
punkten von  r2n  und  12).     Allein  setzt  man  i^=  0,  so  erhält  man 

i^(0,a.S,  S)  =  ?«^(0,a,,l) 
und  dies  ist  gleich  Null ,  weil  ja  «j  eine  Wurzel  der  Gleichung  Z' (0 ,  y ,  z)=0, 
somit  dieses  homogene  Polynom  verschwinden  muss ,   wenn  man  statt  y  Uf 
und  statt  z  den  Werth  1  setzt. 

Da  der  vorletzte  Ausdruck  für  9^  =  0  annulirt  wird;  so  muss  er  i}  als 
Factor  enthalten,  d.  h,  ij  =  0  oder  m  ist  eine  der  besagten  n  Verbindungs- 
linien; somit  sind  in  A  nicht  nur  n,  sondern  auch  (n+l)  Schnittpunkte  von 
12)  und  i2ii  vereinigt ,  d.  h.  die  durch  12)  repräsentirte  Gerade  ist  eine 
Tangente  an  Fzn  in  dem  n- fachen  Punkte  A.  Ganz  dasselbe  gilt  bezüglich 
der  anderen  Wurzeln  a,,  er,;  . . .  a„  und  be;süglich  der  zwei  Hauptpunkte 
M  und  iV.    Dies  giebt  den  Satz : 

„Entspricht  einer  Curve  C«  die  Curve  fin»  so 
sind  die  Hauptpunkte  Aj  Af,  iV  »-fache  Punkte  von 
iltn-     Die  n  Tangenten  dieser  Curve  in  A  entsprechen 
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jenen  Geraden,  welche  L  mit  den  n  Schnittpunkten 
von  /  und  (?„  verbinden;   desgleichen  für  M  und  iV.** 

Fallen  speciell  r  von  den  Schnittpunkten  von  /  und  Cn  in  einen  zu- 
sammen ,  d.  h.  besitzt  /  mit  C«  in  einem  Punkte  eine  Berührung  der  (r  —  l)*^** 
Ordnung,  so  ist  A  nach  diesem  Satze  ein  solcher  n-facher  Punkt  von  Jsn, 
dass  r  Tangenten  in  demselben  zusammenfallen,  d.  h.  A  ist  dann  ein  Rück- 
kehrpunkt der  (r— 1)*«**  Ordnung. 

10.  Es  soll  in  diesem  Artikel  untersucht  werden,  wie  die  einer  Curve 
CVi  entsprechende  Curve  A«  sich  modificirt,  wenn  die  Curve  C^  gegen  das 
Hauptdreieck  (LMN)  eine  speciclle  Lage  besitzt,  wenn  nämlich  Cq  durch 
die  Ecken  desselben  und  zwar  allgemein  mehrmals  hindurchgeht.     Sei  also 

die  Gleichupg  einer  Curve  C^  der  n**"  Ordnung,  die  im  Hauptpunkte  L,  ä,  i. 
y  =0,  z  =  0  einen  p- fachen  Punkt  haben  soll.  Legt  man  dann  durch  die- 
sen Punkt  eine  sonst  willkürliche  Gerade  G 

Z^ßy 

und  verbindet  ihre  Gleichung  mit  der  Gleichung  der  Curve,  so  folgt 

als  die  Gleichung  jener  w  Geraden,  die  den  Punkt  «  =  0,  y  =  0,  d.  i.  N 
mit  den  n  Schnittpunkten  von  G  und  Cn  verbinden.  Da  nun  Z  ein  p  -  facher 
Punkt  von  Cn  sein  soll ,  so  muss  durch  das  letzte  Polynom  die  Linie  LN^ 
d.  i.  y  =  0  P'  mal  mitreprftsentirt  sein ,  d.  h.  yP  muss  sich  aus  demselben 
herausheben  lassen.  Somit  ist  die  nothwendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung dafür y  dass  F=0  eine  Curve  Cn  darstelle,  die  in  L  eine  p- fachen 
Pnnkt  besitzt: 

wo  <P  die  übrig  bleibende  homogene  Function  (n— p)*«"  Grades  von  x  und  y 
ist.     Man  kann  diese  Bedingung  allgemeiner  auch  so  schreiben : 

13)  F  (a,a:,  a,y ,  ßy)  =>yP  O  (o:,  y) , 

was  sich  der  Natur  der  homogenen  Functionen  gemäss  sofort  ergiebt. 
Die  Cn  in  27  eindeutig  verwandte  Curve  J211  hat  nun  die  Gleichung: 
FiArii,  BU,Cifi)  =  0, 
oder  mit  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleichnng  13) : 

JP^(S,i2,  0  =  0, 
wo   ^  eine  homogene  Function  von  |,  iy,  f  vom  Grade  2n  — p  ist,  weil  ja 
das  vorletzte  Polynom  in  eben  den  Coordinaten^2«^<^'"  Grades  ist.   Somit  stellt 
die  letzte  Gleichung  die  L  entsprechende  Hauptlinie  X  oder  |  =  Op-mal 
und  überdies  eine  Curve 

^«,1?,  0  =  0 
vom  Grade  2n  — p  vor.     Da  ganz  dasselbe  für  die  Hauptpunkte  M  und  N 
erwiesen  werden  kann,  so  folgt:    ,,Hat  eine  Curve  n^®^  Ordnung  in 
den  Hauptpunkten    Z>,  M^  N   resp.    einen  p-,  q-  und  r-facben 
Punkt,  so  elitspricht  ihr  eine  Curve  vom  Grade  2n— (p+gr+r), 
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wenn    man    nämlich    von    den    resp.    p-,   ^-,  r-mal    gezählten 
Hanptlinien  Xy  fi.»  v  ahstrahirt." 

Wie  die  erwähnte  Curve  vom  Grade  2«  —  (p+  Ö'+O  gegen  die  Haupt- 
punkte gelegen  ist,  lässt  sich  mit  Hilfe  des  Vorhergehenden  nngemein  leicht 
einsehen.  Der  totale  Ort  Fzn  ^n^^''  Ordnung  setzt  sich  nämlich  zusam- 
men auf  der  p- fachen  Geraden  A ,  aus  der  g- fachen  Geraden  fi  und  aus 
der  Geraden  v,  die  r-mal  zu  rechnen  ist,  endlich  aus  der  hesagten Ourve 
2n  — (p+ö^+r)***"  Ordnung. 

Dieser  Ort  An  muss  nun  nach  Bewiesenem  in  jedem  der  drei  Haupt- 
punkte Ay  Mj  N  einen  n-  fachen  Puukt  haben.  Nun  hat  der  aus  X,  ft  und  v 
zusammengesetzte  Ort  (p  +  ^  +  r)**"*  Ordnung  in  A  einen  (y  +  r)- fachen, 
in  M  einen  (r+p)- fachen  und  in  N  endlich  einen  (p  +  ^)- fachen  Punkt. 
Somit  wird  die  Curve  2«  —  {p+g+ry^^  Ordnung  in  A  einenn  —  (y+r)-, 
in  M  einen  n  — (r+/>)-  und  in  N  endlich  eiuen  n— (p+g). fachen  Punkt 
besitzen  müssen. 

Setzt  man  beispielsweise  n  =  2,  p  =  gf  =  r  =  0,  so  folgt,  dass  einem 
willkürlichen  Kegelschnitte  C^  des  einen  Systems  im  anderen  eine  Curve 
r^  vierter  Ordnung  zugeordnet  ist,  die  in  A,  M  und  iV  Doppelpunkte 
besitzt. 

Fürn  =  2,p  =  l,  p  =  r=:0  erkennen  wir,  dass  einem  Kegelschnitte 
Ct,  der  durch  einen  Hauptpunkt  geht,  eine  Curve  JT,  dritter  Ordnung  ent- 
spricht, die  in  dem  homologen  Hauptpunkt  einen  Doppel-,,  in  den  zwei  an- 
deren Hauptpunkten  aber  einfache  Punkte  besitzt. 

Für  fi  =  2,  jö  =ör  =  1 ,  r  =  0  ergiebt  sich ,  dass  einem  Kegelschnitt,  der 
durch  zwei  Hauptpunkte  von  S  geht,  in  2  ein  durch  die  homologen  Haupt- 
punkte gehender  Kegelschnitt  eindeutig  zugeordnet  ist. 

Setzt  man  endlich  n  =  2,  p  =  5r  =  ri=l,  so  ergiebt  sich ,  dass  einem 
Kegelschnitte,  der  alle  drei  Hauptpunkte  enthält,  eine  Curve  JJ  ersten  Gra- 
des, d.  b.  eine  Gerade  entspricht,  wie  es  ja  sein  muss. 

1 1.  Wir  wollen  nun  auch  den  Fall  in  Betracht  ziehen,  in  welch.em  die 
eindeutig  verwandten  Systeme  S  und  2J  auch  imaginäre  Hauptelemente  be- 
sitzen. Seien  also  unter  den  Wurzeln  der  cubischen  Gleichung  4),  welche 
zur  Bestimmung  der  Hauptpunkte  von  27  dient ,  auch  imaginäre.  Es  wer- 
den dies  zwei  conjugirt  imaginäre  Wurzeln  sein,  während  die  dritte 
jedenfalls  reell  sein  muss;  daraus  folgt  aber,  dass  es  wenigstens  einen 
reellen  Hauptpunkt  geben  müsse ,  weil  ja  die  besagte  reelle  Wurzel  X,  in  3) 
eingesetzt,  für  die  Coordinaten  |,  17,  ^  des  Hauptpunktes  drei  Gleichungen 
mit  reellen  Coefficienten  liefert.  Diesem  reellen  Hauptpunkte ,  den  wir  A 
nennen  wollen ,  wird  vermöge  der  Verwandtschaftsgleichungen  eine  reelle 
Hauptlinie  /  von  S  entsprechen,  deren  Gleichung  man  ja  erhält,  wenn  man 
die  Coordinaten  von  A  in  die  eine  oder  andere  Verwandtschaftsgleichung 
einsetzt.  Man  denke  sich  nun  die  Coordinaten  in  S  so  transformirt ,  dass  / 
die  Fundamentallinie   x=^0  wird ;   in  £  dagegen  transformire  man  durch 
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lineare  Sabstitutioneii  so,  dass  der  Punkt  A  zum  Punkte  i}==0,  ^=0  wird. 
Wir  wollen  diese  Transformationen  nicht  machen ,  sondern  nur  untersuchen, 
welchen  Einfluss  eine  derartige  Transformation  auf  die  Form  der  Yerwandt- 
sehaftsgleichungen  ausüben  muss.  Setzt  man  in  dieselben  statt  $,  i;,  {;  die 
Werthe  £,  0,  0,  so  sollen  die  beiden  so  entstandenen  Gleichungen  mit 
o:  =  0  identisch  sein ,  d.  h.  es  muss 

ötl  =  flM  =  0 

sein. 

Die  Oleichung  6),  welche  uns  mittelbar  die  Hauptpunkte  von  S  liefert, 
wird  jedenfalls  eine  reelle  Wurzel  haben,  die,  in  &)  gesetzt,  für  dieCoordi- 
naten  o;,  y,  z  des  Hauptpunktes  drei  reelle  Gleichungen  liefern  wird.  Die« 
sem  so  erhaltenen  reellen  Hauptpunkt  Z  von  5  wird  in  S  eine  reelle  Haupt- 
linie X  entsprechen  müssen ,  deren  Gleichung  man  nämlich  erhält ,  wenn  man 
die  Coordinaten  von  L  in  die  eine  oder  andere  Yerwandtschaftsgleichung 
substituirt.  Transformirt  man  die  Coordinaten  wiederum  so ,  dass  L  der 
Punkt  y  =  0,  z  =  0  und  X  mit  der  Geraden  ^  ^=0  identisch  wird,  so  liefert 
dies  nach  Art.  4  die  Bedingungen 

^1  =  Cfi  =^ 
Für  die  neue  Lage  des  Coordinatensystems  müssen  somit  die  Verwandt* 
Schaftsgleichungen  die  Form 

«11  a^  S  +  y  C^t  ^  +  Cit  ö  +  ^  ipii  ^  +  ^13  9=0, 
Ofi  a^  S  +  y  (*2t  ^  +  c«  9  +  «  (Pti  1?  +  c«8  ö  =  0 

haben. 

Eliminirt  man  aus  diesen  Gleichungen  das  Product  a;§,  so  erhält  man 

nach  leichter  Umformung  folgende  Gleichung : 


«111 

y 


+i 


«111 


flfi 

Ctt 


+f 


«»1 


=  0. 


Nun  ist  —  nichts  anderes  als  das  Theilverhältniss  des  Strahles,  der 
einen  Punkt  (x ,  y ,  z)  von  S  mit  L  verbindet  bezüglich  der  Fundamental- 
linien ^=0,  z=:0;  -j-  dagegen  ist  das  Theilverhältniss  jenes  Strahles ,  der 

den  entsprechenden  Punkt  (|,  17,  9  ^^^  ^i  verbindet  bezüglich  der  Fun- 
damentalstrahlen 17  =  0,  ^  =  0.  Zwischen  diesen  Theilverhältnissen  besteht 
nun  die  eben  angeschriebene  lineare  Relation ,  woraus  folgt ,  dass  die  Bü- 
schel L  und  A  homographisch  sein  müssen*.  Wir  erhalten  somit  folgen- 
den Satz :  „Sind  S  und  2  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme ,  L  der  ein- 
zige reelle  Hauptpunkt  von  S  und  man  projicirt  die  Punkte  von  S  aus  ihm, 


•  Siehe  Cremona:  „Geometrifche  Theorie  der  ebenen  Curven"  Nr, 8. 
ZeiUehrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  XIV.  6  3I 
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die  entsprechenden  Funkte  von  £  dagegen  aus  einem  reellen  Hauptpunkte  A 
desselben ,  so  sind  die  so  entstandenen  Büschel  Z  und  A  homographisch/* 
Dieser  Satz  giebt  uns  ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Verwand tscfaafts- 
gleichungen  durch  eine  nochmalige  Transformation  zu  vereinfachen.  Wählt 
man  nämlich  die  durch  >i  gehenden  Fundamentallinien  i;=0,  ^=7  0  so, 
dass  sie  den  resp.  Strahlen  y  =  0,  z=^0  homographisch  zugeordnet  sind, 
so  muss  die  letzte  Gleichung  durch  jede  der  beiden  Voraussetzungen 

i=o,  1  =  0,   X  =  „,  1  =  00 


befriedigt  sein ,  d.  h.  es  muss 


II 


=  0, 


=  0 


sein.     Man  kann  dies  auch  so  aussprechen,  dass  man  sagt,  es  Hesse  sich 
setzen ,  wobei  k  das  constante  Verhältniss 

«11         ^f         ^18 

ist.  Setzt  man  dies  in  die  Verwandtschaftsgleichungen  ein,  so  erhalten  sie 
die  Form : 

j^.  (       aiia?l  +  y(^2'2+Cia£)+«(^8i?+c,sf)  =  0, 

welche  uns  sofort  Aufschlnss  geben  wird  über  die  Lage  der  noch  nicht  in 
Betracht  gezogenen  Hauptelemente.  Berücksichtigt  man  nämlich ,  dass  die 
einen  als  auch  die  anderen  Coordinaten  Verhältnisscoordinaten  sind,  so 
ergeben  sich  aus  14)  folgende  Gleichungen : 

ix^^Afi'+Bfit+CS', 
15)  )y  =  D^fj, 

wobei  die  fünf  Grössen  A^  By  C^  D  und  E  gewisse  Determinanten  aus  den 
Coefficienten  der  Gleichungen  14)  sind,  die  näher  anzugeben  wir  nicht 
nöthig  haben  werden.  Von  diesen  eben  gewonnenen  Gleichungen  wollen 
wir  nun  für  die  weiteren  Betrachtungen  ausgehen. 

Das  homogene  Trinom ,  welches  gleich  a?  gefunden  wurde,  kann  im- 
mer als  Product  zweier  linearen  Factoren  dargestellt  werden,  d.  h.  man 
kann  immer 

^  =  (»?— «lO  (♦?— «fO 

setzen,  wobei  ja  a,  und  a,  die  Wurzeln  der  quadratischen  Gleichung 

sind,  wenn  man  von  dem  constanten  Factor  A  absieht,  was  immer  gesche- 
hen kann,  sobald  man  ihn  als  Nenner  in  die  Ausdrücke  für  y  und  ;  sich 
eingesetzt   denkt.     Betrachtet  man  nun  die  Gerade  iy—ofj  f=0,    oder  in 

anderer  Form,  die  durch-'  =  «i   dargestellte,   oflfenbar  durch  vi  gehende 
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Gerade,  welche  wir  ^*  nennen  wollen,  so  ist  für  jeden  Pankt  derselben  die 
a;-Coordinate  des  entsprechenden  Punktes  in  S  gleich  Null,  d.  h.  die  Coor- 
dinaten  des  entsprechenden  Punktes  {^^  y,  z)  sind 

0,     />$>,     EU, 
oder,  wenn  man  durch  ^  dividirt, 

0,     Da^,     E. 

Somit  entspricht  jedem  Punkte   der   durch  A  gehenden  Linie  -^  =  a, 

der  durch  die  eben  angeschriebeneu  Verhält nisscoordinaten  auf  der  Linie 
2s=0,  d.  h.  auf/  bestimmte  Punkt,  welcher  Mi  heissen  mag.  Es  ist  da- 
her iii  eine  Hauptlinie  von  U  und  /¥,-  der  ihr  zugeordnete 
Hauptpunkt  von  S.  Da  wir  nun  den  Fall  mit  imaginären  Hauptelemen- 
ten von  S  behandeln  wollen,  so  müssen  wir  71/,-,  d.  h.  Daj  imaginär  voraus- 
setzen oder,  mit  anderen  Worten,  annelimen,  die  Wurzeln  ui  und  a,  seien 
imaginär;  natürlich  werden  dies  zwei  imaginär  conjugirte  Werthe  sein,  d.  h. 
ist  ai  =  ti+iVj    so  muss  sich  ofj  =  M  — 1>  ergeben.     Dann  ist  die  durch 

-^  =  a^   dargestellte  Hauptlinie   eine  imaginäre  Gerade,   die  den  reellen 

Punkt  -4,  d.  h.  iy  =  0,J:=:0  enthält. 

In  gleicher  Weise  folgt,  dass  jedem  Punkte  der  durch  die  Gleichung 

"^  -« 

repräsentirten  imaginären  Linie  n  der  nämliche  auf  /  liegende  imaginäre 
Punkt  Ni  entspricht,  dessen  Coordinaten 

0,     Da2,     E 
sind.     Daher  ist  iV,-  der  dritte  Hauptpunkt  von  S  und  die  ihm  in  2  zugeord- 
nete Hauptlinie  ist  die  durch  den  reellen  Punkt  A  gehende  imaginäre  Ge- 
rade Vi  . 

Betrachtet  man  den  imaginären,  durch  die  drei  Coordinaten  0,  a^,  1 

dargestellten  Punkt  iV,  von  Z,  der  offenbar  auf  den  Linien  J  =  0,   —  =  «,, 

d.  h.  auf  iL  und  fi,-  liegt,  so  erhält  man  für  die  Coordinaten  des  entsprechen- 
den Punktes  von  S  die  Gleichungm 

.ir=0,     //  —  0,     z  =  0, 
also  jedenfalls  ganz   unbestimmte  Coordinatenwerthe.     Allein   bei   dieser 
Unbestimmtheit  ist  immer  der  Werth 

V        D 

also  vollkommen  bestimmt.  Dies  zeigt  uns,  dass  dem  Punkte  Ni  von  ^  in  S 
kein  bestimmter  Punkt,  sondern  die  totale,  durch  Z  gehende  imaginäre 
Gerade  entspricht,  deren  Gleichung  eben  angeschrieben  wurde  und  die 
wir  Hi  nennen  wollen.  Ihr  Schnittpunkt  mit  a;  =  0  oder  /  hat  die  Coordinaten 

31* 
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0,  Da^,  E,  d.  h.  ist  der  imaginäre  Hauptpunkt  Mi  von  5,  so  dass  die  Haupt- 
linie  n,-  die  Gerade  LMi  ist. 

In  gleicher  Weise  erkennt  man ,  dass  der  Schnittpunkt  von  n  und  k^ 
d.  h.  der  durch  die  Coordinaten  0,  ffg)  ^  fizu-te  imaginäre  Punkt  M,-  ein 
Hauptpunkt  von  2  ist,  und  dass  die  ihm  entsprechende  Hauptlinie  von  S 
die  imaginäre  Verbindungslinie  Ni  L  ist ,  deren  Gleichung  ofifenbar 

lautet.     Wir  erhalten  somit  endlich  den  folgenden  Satz : 

„Sind  zwei  ebene  Systeme  Ä'und  Z  eindeutig  ver- 
wandt,   so  sind    entweder  alle  Hauptelemente    reell, 
oder  aber  jedes  System  enthält  zwei  conjugirt  ima- 
ginäre   Hauptpunkte    Mi^    Ni    resp.   iVf,,    iV^ ,    denen  je 
zwei  conjugirt  imaginäre  Hauptlinien  ^,-,  v,re8p.  m,-,  it,- 
entsprechen,  d.  h.  die  Verbindungslinie  /  resp.  l  erste- 
rer,  als  auch  der  Schnittpunkt  A  resp.  Z  letzterer  sind 
reell  und  Hauptelemente  der  Systeme.*' 
Man  ersieht  daraus,  dass  also  auch  für  den  eben  betrachteten  Fall  der 
imaginären  Hauptelemente  die  nämlichen  Gesetze  bezüglich  ihrer  Anord- 
nung gelten ,  wie  dann ,  wenn  die  Uauptelemente  insgesammt  reell  sind. 
12.  Ist  Cn  eine  Curve  n^^  Ordnung  im  Systeme  S,  deren  Gleichung 

sein  mag,  wo  F  eine  homogene  Function  n^^^  Grades  der  Variabein  be- 
deutet, so  ist  die  Gleichung  der  ihr  in  £  eindeutig  entsprechenden  Curve 
offenbar 

^[(i|-««f)(^-«iÖ.    ^U    ^6a=o; 

dieselbe  ist  in  £,  i^,  ^  homogen  und  zwar,  wie  man  leicht  übersieht,  vom 
Grade  2fi.     Es  entspricht  somit  immer  einer  Curve  n^^'  Ordnung  in  einem 
eindeutig  verwandten  Systeme  ein  Ort  /s«  von  der  Ordnung  2n, 
Schneidet  man  /an  durch  eine  durch  A  gehende  Gerade 

so  stellt  die  Gleichung : 

oder  aber : 

'?"^h(l-«i|5)(l-aa«,  i>l,  Eß^]-=0 
die  2n  Geraden  vor,  welche  der  Punkt  S=0,  iy=0  mit  den  2«  Schnitt- 
punkten von  Fa«  und  der  Geraden  t  =  ßri  verbinden.  Die  Gerade  iy=0 
ist  darin  n-mal  mitenthalten,  zum  Beweise,  dass  jede  durch  A  gehende  Ge- 
rade mit  r2n  in  ^n  Punkte  gemein  hat,  d.  h.  A  ist  ein  rt-facher  Punkt 
von  Fzn-  Allein  es  lässt  sich,  wenn  auch  mit  grösserer  Mühe,  zeigen,  dass 
die  beiden  imaginären  Hauptpunkte  M,- und  Ni  ebenfalls  n- fache  Punkte 
von  Fin  sind.  Betrachtet  man  nämlich  eine,  etwa  durch  Mi  gehende  Trans- 
versale ,  so  wird  sich  ihre  Gleichung  jedenfalls  in  der  Form 
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schreiben  lassen,  da  sie  ja  darch  die  Voran  ssetzung 

5  =  0,    i?=5a,,    j:=i 
befriedigt  sein  soll.     Aus  ihr  ergiebt  sieb 

woraus  folgt,  dass  die  Gleichung 

et  a 

das  System  jener  2n  Geraden  repräsentirt ,  welche  A  mit  den  Schnittpunk- 
ten von  l2n  und  der  Transversale  verbinden.  Allein  diese  Gleichung  lässt 
sich  aucb  in  der  Form : 

schreiben,  d.  h.  die  Gerade  ti  —  a,J;c=0  oder  AMi  kommt  unter  den  er- 
wähnten 2n  Geraden  n-mal  vor,  oder,  mit  anderen  Worten,  im  Punkte  iVf«- 
sind  n  Schnittpunkte  der  Transversale  mit  F^n  vereinigt.  Da  die  Trans- 
versale eine  durch  M»  sonst  beliebig  gezogene  Gerade  war,  so  folgt,  dass 
Mi  ein  n-facher  imaginärer  Punkt  der  Cutve  r2n  ist.  Weil  nun  dasselbe 
bezüglich  Ni  gilt,  so  können  wir  ganz  allgemein  sagen: 

„Einer  Curve  Cn  n^^'  Ordnung  entspricht  in  einem 
eindeutig  verwandten  Systeme    eine   Curve   J2n  von 
der  Ordnung   2n,   die   in   den   Hauptpunkten  »-fache 
Punkte  hat." 
Was  in  einem  früheren  Artikel  bezüglich  der  n  Tangenten  von  F^n  in 
den  als  reell  vorausgesetzten  Hauptpunkten  erwiesen  wurde,   Hesse  sich 
hier  ganz  auf  die  nämliche  Art  für  den  reellen  Hauptpunkt  A  zeigen   und 
mag  hier  deswegen  nicht  näher  ausgeführt  weiden;  dass  hiergegen  der  be- 
treffende Satz  für  ilf,und  iV,-  seine  Giltigkeit  bewahre,  soll  zunächst  gezeigt 
werden,  obgleich  der  Beweis,  eben  weil  man  es  mit  imaginären  Punkten  zu 
thun  hat,  etwas  schwieriger  wird. 

Betrachtet  man  eine  imaginäre  Hauptlinie  von  /S,  also  etwa  die  durch 
die  Gleichung 

bestimmte  Hauptlinie  ni ,  so  wird  dieselbe  unsere  Curve  C^  in  n  imaginären 
Punkten  schneiden  und  wir  wollen  die  Gleichung  jener  n  Geraden ,  die  den 
Hauptpunkt  iV,-  mit  diesen  n  Schnittpunkten  verbinden,  betrachten.  Da 
l^i  die  Coordinaten  0,  Bai,  E  hat,  so  wird  sich  die  Gleichung  einer  jeden 
durch  denselben  gehenden  Geraden  g  auf  die  Form 

bringen  lassen;  setzen  wir  voraus,  dass  jene  Coordinatenwerthe ,  welche 
diese  und  die  Gleichung 
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y       D 

befriedigen,  auch  der  Gleicbung 

geDügen,  so  ist  g  eine  der  erwäbnteii  n  VerbiDdungslinien.  Das  ihr  ent- 
sprechende Gebilde  in  Z  ergiebt  sich  durch  Elimination  von  x^y^  z  ans  der 
Gleichung  von  g  und  aus  14)  in  Form  einer  Qetei:9)iDllQte.t  9(}^r,al>^  p^ 
wickelt  und  nach  leichter  Keduction 

(i,-«.J)[a(.,-«,S)  +  ^2)g=0, 
d.  h.  der  durch  iV,-  gehenden  Geraden  g  entspricht  in  E  die  Haaptlinie  ^i 
(nämlich  die  Linie  ly  —  ««f  =  0)  und  eine  durch  JV,-  gehende  Gerade  y 

weil  ihr  ja  durch  die  Coordinatenwerthe  0,  a, ,  1  genügt  wird. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  diese  Gerade  y  eine  Tangente  der 
Curve  I20  im  Punkte  Ni  ist.  Denn  eliminirt  man  aus  der  Gleichung  von  y 
und  jener  von  F^n  die  Variabele  |,  so  ergiebt  sich 

oder  aber,  wie  man  sofort  übersieht, 

(,-«.S)»/'[(,-«.f),    -"-1,    -^]=o 

als  die  Gleichung  der  2n  Geraden,  die  A  mit  den  Schnittpunkten  von  y 
und  l2n  verbinden.  Der  n  mal  auftretende  Factor  ij  —  a^^  zeigt  an,  dass 
IVi  ein  n-facher  Punkt  von  Pm  ist,  während 


.[„_,.„,  _«^,  _si]=, 


die  anderen  n  Verbindungslinien  repräsentirt. 

Nun  wurde  aber  angenommen,  dass  die  Coordinatenwerthe  ar,  y,  z, 
welche  der  Gleichung  von  g  und 

^-^ « 

genügen,  d.  h«  die  Coordinaten 

X  :y  :z=  ED  {a^  — a,)  :  ai>a,  :  aE 
oder  aber 

auch  die  Function  F  auf  Null  bringen.  —  Setzt  man  in  der  letzten  Gteic^- 
uug  1?  =  «i  £ ,  80  folgt : 

und  dies  ist  nach  dem  eben  Gesagten  mit  Null  identisch.  Weil  somit  die 
vorletzte  Gleichung  für  17  ^  ^i  ^  mit  Null  identisch  wird,  so  muss  sich  der 
Factor  ij  — or,  ^  aus  ihr  herausheben  lassen,  d.  h.  sie  lässt  sich  in  der  Form 
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(,?-a,S)<5(iy,  0  =  0 

schreiben ,  wo  0  eine  homogene  Fnnction  vom  Grade  {n  —  1)  ist«  Wir  er- 
kennen also,  dass  rj  —  «1^=0  oder  die  Gerade  fi^eine  der  zuletzt  genannten 
n  Verbindungslinien  ist,  dass  daher  in  iV,- nicht  nnr  n,  sondern  n  +  l  Schnitt- 
punkte von  y  und  r2n  vereinigt  sind,  woraus  folgt,  dass  y  eine  Tangente 
von  /2n  im  Hauptpunkte  Nf  ist.    Wir  erhalten  somit  den  Satz: 

„Besitzen  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme  auch 
imaginäre  Hauptpunkte  Mi,  iV,-,   resp«  Miy  JV.-,  so  ent- 
spricht einer  Curve  C»  des  ersteren  eine  Curve  Fiuj  die 
in  MiUni  Nt  imaginäre  n-fache  Punkte  besitzt.     Die  n 
imaginären  Tangenten  von  Fzn  in  Mi  entsprechen  den 
Verbindungslinien     von     Mi    mit     den    n    imaginären 
Schnittpunkten  von  m^  und  C„;   ganz  dasselbe  gilt  be- 
züglich JV^" 
Es  wird  keine  Schwierigkeiten  bereiten,  zu  beweisen,  dass  auch  der 
folgende  Satz  für  imaginäre  Hauptelemente  gelte:    „Hat  eine  Curve  C„  in 
den  Punkten  I,  Mi,  iV,re8p.  einen  p-,  q-,  r-fachen  Punkt,  so  ist  der  ihr  ent- 
sprechende Ort  r^n  zusammengesetzt  aus  der  resp.  p-,  q-,  r-fachen  Haupt- 
linie 1,  fi<,  V,-  und  aus  einer  Curve  von  der  Ordnung  2n  —  {p+Q  +  f)]  letz- 
tere hat  in  ui,  Mi,  und  Ni  resp.  einen  n— (7  +  r),  n— (r+/>),  «  —  (/>  +  ?• 
fachen  Punkt." 

13.  Betrachten  wir  nun  wieder  ganz  allgemein  zwei  eindeutig  ver- 
wandte Systeme  S  und  £,  d.  h.  legen  wir  die  Verwandtschaftsgleichungen 
1)  oder  ihre  Umformungen  2)  zu  Grunde ,  so  lässt  sich  denselben  der  fol- 
gende Sinn  unterlegen.  ^ 

Ist  im  Systeme  2  ein  Punkt  (£,  ij,  ^)  gegeben,  so  kann  man  ihm  in  S 
die  durch 

Xfn  +  yfi2  +  zfi3=^0,     t  =  l,2 
dargestellten  Geraden  —  deren  laufende  Ooordinaten  x,  y,  z  sind,  entspre- 
chen lassen,  und  es  lässt  sich  dann  zeigen,  dass  das  System  S  in  doppelter 
Weise  reciprok  auf  H  bezogen  ist.     Betrachtet  man  vorerst  den  Fall ,  wo 
man   dem  Punkt  (£ ,  i^,  {;)  die  Gerade 

anordnet,  so  sieht  man  sofort,  dass  jedem  Punkte  (|,  17,  ^)  von  2  eine  Ge- 
rade von  S  entspricht;  und  umgekehrt,  ist  in  S  eine  Gerade  durch  die 
Gleichung 

^aj+ Z?y-fC;r=s0 
gegeben,  so  kann  man  leicht  jenen  Punkt  von  ^finden,  dem  sie  zugeordnet 
erseheint.  Denn  man  hat  £,  ?;,  ^  nur  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichungen 

/n Aj ns 

A  ~  B^  C 
oder  aber 

^Ai  =  ^A2     und     Cf,,==Bf,, 
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besteben,  was  uns  —  da  /*  lineare  homogene  Functionen  von  £,  i|,  {;  sind 
—  nur  ein  Werthsystem  |,  17,  {^  liefert.  Somit  entspricht  auch  umgekehrt 
jeder  Geraden  von  S  nur  ein  Punkt  von  £. 

Erzeugt  der  Punkt  (|,  17,  {;)  in  ^  eine  Gerade  von  der  Gleichung 

so  httllen  die  entsprechenden  Geraden 

ein  Strahlenbtischel  ein;  denn  in  diesem  Falle  genügen  |  und  17  —  die  man 
ja  als  Liniencoordinaten,  weil  sie  die  letztgeschriebene  Gerade  vollkommen 
und  eindeutig  bestimmen,  auffassen  kann  —  einer  linearen  Relation,  woraus 
die  Wahrheit  unserer  Behauptung  sofort  einleuchtet 

Allein  durch  das  bisher  Festgesetzte  wäre  die  reciproke  Verwandt- 
schaft der  Systeme  S  und  £  nicht  fizirt;  man  muss  noch  die  Gleichung 

zu  Hilfe  nehmen.  Lässt  man  nftmlich  einem  Punkte  (^,  y,  z)  von  S  die 
durch  die  letzte  Gleichung,  in  der  |,  rj,  {die  laufenden  Coordinaten  sind, 
repräsentirte  Gerade  von  2  entsprechen,  so  sind  die  Systeme  S  und  JS  auf 
einander  reciprok  bezogen.  Man  erkannt  nämlich  ebenso  wie  früher,  dass 
jedem  Punkte  von  S  nur  eine  Gerade  in  £  zugeordnet  ist,  und  dass  auch 
umgekehrt  jeder  Geraden  von  £  nur  ein  Punkt  von  S  entspricht  Wesent- 
lich ist  hierbei  noch  das  Folgende ,  was  sich  jedoch  ebenfalls  sehr  leicht 
ergiebt:  „Liegt  der  Punkt  {x\  y\  z)  auf  jener  Geraden 

welche  dem  Paukte  (§',17',;?')  entspricht,  so  geht  die  dem  Punkte  {x\y\  z) 
entsprechende  Gerade 

S<)p'ii+^9'it  +  ?<)p'i8  =  0 
durch  den  Punkt  ($',17 ,0*"     Denn  aus  der  ersten  Annahme  folgt  sofort: 

oder  aber  nach  ^,  i/i\  ^  geordnet 

SVii  +  i?>'it  + 1' 9  !•  =  <>> 
welche  Gleichung  ausdrückt,  dass  die  Gerade 

durch  den  Punkt  (1^,  9;',  (f)  gehe,  wie  behauptet  wurde.  —  Fasst  man  das 
Gesagte  zusammen ,  so  hat  sich  ergeben ,  dass  durch  die  Gleichung 

jedem  Punkte  ({,  1^,  f)  von  £  eine  Gerade  von  5,  und  vermöge 

jedem  Punkte  (o? ,  y,  z)  von  S  in  £  ein  Strahl  zugeordnet  ist,  und  dass  auf 
diese  Weise  S  und  £  reciprok  auf  einander  bezogen  sind.  Aus  denselben 
Gründen  sind  die  Systeme  1^  und  £  durch  die  Gleichungen 
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leciprok  aaf  einander  bezogen  —  jedoch  in  anderer  Art.  Die  erste  reci- 
proke  Verwandtschaft  wollen  wir  symbolisch  mit  F^,  die  letztere  mit  F, 
der  Kürze  wegen  bezeichnen. 

Wählt  man  nun  in  £  einen  beliebigen  Funkt  (£,  i},  £) ,  so  bestimmt 
sicli  der  ihm  eindeutig  verwandte  (^,  y,  z)  aus  den  Gleichungen 

^fii+yfit  +  ^fifi^Oy 

d.  h.  es  ist  der  Schnittpunkt  der  durch  diese  Gleichungen  dargestellten 
Geraden.  Nun  sind  aber  diese  Geraden  offenbar  jene,  die  rermöge  der 
reciproken  Verwandtschaften  F^  und  V^  dem  Punkte  (|,  ij,  {;)  zugeordnet 
erscheinen  und  ganz  Aehnliches  gilt  bezüglich  eines  Punktes  (a:,y,z)  von  & 
Berücksichtigt  man,  dass  jede  Verwandtschaftsgleichung  eine  reeiproke 
Beziehung  der  betrachteten  Art  zwischen  S  und  2  festsetzt  und  dass  eine 
eindeutige  Verwandtschaft  Art.  2  zufolge  durch  unendlich  viele  leicht  zu 
bildende  Verwandtschaftsgleichungen  fizirt  werden  kann,  so  folgt  der  Satz: 

„Sind  zwei  ebene  Systeme  S  und  ü  in  eindeutiger  Verwandtschaft, 
so  lassen  sie  sich  auf  unendlich  viele  Arten  auf  einander  so  reciprok  be- 
ziehen, dass  der  einem  Punkte  des  einen  Systems  eindeutig '  verwandte 
Punkt  als  Durchschnitt  jener  Geraden  erscheint,  die  dem  erstgenannten 
Punkte  vermöge  der  reciproken  Verwandtschaften  entsprechen«*' 

Daraus  ergiebt  sich,  dass  wir  zwei  ebene  Systeme  S  und  ^in  folgen- 
der Weise  eindeutig  auf  einander  beziehen  können.  Wir  beziehen  näm- 
lich S  und  2  in  doppelter  Weise  reciprok  auf  einander  und  ordnen  einem 
Punkte  des  einen  Systems  jenen  Punkt  des  anderen  zu,  wo  sich  die  erste- 
rem  reciproken  Strahlen  (Polaren)  schneiden.  Die  auf  diese  Weise  fest- 
gesetzte Verwandtschaft  wurde  von  Herrn  Theodor  Beye  unter  dem 
Namen  „quadratische  Verwandtschaft"  in  seiner  Abhandlung  „Geome- 
trische Verwandtschaften  zweiten  Grades'*,  Zeitschr.  f.  Math.  u.Phys.  XI,  4, 
auf  synthetischem  Wege  untersucht  und  zugleich  gezeigt,  wie  man  sie  zur 
Auffindung  geometrischer  Wahrheiten  und  zur  Lösung  gewisser  Construc- 
tionsaufgaben  verwenden  könne;  die  meisten  in  dieser  Arbeit  erhaltenen 
Besultate  sind  natürlich  in  dem  Vorhergehenden  mit  enthalten. 

Wenn  man  den  zuletzt  erwiesenen  Satz  und  das  Besultat  des  Art.  2 
zusammenhält,  so  ergiebt  sich  das  folgende  interessante  Sesultat:  „Werden 
zwei  ebene  Systeme  S  und  H  beliebig  oft  auf  einander  reciprok  bezogen, 
so  zwar,  dass  die  Polaren  von  7  Punkten  des  einen  durch  7  Punkte  des  an- 
deren resp.  hindurchgehen,  so  gehen  die  Polaren  jedes  Punktes  durch  einen 
fixen  Punkt."  Es  sei  uns  vergönnt,  noch  für  einen  Augenblick  der  Arbeit 
des  Herrn  Beye  zu  gedenken  und  eines  Besultates  zu  erwähnen,  das  für 
die  betrachtete  Verwandtschaft  und  auch  für  andere  Probleme  von  grosser 
Wichtigkeit  ist.  Der  Herr  Verfasser  löst  nämlich  pag.  296  linear  die  Auf- 
gabe, zwei  Ebenen  auf  einander  so  reciprok  zu  beziehen, 
dass   die   Polaren  von    7  gegebenen  Punkten   durch   7  resp. 
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Punkte  hindurchgehen  sollen,  wodurch,  wie  ja  sofort  einleuchtet, 
priiftcipiell  die  Aufgabe  gelöst  ist,  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme  linear 
zu  vervollständigen  ,  sobald  man  7  Paare  entsprechender  Punkte  kennt. 
Allein  die  angegebene  Oonstruction  ist,  wie  der  Herr  Verfasser  selbst  be- 
merkt, wenn  auch  principiell  einfach ,  in  ihrer  Ausführung  dennoch  so  com- 
plicirt,  dass  man  sie  zur  wirklieben  Vervollständigung  wohl  nicht  gebrau- 
chen könnte;  aus  diesem  Grunde  mag  es  gentigen,  anf  die  Lösung  des 
Herrn  ^W^ eye  blos  aufmerksam  gemacht  zu  haben. —  Endlich  sei  be- 
merkt, dass  durch  dieses  Resultat  auch  eine  Oonstruction  der  Flächen 
a weiten  Grades  aus  neun  Punkten  und  die  Lösung  von  Chasles'  Problem 
der.Homographie  gegeben  ist. 

14*  .Bisher  wurden  die  eindeutig  verwandten  Systeme  beliebig  im 
Räume  liegend  vorausgesetzt  und  die  Abhängigk.eit  der  Figuren  des  einen 
Systems  von  den  Figuren  des  anderen  abgehandelt.  Nimmt  man  beide 
Systeme  auf  demselben  Träger  (Ebene)  an,  so  bieten  sich  manche  Eigen- 
thümlichkeiten  dar,  welche  näher  erwähnt  zu  werden  verdienen;  nament- 
lich ist  die  für  die  Gonstruction  der  Curven  höherer  Grade  wichtige  invo- 
lotorische  Lage  derselben  zu  berücksichtigen. 

Denkt  man  sich  zwei  Systeme  S  und  Z  auf  einer  Ebene  vereinigt,  so 
kann  man  alle  Punkte  sowohl  von  S^  als  auch  von  2  auf  ein  und  dasselbe 
Coordinatensystem  beziehen.  Rechnet  man  einen  Punkt  zam  Systeme  5, 
so  mögen  seine  Goordinaten  mit  or,  y,  z  bezeichnet  werden ,  dagegen  sollen 
it  V*  i  ^i^  homogenen  Goordinaten  eines  Punktes  sein,  den  man  zum  Sy- 
steme £  rechnet  Den  allgemeinen  Verwandtschaftsgleichungen  1)  zufolge, 
nämlich 

entspricht  jedem  Punkte  {Xy  y,  z)  der  betrachteten  Ebene ^  wenn  man  ihn 
zum  System  S  rechnet,  jener  Punkt  (g,  17,  £),  dessen  Goordinalen  man 
erhält,  wenn  man  die  Grössen  o;,  y,  z  in  die  Gleichungen  1)  einsetzt  und 

dieselben  nach  y  und  -p  auflöst;   rechnet  man  dagegen  einen  Punkt  zum 

Systeme  2y  so  erhält  man  durch  Einsetzen  dieser  Werthe  In  1)  (wo  ja  f 
lineare  Functionen  von  £,  1;,  ^  sind)  und  Auflösen  dieser  Gleichungen  nach 

—  und  —  die  Goordinaten  des  entsprechenden  Punktes  (a?,  y,  z). 

Will  man  jene  Punkte  der  Ebene  finden ,  die  sich  selbst  entsprechen, 
so  müssen^offenbar  ihre  Goordinaten  sowohl  für  o;,  y,  z,  als  auch  für  |,  if»  {; 
in  .})^^S^^^^>  diese  Gleichungen  erfüllen.  Bezeichnet  man  somit  die 
Goordinaten  der  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  durch  £,  17,  ^,  so  sind 
sie  durah  folgende  Bedingungsgleichungen  bestimmt: 
IAi  +  i/A-2  +  ?/;3  =  0,     1  =  1,2. 

Da  beide  Gleichungen  quadratisch  sind,  so  liefern  sie  vier  sich  selbst 
entsprejchende  Punkte.     Somit  kann  man  sagen ,  dass  zwei  eindeutig  ver- 
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wandte  Systeme  aaf  demselben  Träger  im  Allgemeinen  vier  Punkte  ent- 
Bprechend  gemein  haben,  unter  denen  auch  imaginftre  und  zwar  paar- 
weise vorkommen  können. 

Ganz  besonders  wichtig  ist  die  involutoriscjie.  Lag.e.  d^K^t^Ql^^  ^^ 
trachteten  Systeme.  Wir  woMen  zwei  eindeutige  Systeme  auf 
demselben  Träger  involutorisch  nennen,  wenn  jedem  Punkte 
der  nämliche  Punkt  entspricht,  mag  man  ersterenzuSodersu 
^rechnen.  ^  JPüx  ^ejche  Form  der  Verwandtschaftsgleichungen  diese 
specielle  Lage  eintritt,  wird  ^r«ie  kni'ze  Beira^htung  zeigen. 

Ordnet  man  nämlich  die  Verwandtschaftsgleichnngen  1)  nach  de^  Co' 
ordinaten  |,  i},  ^,  so  erhalten  dieselben  die  Form  2),  wobei  die  Grössen  ip 
die  zu  Anfang  erwähnte  Bedeutung  haben.     Entspricht  nun  einem  Punkte 
(a,  b,  c)  von  S  der  Punkt  («,  ß,  y)  von  2^,  d.  h.  werden  die  Gleichungen  1), 
also  auch  2)  erfüllt,  wenn  mau  statt  Xj  y^  z  die  Grössen  a^hy  c  und  statt 
I,  1},  i  die  Werthe  er,  jS,  y  einsetzt,  so  müssen  für  die  involntorische  Lage 
beider  Systeme  die  nämlichen  Gleichungen  erfüllt  sein,  wenn  man  a,  ß,y 
statt  Xj  y,  z  und  a,  b,  c  anstatt  ^,  17,  ^  substituirt.    Soll  dies  aber  für  jeden 
Punkt  gelten  I  so   müssen  offenbar  die  entsprechenden  Coefficienten  der 
Trinome  fij  und  <pij  einander  gleich  sein.     Nun  ist  aber« 
fij  =  fl.7  ^  +  b{jfi+  Cij  f,     ,^  ^  2 
^ij  =  w,-2aj  +  nii^x  +  Wi'sz, 
wobei  m  ^  a ,  6 ,  c  ist ,  je  nachdem  man  y  =  1 ,  2,  3  setzt     Somit  liefert  die 
Indentitat  dieser  Gleichungen 

Qij  =  iwn  I     bij  =  m«  >     Cij  =  »i,j ; 
oder  aber,  wenn  man  für  j  die  Werthe  1,  2,  3  und  für  m  resp.  a,  b^  c  setzt; 

Setzt  man  endlich  für  f  die  Werthe  1 ,  2 ,  so  erhält  man  für  die  involn- 
torische Lage  beider  Systeme  folgende  sechs  hinreichende  und  nothwen- 
dige  Bedingungen: 
jgv  I  öit  =  ^1  >     «it  =  <?ii     ttnd    ft„  =  Cj, , 

Die  eindeutige  involntorische  Verwandtschaft  zweier  ebenen  Systeme 
auf  demselben  Träger  ist  festgestellt,  sobald  vier  Paare  entsprechender 
Punkte  gegeben  sind.  Denn  in  Art.  2  waren  es  8  unabhängige  Coeffi- 
eienten,  die  in  einer  Verwandtschaftsgleichnng  auftraten,  und  7  Paare  ent- 
sprechender Punkte  reichten  hin,  die  Verwandtschaft  zu  fixiren;  hier  hat 
man  nach  16)  um  3  weniger,  d.h.  5  independente  Coefficienten  in  einer 
Verwandtschaftsgleiehuug  Und. es  lässt  sich  somit  wie  im  Art.  2  darthun, 
dass  4  Paare  entsprechender  Punkte  die  eindeutige  involntorische  Ver- 
wandtschaft fixiren. 

Wie  bemerkt  wurde,  sind  für  die  involntorische  Lage  die  Functionen 
fijj  <pij  identisch.,  woraus  sofort  erhellt,  dass  sowohl  die  Gleichungen  4) 
und  6) ,  als  auch  8)  und  5)  bezüglich  der  Coefücienten  die  nämlichen  sind, 
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dass  also  zwei  involutorische  Systeme  nur  ein  Hanptdreieck  besitzen,  was 
auch  aus  dem  gegebenen  Begriffe  der  Involution  folgt.  Wir  haben  somit 
für  den  jetzigen  Fall  die  Punkte  X,  M^  N  mii  den  resp.  Punkten  Aj  M^  N 
als  identisch  anzusehen. 

Es  lassen    sich  an  die  eben  aufgefundenen  Bedingungsgleichungen 
wichtige  Folgerungen  anknüpfen.  Betrachtet  man  nfimlich  den  Kegelschnitt 

von  der  Gleichung 

17)  27=fl,,r  +  2au£i|  +  ^i«i;'  +  2auSt+2^*i?t+Cu£*  =  0 
und  jenen ,  dessen  Gleichung  die  folgende  ist 

18)  F=a,jf  +  2a„|i2  +  6,.i?«  +  2a„6t+26.,iyf+c„J:«  =  0, 

so  ist  die  Gleichung  der  Polare  eines  bestimmten  Punktes  (^,  «7,  £^)  bezüg- 
lich des  Kegelschnittes  17) 

dU ^      du ^     dU     ^ 

nnd  die  Gleichung  der  Polare  desselben  Fnnktes  bezüglich  des  Kegel- 
schnittes 18): 

er  ,    dv  ,   dv 

wobei  Xf  y,  z  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Nun  sind  aber  diese  Gleich-  . 
ungen  der  Polaren  nichts  anderes,  als  die  Yerwandtschaftsgleichungen  1), 
wenn  man  nämlich  die  Gleichungen  16)  berücksichtigt,  d.  h.  es  sind  die 
Yerwandtschaftsgleichungen  für  die  involutorische  Lage  beider  Systeme, 
was  sofort  bei  der  wirklichen  Berechnung  der  partiellen  Differentialquo- 
tienten und  Unterdrückung  des  Factors  2  erhellt.     Löst  man  die  letzten 

zwei  Gleichungen  nacb  —  und  —  auf,  so  erhält  man  demnach  den  dem 

Punkte  (§,  17,  £)  eindeutig  zugeordneten  Punkt  (^r,  y,  z),  welches  aber  zu- 
gleich der  Schnittpunkt  der  Polaren  von  (|,  1;,^)  bezüglich  der  beiden 
durch  17)  und  18)  dargestellten  Kegelschnitte  ist.  Berücksichtigt  man,  dass 
die  Gleichungen 

£7=0,     F=0 
durch  die  Combination 

V  +  XV=0 
ein  ganzes  Kegelschnittbüschel  repräsentiren  und  dass  die  Polaren  eines 
Punktes  bezüglich  aller  Kegelschnitte  eines  Büschels  durch  einen  Punkt 
gehen ,  so  folgt  der  wichtige  Satz : 

„Sind  zwei  eindeutig  verwandte  Systeme  in  invo- 
lutorischer  Lage,  so  lässt  sich  immer  ein  Kegel- 
schnittbüschel 

so  angeben,  dass  der  einem  Punkte  zugeordnete 
Punkt  der  Durchschnitt  der  Polaren  des  ersteren 
bezüglich  dieses  Kegelschnittbüschels  ist.*' 
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15.  Der  gefundene  Satz  erlaubt  uns,  die  eindeutige  involutorische 
Verwandtschaft  mit  grosser  Leichtigkeit  zu  untersuchen.  Den  einem  Punkte 
a  zugeordneten  Punkt  a  findet  man  nämlich  als  den  Durchschnitt  der 
Polaren  von  a  bezüglich  der  Kegelschnitte  des  Büschels  V'\-X  V=s  0 ; 
natürlich  wären  dazu  blos  zwei  Kegelschnitte  des  Büschels  nöthig.  Die 
vier  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  sind  oflfenbar  die  Scheitel  1,  3, 
3>  4  des  Kegelschnittbüschels  U  +  XV=i  0,  Betrachtet  man  das  Dia- 
gonaldreieck {LMN)  des  Vierecks  (12  3  4),  so  ist  das  erstere  augen- 
scheinlich das  Hauptdreieck  des  involutorischen  Systems.  Es  ist  be- 
kanntlich {LMN)  das  sich  selbst  conjugirte  Dreieck  bezüglich  aller  Ke- 
gelschnitte des  Büschels,  d.  h.  jede  Seite  desselben  ist  die  Polare  der 
Gegenecke  bezüglich  aller  Kegelschnitte  des  besagten  Büschels.  Daraus 
folgt  unmittelbar,  dass  jeder  Ecke  dieses  Dreiecks  nicht  ein  Punkt,  son> 
dem  alle  Punkte  der  Gegenseite  desselben  entsprechen,  weshalb  eben  das 
Diagonaldreieck  {LMN)  das  Hauptdreieck  des  involutorischen  Systems  ist. 
Man  könnte  wie^  schon  bemerkt  wurde,  {LMN)  ebenso  gut  mit  {AMN)  be- 
zeichnen, da  ja  für  die  involutorische  Lage  vollkommene  Vertauschungs- 
fahigkeit  herrscht.  Alle  für  die  allgemeine  Lage  eindeutig  verwandter 
Systeme  bewiesenen  Sätze  werden  sich  sofort  auf  die  involutorische  Lage 
derselben  übertragen,  wenn  man  nur  die  Identität  der  früher  verschiedenen 
Hauptdreiecke  berücksichtigt,  pie  Aufzählung  dieser  Sätze  und  Aufgaben 
würde  zu  weit  führen  und  soll  daher  unterbleiben. 

Sind  die  vier  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  zweier  eindeutigen 
involutorischen  Systeme  reell  und  gegeben,  so  kann  man  am  vortheilhafte- 
sten  in  folgender  Weise  zu  jedem  Punkte  den  entsprechenden  construiren. 
Seien  1,  2,  3,  4  die  besagten  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  und  somit 
nach  Früherem  die  Scheitel  des  Kegelschnittbüschels  Ü+X  V==0.  Die  drei 
Grenzfälle  dieses  Büschels ,  nämlich  die  drei  Gegenseitenpaare  des  Vier- 
ecks (12  3  4)  lassen  sich  zur  verlangten  Construction  am  besten  verwen- 
den. Betrachtet  man  nämlich  das  System  der  Geraden  14 ,  23 ,  deren 
Durchschnitt  Z  heissen  mag,  so  ist  dies  ein  Kegelschnitt  des  Büschels  und 
die  Polare  eines  beliebigen  Punktes  a  bezüglich  desselben  ist  der  zu  aL 
hinsichtlich  der  Geraden  14  und  23  harmonisch  zugeordnete  Strahl,  den 
man  leicht  linear  construiren  könnte.  Fasst  man  noch  eins  der  Gegensei- 
tenpaare, etwa  12,  34  als  Kegelschnitt  des  Büschels  auf,  so  ist  die  Polare 
von  a  bezüglich  desselben  die  vierte  Harmonikale  zn  aM  bezüglich  des 
Strahlenpaares  12 ,  34 ,  wobei  M  den  Schnittpunkt  eben  dieses  Strahlen- 
paares bedeutet.  Der  dem  Punkte  a  entsprechende  Punkt  a  ist  nun  der 
Schnitt  der  beiden  linear  construirten  Harmonikaien  und  somit  selbst  li- 
near construirbar.  Hat  man  jedoch  zu  vielen  Punkten  die  entsprechenden 
zu  construiren,  so  verfahre  man  lieber  folgendermassen.  Man  lege  durch 
zwei  Hauptpunkte  —  etwa  Z  und  M  —  einen  Kreis,  weicher  die  in  L  zu- 
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sammentreffenden  Gegenseiten  des  Vierecks  (12  3  4)  in  e  und  /",  dagegen 
die  in  M  sich  schneidenden  Gegenseiten  desselben  in  6  und  (p  treffen  mag. 
Nun  ziehe  man  in  e  und  f  an  den  Kreis  die  Tangenten,  deren  Durchschnitt 
p  heissen  soll ,  desgleichen  thue  man  bezüglich  e  und  (p ,  was  den  Pankt  it 
liefern  wird. 

Der  einem  Punkte  a  zugeordnete  Punkt  a' liegt  nun  auf  jenem  Strahle, 
der  zu  a  Z  bezüglich  14  und  23  harmonisch  conjugirt  ist.  Zieht  man  nun 
aL  bis  der  Kreis  in  r  und  rp  bis  er  in  s  getroffen  wird,  so  bilden  die 
Punkte  «,  /",  r,  s  vier  harmonische  Punkte  des  Kreises,  d.  h.  \efrs\  = — 15 
denn  nimmt  man  p  als  das  Centrum  einer  Punktinvolution  auf  dem  Kreise 
an,  so  bilden  r  und  s  ein  Punktepaar  derselben,  während  e  und  f  die  Dop- 
pelpunkte sind,  woraus  die  Eichtigkeit  unserer  Behauptung  folgt.     Ist  aber 

80  ist  auch  das  aas  L  über  diesen  Punkten  errichtete  vierstrahlige  Büsch®^ 
harmonisch,  d.  h.  X^  ist  zu  La  harmonisch  bezüglich  Zß=l4,  'Lf=z  23 
und  somit  liegt  der  a  zugeordnete  Punkt  a  auf  Ls. 

Zieht  man  aM  bis  der  Kreis  in  q  und  (»it  bis  er  in  a  getroffen  wird, 
so  folgt  ebenso,  dass  Ma  die  vierte  Harmonikale  ist  zu  aM  bezüglich  12 
und  34.  Der  gesuchte  Punkt  a'  ist  daher^der  Schnitt  von  Ls  und  Mc.  — 
Diese  Construction  ist  zwar  ohne  Zirkel  unausführbar,  allein  sie  führt  ele- 
ganter und  schneller  zum  Ziele  als  die  früher  angegebene  lineare  Con- 
«tructionsweise. 

Beachtet  man,  dass  rund  s  ein  Punkte  paar  einer  Involution  ist, 
deren  Doppelpunkte  e  und  f  sind,  so  folgt,  dass  die  Strahlen  La  und  La\ 
welche  einen  Hauptpunkt  mit  entsprechenden  Punkten  verbinden,  eine 
Involution  bilden,  deren  Doppelstrahlen  Le  und  X/*,  d.  h.  die  durch  den 
Hauptpunkt  gehenden  zwei  Seiten  des  sich  selbst  entsprechenden  Vier- 
ecks sind. 

16,  Wir  wollen  nun  zu  der  Angabe  derjenigen  Curven  schreiten, 
deren  Construction  mit  Hilfe  der  betrachteten  Verwandtschaft  sofort  ein- 
leuchtet. Die  Grundlage  dafür  bietet  Folgendes:  „Eine  durch  drei  /{-fache 
und  weitere  einfache  Punkte  bestimmte  Curve  2n^"  Ordnung  lässt  sich  con- 
struiren,  sobald  man  im  Stande  ist,  eine  Curve  n^^^  Ordnung  zu  verzeich- 
nen."     Denn    ein  n-facher   Punkt    gilt   für    — w  (;i  + 1)    Bedingungen, 

woraus   folgt,   dass   eine  Curve  2»'«"^  Ordnung    durch   3n- fache  Punkte 

1  ^  « 

X,  JP/,   i^T  und   weitere  — 2n(2«  +  3) ;-«(7i  +  l)  =  —  (w  +  3)    Punkte 

<«*•»•,.•»  ^  <&  •    2 

bestimmt  ist.     Nimmt  man  npn  d\e  P.uqkte  Z,  M^  N  zx^  Hauptpi^i))vten,  eines 

eindeutigen    involutorischen   Systems,    indem    man  etwa  4  Ecken    1,   2« 
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3,  4,  deren  Diagooaldreieck  (LMN)  ist,  zn  sich  selbst  entsprecheniM 
Punkten  des  Systems  wählt,  so  kann  man  nach  dem  vorigpen  Artikel  z« 
jedem  Punkte  den  entsprechenden  verzeichnen.     Sncht  man  nun  zu  den 

—  (w  +  3)  Punkten  a^  b^  c  , .  ,  wirklich  die  entsprechenden  «',  b',  c ,  .  . ,  so 

bestimmen  diese  eine  Curve  n^^'^  Ordnung  Cn  vollkommen.  Dieser  muss 
eine  Curve  ^2«  von  der  Ordnung  2n  entsprechen,  die  durch  d,  d,  c.  •  •  geht 
and  in  £,  M^  N  n-fache  Punkte  hat,  die  also  mit  der  zu  zeichnenden  Curve 
identisch  ist.  Ist  man  nun  im  Stande  C„  zu  construiren ,  d.  h*  sich  weitere 
Pankte  derselben  zu  verschaffen,  so  braucht  man  nur  zu  diesen  die  involu- 
torisch  entsprechenden  aufzusuchen ,  um  sofort  Punkte  unserer  fraglichen 
Cnrve  C2ii  zu  erhalten,  wodurch  unsere  Aussage  erhärtet  ist.  Die  Tan- 
genten von  C2n  in  dem  n- fachen  Punkte  L  z.  B.  ergeben  sich  nach  Art.  il 
einfach  dadurch,  dass  man  die  n  Schnittpunkte  von  C^  nnd  MN^sX  mit  L 
verbindet  und  zu  den  so  erhaltenen  Strahlen  die  entsprechenden ,  d.  h.  die 
bezüglich  der  in  L  zusammens tossenden  Seiten  des  Vierecks  (12  3  4)  jhar- 
monisch  zugeordneten  Strahlen  sucht. 

Für  2n=^2  ergiebt  sich  eine  Construction  der  Kegelschnitte  aus  fünf 
Punkten,  weil  ja  dann  X,  M^  N  einfache  Punkte  sind;  C^  ist  in  diesem 
Falle  eine  Gerade  nnd  durch 

-(fi  +  3)  =  2 

Punkte  vollkommen  fixirt. 

Setzt  man  2n=3  4,  so  ergiebt  sich  die  Construction  einer  Curve  vierter 
Ordnung  C^  mit  3  Doppelpunkten  L^  My  N y  wenn  diese  und 

|('^  +  3)  =  5 

weitere  Punkte  gegeben  sind;  denn  in  diesem  Falle  ist  C„  ein  Kegelschnitt 
C^  und  somit  aus  5  Punkten  leicht  construirbar.  Die  zwei  Tangenten  von 
C^  in  einem  der  Doppelpunkte,  z.  B.  L  erhält  man ,  indem  man  die  Schnitte 
von  C^  und  X  mit  L  verbindet  (werden  diese  imaginär,  so  ist  L  kein  eigent- 
licher Doppelpunkt,  sondern  ein  eonjugirter  oder  isolirter  Punkt  von  C^ 
und  zu  diesen  Strahlen  die  entsprechenden  durch  eine  einfache  harmo- 
nische Theilung  sucht.  Fallen  die  Schnittpunkte  von  C^  und  X  in  einen 
zusammen,  d.  h.  berührt  X  den  Kegelschnitt  Cg,  so  fallen  auch  die  Tangen- 
ten von  C^  in  L  zusammen,  d.  h.  dann  ist  L  für  C^  ein  Bückkehrpnnkt  oder 
eine  Spitze. 

Wir  können  somit  mit  Hilfe  des  Gesagten  eine  Curve  vierter  Ordovng 
C^  construiren,  wenn  von  ihr  zwei  Doppelpunkte  ^f ,  A^,  eine  Spitze  L  und 
vier  weitere  Punkte  gegeben  sind,  durch  welche  Daten  aber  auch  die  Ciurve 
bestimmt  ist.  Nehmen  wir  nämlich  Z,  M,  iV  zu  Hauptpunkten  eines  invo- 
Intorischen  Systems  etwa  in  der  Art,  dass  wir  ein  Viereck  (1  2  3  4),  dessen 
Diagonaldreieck    {^L  M  IS)  ist,   zum  Träger  des   Büschels    V  +  lVu=,Q 
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asnehmeD.  Hierauf  constraire  man  auf  bekannte  Weise  zu  den  vier  wei- 
teren gegebenen  Punkten  a^  6,  c,  d  die  entsprechenden  a,  h\  c\  i  and  lege 
durch  diese  die  beiden  Kegelschnitte  C^  nnd  C^^  welche  ilf  iV=  X  bertibren. 
Constrnirt  man  zu  C^  and  C^  die  entsprechenden  Curven  vierter  Ordnung, 
so  genügen  diese  und  nur  diese  den  gestellten  Bedingungen. 

Sind  von  einer  Curve  vierter  Ordnung  zwei  Rückkehrpnnkte  Z,  Jlf,  ein 
Doppelpunkt  iV  nebst  drei  einfachen  Punkten  a ,  6 ,  c  gegeben ,  so  verbleibt 
alles  wie  bisher ,  nur  dass  man  durch  a',  h\  c  einen  Kegelschnitt  zu  legen 
hat,  der  i  und  ^  tangirt;  diese  Kegelschnitte  C^^  C^^  C^^  C^  —  deren  es 
bekanntlich  vier  giebt,  die  auch  imaginär  werden  können  —  können  nach 
bekannten  Methoden  leicht  constrnirt  werden,  und  indem  man  dann  zu  ihnen 
die  involutorisch  entsprechenden  Curven  zeichnet,  gelangt  man  za  den  ver- 
langten Curven  vierter  Ordnung. 

Sind  endlich  von  einer  Curve  vierter  Ordnung  drei  Spitzen  L^  My  N 
and  zwei  weitere  Punkte  a,  b  gegeben,  so  hat  man  durch  a  und  6'  jene 
vier  Kegelschnitte  67^^,  C^^^  C^^  C^  zu  legen^  die  1,  /H;  v  berühren,  und  zu  die- 
sen Kegelschnitten  die  involutorisch  entsprechenden  Curven  C/,  C^^  C^y  C^ 
zu  construiren,  welche  unseren  Anforderungen  dann  offenbar  genügen  müs- 
sen. Berücksichtigt  man,  dass  die  Verbindungslinie  von  L^  My  N  mit  den 
Berührungspunkten  von  A,  fi,  v  resp.  und  C^  z.  B.  durch  einen  Punkt  0 
gehen  und  dass  die  diesen  Verbindungslinien  involutorisch  entsprechenden 
Strahlen  die  Tangenten  von  C^  in  den  resp.  Spitzen  und  zugleich  die  Po- 
laren von  0  bezüglich  der  drei  Gegenseitenpaare  des  Vierecke  (12  34)  sind, 
so  folgt,  dass  die  Tangenten  in  drei  Rückkehrpunkten  einer 
Curve  vierter  Ordnung  durch  einen  Punkt  gehen,  welcher  Satz 
auf  andere  Weise  von  Herrn  Seydewitz  in  seiner  früher  citirten  Ab- 
handlang bereits  gefunden  wurde.  Allein  bekannter  dürfte  der  Satz  sein, 
wenn  man  auf  den  eben  gefundenen  das  Reciprocitätsgesetz  anwendet, 
nämlich  der  folgende:  „Die  drei  Inflexionspunkte  einer  Curve 
dritter  Ordnung  mit  einem  Doppelpunkte  liegen  in  gerader 
Linie.*'  Wir  wollen  endlich  zur  Angabe  der  Construction  einer  allge- 
meinen Classe  von  Curven  höherer  Ordnung  übergehen,  nämlich  der  Cur- 
ven ft  + 1^^"  Grades  mit  einem  n  -  fachen  Punkte ,  falls  dieser  bekannt  ist. 

Da  ein  solcher  Punkt   für    — ^  (^  +  1)  Bedingungen  zählt,   so    reichen 

—  (w  +  l)  (w+1  +  3) w(n  +  l)  =  2fi+2  weitere    Punkte   hin,   die 

Carve  zu  bestimmen;  dieselben  sollen  a^,  a^,  03  .  •  .  a2fi-f2i  der  n- fache 
Punkt  hingegen  L  heissen.  Nimmt  man  den  n  -  fachen  Punkt  L  zu  einem 
und  zwei  weitere  Punkte  z.  B.  a,  und  o,  zu  den  anderen  Hauptpunkten 
M  and  N  eines  eindeutigen  involutorischen  Systems,  das  sonst  noch 
beliebig  ist,  so  wird  der  zu  zeichnenden  Curve  C„^i  eine  Curve  ent- 
sprechen, die  man  leicht  erhält,  wenn  man  in  den  Resultaten  des  Art.  12. n 
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mit  n+  IjP  mit  n,  q  und  r  aber  mit  i  vertanscfat,  and  dabei  Überdies  be- 
rücksichtigt, dass  für  die  involatorische  Lage  der  Systeme  die  Punkte 
Lj  My  N  mit  den  resp.  Punkten  Aj  M,  iV  identisch  sind.  Es  ergiebt  sich 
dadurch,  dass  —  wenn  man  nämlich  von  den  Hanptlinien  abstrahirt  — 
unserer  Curve  Cn+t  eine  Cnrve  C^  von  der  Ordnung  n  entsprechen  muss, 
die  in  Z  einen  (n^l)-fachen,  in  ilf  nnd  iV  je  einen  nnllfachen  Punkt  haben 
wird,  die  daher  durch  diese  Punkte  gar  nicht  hindurchgeht;  selbstver- 
ständlich  geht  C«  durch  a\y  a\.. ,  a'2M+2«  Durch  diese  Daten  ist  C„  voll- 
kommen bestimmt ,    denn  wir  kennen  von  ihr  einen  (n  —  1)  -  fachen  Punkt 

L  und  2«  weitere  Punkte  a'j,  a\*»»a2n-\-2j  also  im  Ganzen  — (n— l)«+2n 

=  —  (w  +  3)  Bedingungen,   Wir  sind  daher  im  Stande,  eine  Curve  (n-j-1)'®' 

Ordnung  mit  einem. fi -  fachen  Punkt  linear  zu  verzeichnen,  sobald  wir  eine 
Cnrve  n^^^  Ordnung  mit  einem  (n — i)-fachen  Punkte  zu  construiren  wissen 
Wendet  man  dieses  Verfahren  snccessive  an,  so  gelangt  man  endlich  zur  Auf- 
gabe, eine  Curve,  erster  Ordnung  aus  2ns=a2  Punkten  zu  verzeichnen,  die 
mau  mittelst  des  Lineals  sofort  lösen  kann.  Wir  sind  somit  zu  der  Lösung 
folgender  richtigen  Aufgabe  gelangt: 

„Von  einer  Curve  («  +  !)*•*'  Ordnung  ist  ein  ^fa  eher 
Punkt  und  2/1  +  2  weitere  einfache  Punkte  gegeben; 
dieselbe  ist  linear  zu  construiren/S 

Für  n  =  2  ergiebt  sich  die  Construction  der  Curven  dritter  Ordnung 
mit  einem  Doppelpunkt,  falls  dieser  und  sechs  weitere  Punkte  gegeben  sind. 

Zum  Schlüsse  sei  bemerkt,  dass  wenn  zwei  quadratische  verwandte 
Systeme  S  und  2  die  Kreispunkte  ihrer  Ebenen  zu  (imaginären)  Haupt* 
punkten  besitzen»  dieselben  kreisverwandt  sind,  weil  sich  dann  die  Figuren 
dieser  Ebene  genau  so  entsprechen,  wie  es  der  Kreisverwandtschaft  zukommt. 

Prag,  im  April  18d9. 
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Anwendung  der  Lehre  vom  Stosse  elaBtischer  Körper 
auf  einige  Wärmeerscheinungen. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittweb 

in  Begensburg. 


Es  ist  gegenwärtig  wohl  allgemein  angenommen,  dass  die  Erscbei- 
nungen  der  Wärme  sich  auf  Bewegungen  von  elastischen  Körpern  zurück- 
führen lassen.  Bleiben  die  Theilchen  der  warmen  Gegenstände  stets  so 
nahe  bei  einander,  dass  die  zwischen  ihnen  herrschenden  Molecularanzi^* 
hnngen  auch  bei  der  grössten  vorkommenden  gegenseitigen  Entfernung  noch 
einen  merkbaren  Werth  haben,  wie  dieses  bei  den  festen  und  tropfbar 
flüssigen  Körpern  der  Fall  ist,  so  müssen  sich  diese  Bewegungen  auf  Os- 
cillationen  reduciren  lassen,  während  bei  den  Gasen  ein  bewegtes  Theil- 
chen ohne  Richtung  und  Geschwindigkeit  zu  ändern  soweit  fortgeht,  bis  es 
in  die  Wirkungssphäre  eines  zweiten  Theilchens  gelangt  oder  an  ein  an- 
deres Hinderniss  anstösst^  worauf  es  nach  den  Gesetzen  vom  Stosse  voll- 
kommen elastischer  Körper  reflectirt  wird.  Auf  dieser  Annahme  beruht  die 
Theorie  der  Gase  von  Krön  ig*.  In  meinem  „Entwürfe  einer  Theorie  der 
Gase'***  machte  ich  darauf  aufmerksam,  dass  bei  der  Bewegung  der  Gas- 
atome auch  auf  die  Aethertheilchen,  die  zwischen  die  Luftatome  eingestreut 
sind,  Rücksicht  genommen  werden  müsse ^  denn  ich  halte  es  für  völlig  un- 
möglich, dass  die  Lufttheilchen  sich  bewegen  können,  ohne  dass  die  mit 
ihnen  untermischten  Aethertheilchen  von  ihrer  Bewegung  beeinflnast 
werden. 


•    Pogg.  Ann.  XCIX. 
**  Diese  Zeitschrift  XIV,  2. 
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Um  mir  von  den  hier  stattfindenden  Wirkungen  ein  Bild  machen  zu 
können,  denke  ich  mir  im  Nachstehenden  die  in  Thätigkeit  befindlichen 
Atome  als  in  einer  Reihe  auf  einander  folgend,  wie  ich  dieses  in  der  vor- 
erwähnten Abhandlung  gelegentlich  der  Untersuchung  der  Wärmeleitung 
gethan  habe.    Die  mit  einander  in  gegebener  Ordnung  wie  etwa 

a,  6,  c,  ö,  6 ,  e ,  a  ,  ü  ,  c    ... 

abwechselnden  Atome  stossen  in  der  Weise  aufeinander,  dass  gleichzeitig 
a  und  by  c  und  a\  b'  und  c  u.  s.  w.  zusammentreffen,  worauf  dann  jedes 
Atom  rückwärts  geht,  und  infolge  dieser  Bewegung  wieder  alle  gleichzeitig 
b  mit  Cy  a  mit  b\  c  mit  a'\..  znsammenstossen ,  während  die  äussersten 
Glieder  der  Reihe  in  dem  nämlichen  Augenblicke  von  einer  festen  Wand 
znrtickprallen  und  ohne  Aenderung  der  Geschwindigkeit  nur  die  Richtung 
der  Bewegung  wechseln.  In  dem  Momente  3  erfolgt  wieder  der  Stossaft, 
ca\h'c\..  wie  im  ersten.  Ich  nehme  der  Einfachheit  wegen  alle  Stösse 
als  central  und  sc^an,  dass  die  Richtungen  je  zweier  zusammenstossenden 
Atome  in  die  nämliche  Gerade  fallen.  In  der  Natur  ist  dieses  selbstver- 
ständlich nur  ein  sehr  seltener  Ausnahmefall,  aber  wie  sich  die  Atome  auch 
gegen  einander  bewegen  mögen,  so  kann  man  stels  die  beiderseitigen  Rich- 
tungen 80  zerlegen ,  dass  die  eine  Componirende  den  oben  ausgesprochenen 
Bedingungen  nachkommt,  während  die  andere  gar  nicht  geändert  wird,  und 
diese  letztere  Componirende,  die  mit  dem  Stosse  gar  nichts  zu  thun  hat, 
setze  ich  der  Einfachheit  wegen  gleich  Null.  Clausius*  hat  darauf  hin- 
gewiesen, dass  bei  excentrischem  Stosse  ausser  der  fortschreitenden  Be- 
wegung der  stossenden  Körp'er  auch  eine  rotirende  entstehen  müsse.  Hat 
man  mit  Rotationen  zu  thun,  so  kann  man,  ohne  sich  zu  weit  von  der  Natur 
zu  entfernen,  die  eine  Componirende  nicht  mehr  gleich  Null  setzen,  wie 
ich  dieses  im  Nachstehenden  zu  thun  gedenke,  da  die  Rotationen  gerade 
auf  Rechnung  dieser  Wirkung  zu  setzen  sind;  Drehungen  können  aber  nur 
vorkommen,  wenn  die  stossenden  Körper  sich  unmittelbar  berühren;  wenn 
man  aber  annimmt,  dass  sie  schon  auf  einige  Entfernung  eine  Thätigkeit 
aufeinander  ausüben,  vermöge  deren  sie  einer  weiteren  Annäherung  wider- 
streben,  so  kann  der  Effect  dieser  Abstossung  einerseits  kein  anderer  sein, 
als  wenn  jeder  mit  einem  vollkommen  elastischen  Polster  umgeben  wäre, 
während  andererseits  eine  Rotation  so  wenig  hervorgebracht  wird,  als  die- 
ses bei  der  gegenseitigen  Anziehung  zweier  Körper  der  Fall  ist.  In  der 
Natur  haben  wir  zu  thun  mit  Aethertheilchen,  die  sich  abstossen,  und  mit 
Massentheilchen,  die  mit  Aethertheilchen  überzogen  sind,  und  darum  so- 
wohl der  Annäherung  blosser  Aethertheilchen  als  auch  anderer  Massen- 
theilchen, die  ja  auch  ihre  Aetherhüllen  haben,  widerstreben.  Ich  halte 
mich  darum  für  berechtigt,  von  den  Rotationen  der  Atome  zu  abstrahiren. 


•  Pogg.  Ann.  C.  354. 
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Der  Widerstand,  den  zwei  Theilchen  der  gegenseitigen  Annähernng 
in  den  Weg  legen ,  ist  eine  Function  der  Entfernung ,  und  diese  Function 
wird  .bei  den  yerschiedenen  Atomen  eine  verschiedene  sein,  so  z.  B.  nimmt 
der  Widerstand  allem  Anscheine  nach  bei  abnehmender  Entfernung  bei 
den  festen  Körpern  und  bei  den  tropfbaren  Flüssigkeiten  rascher  an  als  bei 
den  Oasen,  allein  was  immer  für  ein  Gesetz «r  befolgen  möge,  so  wird  bei 
der  Annäherung  zweier  Theilchen  die  Reihenfolge  der  Erscheinungen 
immer  die  sein,  dass  diese  gegenseitige  Annäherung  fortwährend  lang- 
samer wird,  endlich  aufhört,  und  dnss  dann  die  Entfernung  sich  in  um- 
gekehrter Ordnung  ändert,  d.  h.  sich  beachleunigt.  In  welcher  Reihenfolge 
die  Abnahme  und  dann  die  Zunahme  der  Abstände  erfolgt,  ist  gleichgiltig, 
wenn  nur  am  Ende  der  Erscheinung  der  absolute  Werth  der  Geschwindig- 
keit dem  Anfangswerthe  derselben  gleich  ist,  was  von  absolut  elastischen 
Körpern,  die  ich  hier  voraussetzen  will,  verlangt  wird. 

Die  Formeln ,  welche  die  Geschwindigkeiten  zweier  elastischer  Körper 
nach  dem  Btosse  aus  den  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stqpse  ableiten  lassen, 
sind  sehr  einfach;  bedeuten  nämlich  M^  m^  U,  u  der  Reihe  nach  die  Massen 
der  zwei  Körper  und  ihre  Geschwindigkeiten  vor  dem  Stosse,  Fund  v  die 
Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse,  so  erhält  man  bekanntlich 

(/>/  — m)  ü+2mu 
^^  W+m 


2)  ^= ÜTT^ 1 


'^  M  +  m 

auch  hat  man 

3)  /^{ü^--^  F«)=:m(t;«-^M*), 

4)  ilf(«/- F)  =  m(t;-tt), 

5)  ü+V=:u  +  v. 

Diese  Formeln  sehen  ganz  einfach  aus,  sie  wachsen  aber  in  wahrhaft 
colossaler  Weise  an ,  wenn  man  mehrere  stossende  Körper  berücksichtigen 
will  und  die  Geschwindigkeit  sucht,  die  der  eine  nach  so  und  so  rielen 
vorausgegangenen  Stössen  besitzt.  Es  ist  mir  nicht  gelungen,  die  Formeln 
auf  brauchbare  Dimensionen  zu  concentriren  und  darum  bleibt  mir  nichts 
anderes  übrig,  als  durch  tabellarische  Zusammenstellungen  für  specielle 
Fälle  zu  zeigen,  was  durch  eine  allgemeine  Formel  nachzuweisen  un- 
möglich ist. 

Es  sei  zunächst  angenommen,  man  habe  eine  Reihe  von  8  Atomen 
a  ...  A,  von  denen  a,  6,  c,  d  je  die  Masse  iKf  =  4,  e,  f^  g^  k  die  Masse 
«n  =  1  besitzen.  Die  absolute  Grösse  der  Geschwindigkeit  der  ersteren  4 
also  i/  sei  =2,  die  Geschwindigkeit  u  der  4  letzteren  Theilchen  habe  den 
Werth  4.  Während  a,  c,  e  und  g  von  links  nach  rechts  gehen,  welcher 
Bewegung  ich  das  Zeichen  -f  vorsetzen  will,  haben  6,  dj/'und  h  die  ent- 
gegengesetzte Bewegung  mit  dem  Zeichen  — ,  In  dem  Zeittheilchen  t=s1 
stossen  a  und  6,  c  und  d,  e  und  /*,  g  und  h  zusammen  und  bekommen  die 
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in  der  zweiten  Zeile  ihrer  jeweiligen  Columne  in  Tab.  I  angegebenen  Rieh- 
langen  nnd  Geschwindigkeiten.  Im  Zeittbeilchen  t  =  2  stossen ,  wie  dieses 
Zeile  2  ausdrückt,  b  nnd  c,  (fand  e^  /'and  g  zusammen ,  a  prallt  an  die 
links  befindliche  Wand ,  h  stösst  an  die  Wand  rechts  und  das  Ergebniss 
aller  Stösse  findet  sich  in  Zeile  3.  Im  Zeittbeilchen  3  finden  die  gleichen 
Vorgänge  wie  in  1  statt,  karz  stets  stösst  das  mit  +  versehene  Theilchen 
an  das  ihm  rechts  stehende  mit  —  bezeichnete,  und  das  Ergebniss  findet 
sich  in  der  nächstfolgenden  Zeile.  Die  Einrichtung  ist  di^  nämliche  wie  in 
Tab.  I  meiner  oben  citirten  Abhandlung. 

Tabelle  L 


T 

a 

b 

c 

d 

e 

/ 

9 

h 

1 

2.0 

-2,0 

2,0 

-2.0 

4,0 

1 
-4,0 

4,0 

-4,0 

2 

—  2.0 

2.0 

-2.0 

2.0 

-4.0 

4,0 

—  4.0 

.4.0 

3 

2,0 

-2.0 

2,0 

-0,4 

5,6 

-4.0 

4.0 

-4,0 

4 

-2.0 

2.0 

-0.4 

2,0 

-4,0 

5.6 

-4.0 

4.0 

5 

2.0 

-0.4 

2.0 

-0.4 

6,6 

-4.0 

6,6 

-4,0 

® 

-0.4 

2.0 

-0,4 

2.0 

-4.0 

5.6 

-4.0 

5,6 

1 

7 

0.4 

-0.4 

2,0 

-0.4 

6,6 

—  4.0 

6.6 

-5.6 

8 

-0.4 

0.4 

-0.4 

2.0 

-4.0 

5.6 

—  6,6 

5,6 

9 

0,4 

-0.4 

0,4 

—  0.4 

6.6 

-5.6 

6.6 

-5.6 

10 

-0.4 

0,4 

—  0.4 

0,4 

-6.6 

5,6 

-6.6 

5,6 

U 

0.4 

-0.4 

0,4 

-2.0 

4.0 

—  5,6 

5.6 

—  5,6 

12 

-0.4 

0.4 

-2,0 

0.4 

—  5.6 

4.0 

—  6,6 

6.6 

13 

0.4 

-2.0 

0.4 

-2.0 

4.0 

-6,6 

4,0 

-5,6 

14 

-2,0 

0.4 

-2.0 

0.4 

-5.6 

4.0 

—  6,6 

4,0 

16 

2.0 

—  2.0 

0,4 

-2,0 

4.0 

-5.6 

4,0 

-4,0 

16 

-2.0 

2.0 

-2,0 

0.4 

-5.6 

4.0 

-4,0 

4,0 

17 

1 

2.0 

-2,0 

1 

2.0 

—  2,0 

4.0 

—  4.0 

4,0 

-4.0 

Wie  man  sieht,  befinden  sich  sämmtlicbe  Theilchen  in  dem  Momente  17 
in  demselben  Zustande,  den  sie  in  der  Zeit  1  hatten  und  es  muss  sich  daher 
die  Reibenfolge  der  Erscheinungen  nach  Verflass  von  je  16  Zeiteinheiten 
wiederholen.  Diese  Wiederholung  derselben  Zustände  nach  einer  be- 
schränkten Anzahl  von  Stössen  ist  übrigens  durchaus  nicht  nothwendig, 
wie  dieses  nachfolgende  Tabelle  zeigt,  in  weTbher  a,  c,  ^  die  Masse J!f=3  4, 
b ,  d  und  f  die  Masse  m  ^s  1  haben ,  während  die  Anfangsbewegungen  die  in 
der  ersten  Zeile  angegebenen  sind. 
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Tabelle  IL 


1 

2 
3 

4 

5 

6 

7 

8 

0 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 


2.0000 
-0.4000 

0.4000 
- 1.7440 

1.7440 
-0.2157 

0.2157 
- 1,7624 

1.7624 
-0.2623 

0.2623 
- 1.7812 

1,7812 
-0.4020 

0.4020 

-  1.9914 
1.9914 

-  0.3905 


—  4.0000 
5.6000 

—  4.9600 
3.6160 

—  3.1552 
4.6835 

—  4.7296 
3.1829 

—  3,2993 
4.7994 

—  4,8464 
3.3275 

—  3.6768 
5,0560 

—  5,5814 
3.9920 

—  3,9634 
5,5643 


1,0000 
•1,0000 

1,6400 
-0,6160 

1.0768 
- 1.1997 

1.1536 
-0.8685 

0.7521 
- 1.2292 

1,1822 
- 1,0502 

0,7009 
- 1,5924 

1,0670 
-0.9801 

1.0087 
-0.9578 


—  4.0000 
4.000Ö 

—  4.0000 
5,0240 

—  4.6144 
4.4915 

—  3.9016 
4.1867 

—  4.2011 
3.7240 

—  4.3987 
4.5307 

—  5.0323 
4,1408 

—  4,0507 
4.1376 

—  3.9075 
3.9584 


1.0000 
■1.0000 
1,0000 
l.OOOU 
1.4096 

-  0.7542 
1.3441 
1.0557 
1.0413 

-1.3527 
0.6780 

- 1.4462 
0.9446 

-0.9789 
1.0690 

-  0.8906 
1.1207 

-0.9309 


—  4.0000 
4.0000 

—  4.0000 
4,0000 

—  4.0000 
4.6554 

—  4.6554 
4.9438 

—  4.9438 
4,6324 

—  4,6324   I 
3.8642 

—  3,8642 
3.8299 

—  3.8299 
4.0083 

—  4,0083 
4.1981 


£s  soll  nun  eine  Anwendung  auf  die  PhjBik  und  zwar  speciell  auf  die 
Wärmelehre  gemacht  werden. 

Diese  Doctrin  nimmt  an,  dass  die  Wärme  (zunächst  die  fühlbare)  von 
der  Bewegung  der  kleinsten  Theile  eines  Körpers  herrühre.  Man  kann 
sich  nun  die  Reihe  a  .  .  .  ä  (Tab.  I)  oder  a  . , .  f  (Tab.  II)  als  in  einer  engen 
Röhre,  deren  Wände  die  Wärme  nicht  leiten,  befindlich  vorstellen,  oder 
man  kann  sich  ein  Stück  ans  dem  Krönig^schen  Kasten  genommen  desken, 
in  dem  sich  zwei  Gase  befinden,  deren  Bewegung  so  ist,  dass  die  Atome 
stets  central  aufeinander  prallen,  eine  Annahme,  welche,  wie  ich  glanbe, 
vollständig  znlMssig  ist.  Wenn  man  will,  können  die  genannten  Reihen 
auch  Stücke  sehr  dünner  Stäbe  eines  festen  Körpers  sein,  bei  dem  das  Um- 
kehren der  äussersten  Glieder  durch  die  Wirkung  der  Molecnlarattraction 
besorgt  wird.  Ist  nun  die  Wärme  aus  einer  Bewegung  der  kleinsten  Theile 
der  Körper  abzuleiten,  so  muss  die  Temperatur  /  eine  Function  der  Masse 
m  eines  Atomes  und  seiner  Geschwindigkeit  v  sein,  es  muss  die  Gleichung 

6)  (  =  q>  (m,  v) 

gelten. 

Zur  Beantwortung  der  Frage,  welche  Function  diese  sei,  haben  wir 
aus  der  Physik  die  Beobachtung,  dass,   wenn  zwei  Körper  oder  zwei  Kör- 
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pertlieile  einige  Zeit  .hindurch  der  gegenseitigeu  Einwirkung  ausgesetzt 
waren,  ihre  Temperatur  allenthalben  die  nämliche  ist,  und  es  muss  also 
der  mittlere  Werth  von  tp  (m,  v)  immer  der  gleiche  sein,  welch^ 
immer  für  ein  Atom  aus  je  einer  der  vorstehenden  Tabellen 
wir  auswählen. 

Nehmen  wir  hierzu  zunächst  die  Tab.  I ,  weil  diese  von  der  Zeit  1— lö 
ein  abgeschlossenes  Ganzes  bildet,  an  dem  durch  Annahme  der  Fortsetzung 
der  Bewegung  deif  Atome  nichts  geändert  wird. 

].  Setzt  man,  es  sei  /=:m&*,  es  sei  also  die  Temperatur  der  leben- 
digen Kraft  der  Atome  proportional,  so  bekommt  man  als  Mittelwerth  für 
je  ein  Atom 

für  die  Theilchen  a. .  ,d  für  die  Theilchen  e . .  .h 

i  =  ^  (2,0«  +  0,4«)  =  8,32 ,  /  =  i  (4,0«  +  5,6«)  =  23,68. 

Die  mittleren  Werthe  der  lebendigen  Kräfte  verhalten  sich  also  wie 
8,32 :  23,68  und  in  dem  gleichen  Verhältnisse  müssten  auch  die  Tempera- 
turen zweier  Körper  stehen,  von  denen  der  eine  das  Atomgewicht  4,  der 
andere  das  Atomgewicht  1  hat,  nachdem  ihnen  Zeit  zum  Austausche  der 
Wärme  gelassen  wurde.  Die  Beobachtung  lehrt  aber,  dass  die 
Temperaturen  beider  Körper  die  nämlichen  seien,  und  es 
kann  daher  die  Temperatur  eines  Körpers  nicht  der  leben- 
digen Kraft  seiner  Atome  proportional  sein. 

Aus  der  Krönig* sehen  Darstellung  geht  hervor,  dass  sich  die  Ge- 
schwindigkeiten verschiedener  Atome  bei  gleicher  Temperatur  umgekehrt 
wie  die  Quadratwurzeln  der  Atomgewichte  verhalten,  dass  also  bei  gleicher 
Temperatur  die  lebendigen  Kräfte  der  Atome  gleich  sind,  und  Clansius'^ 
hat  diesem  Satze  beistimmend  die  mittleren  Geschwindigkeiten  berechnet, 
welche  den  Atomen  verschiedener  Gase  bei  0^  zukommen.  Ich  mache  hier 
anf  folgenden  Umstand  aufmerksam.  Gesetzt  in  dem  KrönigUchen 
Kasten  seien  beliebig  viele  Atome  von  Sauerstoff  und  .beliebig  viele  Atome 
von  Wasserstoff  enthalten,  welche  sich  in  der  von  Krön  ig  angegebenen 
Weise  bewegen,  und  die  mittleren  Geschwindigkeiten  dieser  Atome  mögen 
sich  umgekehrt  wie  die  Quadratwurzeln  der  Atomgewichte,  also  wie  1  zu  4 
verhalten.  So  lange  nun  die  einzelnen  Atome  sich  bewegen,  ohne  an 
einander  anzustossen,  bleibt  der  Zustand  ungeändert,  und  dieses  findet 
auch  in  dem  Falle  statt,  dass  gleichartige  Atome  auf  einander  prallen; 
wenn  aber  ein  Sauerstoffatom  an  ein  Wasserstoffatom  stösst,  so  behalten 
wohl  beide  zusammen  die  Summe  ihrer  bisherigen  lebendigen  Kräfte,  aber 
80  lange  das  Verhältniss  der  Geschwindigkeit  des  Sauerstoffatom  es  zu  der 
des  Wasserstoffatomes  grösser  ist,'  als  1  zu  16,  so  lange  wird  lebendige 
Kraft  von  dem  Sauerstoff  auf  den  Wasserstoff  übergehen ,  und  wenn  nach 
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einiger  Zeit  eine  grosse  Anzahl  van  Zusammenstössen  stattgefanden  hat, 
60  kann  die  lebendige  Kraft  der  Saaerstoffatome  nicht  mehr  so  gross  sein, 
als  die  der  Waseerstofifatome.  Mischt  man  Sauerstoff  und  Wasserstoff  von 
ganz  gleicher  Temperatur,  so  ist  die  Geschwindigkeit,  mit  der  sich  die 
einzelnen  Atome  des  entstandenen  Knallgases  bewegen,  nach  der  Mengung 
eine  ganz  andere  als  vor  derselben,  wenn  die  lebendigen  Kr&fte  bei  glei- 
cher Temperatur  gleich  sind.  Es  wird  zugegeben  werden  müssen,  dass  der 
Uebergang  von  lebendiger  Kraft  von  den  Sanerstoffatomen  auf  den  Wasser- 
stoff wenig  innere  Wahrscheinlichkeit  hat,  wenn  auch  ihre  Möglichkeit  nicht 
KU  bestreiten  ist,  da  die  Summe  der  lebendigen  Krilfte  eine  Aendemng 
nicht  erfährt. 

In  dem  Krönig'schen  Kasten  können  wir  uns  eine  Zwischenwand 
gesetzt  denken ,  welche  der  Einfachheit  wegen  aus  in  einer  Ebene  ausge- 
breiteten Sauerstoffatomen  oder  auch  aus  anderen  Atomen  von  dem  Ge- 
wichte 16  bestehen  mag,  und  diese  Atome  seien  durch  Molecularwirkung  so 
unter  einander  verbunden,  dass  sie  wohl  oscilliren,  aber  nur  innerhalb 
eines  beschränkten  Raumes  hin  and  hergehen  können ,  karz  es  sei  eine  feste 
Wand  von  in  einer  Ebene  ausgebreiteten  Atomen  vom  Gewichte  16  in  dem 
Kasten.  Be6nden  sich  nun  auf  der  einen  Seite  dieser  Wand  Sauerstoff- 
atome, so  werden  diese  auf  die  Wand  aufstossen,  und  oscilliren  die  ge- 
troffenen Theilchen  der  letzteren  mit  Geschwindigkeiten,  deren  mittlerer 
Werth  (stets  in  dem  Augenblicke,  in  dem  ein  Theilchen*  die  Gleichgewichts- 
lage passirt,  gerechnet)  der  mittleren  Geschwindigkeit  der  Sauer stoffatome 
gleich  ist,  so  wird  dadurch  im  Ganzen  nichts  geändert.  Kommen  nun  auf 
die  andere  Seite  der  Wand  Wasserstoffatome,  so  wirken  die  Wandtheilcfaen 
nach  beiden  Seiten  gleich.  Hat  die  lebendige  Kraft  der  Wasserstoffatome 
den  gleichen  Werth  wie  die  der  Sauerstoffatome,  so  giebt  die  Wand  leben- 
dige Kraft  an  das  aufstossende  Wasserstofftheilchen  ab  und  ersetst  den 
Verlust  auf  der  anderen  Seite  aus  der  lebendigen  Kraft  des  dort  anprallen- 
den Sauerstoffes;  am  Schlüsse  der  Beobachtung  haben  die  Atome  des  lets- 
teren  weniger  lebendige  Kraft  als  die  des  Wasserstoffes  auf  der  anderen 
Seite  der  Wand  und  wenn  gleiche  lebendige  Kraft  der  Atome  gleiche  Tem- 
peratur bedingt,  so  muss  auf  der  Wasserstoffseite  des  Kastens  eine  höhere 
Temperatur  sein  als  auf  der  Sauerstoffseite ,  ein  Schluss,^  der  dem  Ergeh- 
niss  der  Beobachtung  widerspricht.  Man  kommt  auf  dasselbe  Resultat, 
wenn  man  in  der  in  Tabelle  I  angegebenen  Reihe  a  •  •  •  A  das  Theilchen  d 
als  zur  Wand  gehörig  betrachtet. 

Würde  die  Wand  aus  mehreren  Ebenen  bestehen,  so  würde  dadurch 
im  Endergebniss  wieder  nichts  geändert,  und  man  kann  die  vorstehende 
Schlussfolge  leicht  auf  den  Fall  ausdehnen,  in  dem  feste  oder  tropfbar- 
flttssige  Körper  sich  berühren. 

Auf  Grund  der  vorstehenden  Betrachtungen  halte  ich  mich  für  berech- 
tigt, den  Satz  auszusprechen,  dass  bei  Körpern  von  gleicher  Tem- 
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* 
peratnr  üdcI   verschiedenem   Atomgewichte    der   Mittelwerth 
der  lebendigen  Kraft  der  einzelnen  Atome  in  jedem  Körper 
ein   verschiedener    sei,    nnd   zwar   ist   er  grösser,    wenn  das 
Atomgewicht  kleiner  wird,  und  umgekehrt. 

2.  Es  sei  <  =  m*»*. 

Unter  dieser  Annahme  bekommt  man 

für  die  Theilchen  a...d  für  die  Theilchen  e . .  .h 

<=^ (2,0« +  0,4«)  =  33,28,  «=  ^^  (4,0*  +  5,6«)  =  23,68. 

Man  sieht  sehr  leicht ,  dass  diese  Voraussetzung  der  Erfahrung  eben  so 
wenig  entspricht,  als  die  vorhergehende. 

3.  Es  sei  /  =  m  v, 

.In  diesem  Falle  ergiebt  sich 
für  die  Theilchen  a...d  fär  die  Theilchen  e...h 

/  =  i^(2,0-2,0  +  0,4-0,4)  =  0,  ^=  ^  (4,0 -4,0 +  5,6- 5,6)  =0. 

Die  Temperatur  wäre  also  =  0,  sie  wäre  von  der  Bewegung  der  Theil- 
chen unabhängig,  ein  Satz,  der  wohl  wenig  Wahrscheinlichkeit  für  sich  hat. 

4.  Ich  nehme  nun  an,  es  sei  ^  =  mt;=  der  sogenannten  guaniilas  motus, 
wenn  diese  jedesmal  positiv  genommen  wird ,  in  welcher  Richtung  sich  ein 
Theilchen  auch  bewegen  möge. 

In  diesem  Falle  bekommt  man 

für  die  Theilchen  a  . . .  d  für  die  Theilchen  e  . .  .h 

'=^^(2,0 +  0,4)  =  4,8,  <  =  ^  (4,0 +  5,6)  =4,8. 

Jetzt  werden  beide  Temperaturen  gleich.  Ich  weiss  wohl ,  dass  kein 
Mathematiker  sich  eines  kleinen  Schauders  wird  erwehren  können,  wenn 
er  hier  positive  und  negative  Grössen  ohne  Rücksicht  auf  das  Zeichen 
addirt  sieht,  und  ich  erkläre  recht  gern,  dass  ich  meine  Annahme  freu- 
digst aufgeben  werde,  wenn  ich  eine  andere  Function  von  m  und  v  kennen 
lerne,  welche  den  an  sie  gestellten  Forderungen  genügt,  ohne  den  Fehler 
der  vorstehenden  zu  besitzen,  doch  möge  mir  einstweilen  gestattet  sein, 
auf  dieser  fortzubauen.  Ich  betrachte  zunächst  die  Temperatur  des  ein- 
zelnen Theilchens  als  proportional  der  Summe  der  Wirkungen,  welche  es 
in  einer  gegebenen  Zeit  auf  die  Nachbartheilchen  durch  seine  Stösse  ausübt, 
nnd  das  Zeichen  —  bedeutet  hier  nicht  eine  negative  Bewegungsgrösse,  denn 
diese  ist  nicht  denkbar,  sondern  deutet  nur  an^  dass  das  getroffene  Theilchen 
auf  der  der  positiven  entgegengesetzten  Seite  des  stossenden  Atomes  liegt. 

Bezüglich  der  Tab.  11  muss  ich  daran  erinnern ,  dass  dieselbe  nicht  ab- 
geschlossen ist  wie  Tab.  I ,  und  die  Temperaturen  der  einzelnen  Atome 
werden  daher  auch  nicht  ganz  gleich  sein«  In  Tab.  III  habe,  ich  die  Mittel- 
werthe  für  die  ersten  6,  12,  18  Zeitmomente  zusammengestellt  und  ihnen 
noch  die  Grössen  beigefügt,  die  sich  bis  zum  Zeittheilchen  30  ergeben.  Die 
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Einzelwerthe  19  —  30  habe  ich  in  Tab.  II  im  Interesse  der  Raamersparniss 
weggelassen. 

Tabelle  IH. 


Zeit 

a 

h 

c 

d 

e 

f 

1—6 

4.3358 

4.3358 

4.3550 

4.3550 

4.1092 

4,1002 

1  —  12 

4.1833 

4.1833 

4.2561 

4.2561 

4.3606 

4.3606 

1  —  18 

4.3352 

4.3352 

4.2380 

4.2389 

4.2250 

4.2250 

1  —  24 

4.2417 

4.2417 

4,2769 

4.2769 

4.2814 

4.2814 

1  —  30 

4.2514 

4.2514 

4.2813 

4.2813 

4.2673 

4.2673 

Man  siebt  aus  dieser  Zusammenstellung,  di^s  sich  die  Mittelwerthe  der 
Temperaturen  immer  näher  kommen ,  und  wenn  es  sich ,  wie  dieses  bei  der 
Wärme  der  Fall  ist,  um  eine  sehr  grosse  Anzahl  von  Stössen  handelt,  ist 
die  Annahme,  dass  die  fraglichen  Mittelwerthe  endlich  gleich  werden, 
gewiss  vollständig  gerechtfertigt. 

Die  Werthe  in  den  Columnen  a  und  h ,  c  und  d ,  e  und  /  sind  gleich, 
wenn  die  Zahl  der  Zeiteinheiten  eine  gerade  ist,  es  muss  nämlich  die  Summe 
der  Bewegungsgrössen  m  für  die  Zeitpaare  1  und  2 ,  3  und  4  u.  s.  w.  gleich 
sein,  während  für  die  Columnen  h  und  c^  d  und  e  dasselbe  für  die  Zeit- 
paare 2  und  3,  4  und  5  u.  s.  w.  gilt.  Es  leitet  sich  dieser  Umstand  un- 
mittelbar  aus  Gleichung  4)  ab. 

Ich  habe  auch  eine  Tabelle  unter  der  Voraussetzung  berechnet,  dass 
a  b  c  de  f 

m   4  14  14  1 

V     1,0000   —4,0000   2,0000   —4,0000   2,0000   —4,0000, 
wenn  m  das  Atomgewicht,  v  die  ursprüngliche  Bewegung  bedeutet. 

Es  möge  mir  erlassen  werden,  diese  Tabelle  in  extenso  wieder  zu  geben, 
ich  will  mich  darauf  beschränken,  die  Mittelwerthe  der  Temperaturen  für 
die  ersten  6,  12,  18,  24  und  30  Zeiteinheiten  zusammenzustellen. 

Tabelle  IV. 


Zeit 

aund  h 

c  und  d 

e  und  f 

1—6 

3,4573 

4.4450 

5.6077 

1  —  12 

4.2162 

4.5430 

4.8300 

1—18 

4.4260 

4.5611 

4,6120 

1  —  24 

4.2000 

4.5231 

4.8670 

1  —  30 

4.5327 

4.5186 

4.5487 
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Es  ist  unverkennbar ,  dass  auch  hier  endlich  einmal  eine  Ausgleichung 
der  Mittelwerthe  von  mv  für  jedes  einzelne  Atom  eintreten  muss,  dass  die 
Temperatur  eines  jeden  die  gleiche  wird. 

Stellt  der  Mittelwerth  von  mv,  der  sich  aus  einer  grösseren  Anzah] 
von  aufeinander  folgenden  Stössen  ergiebt,  die  Temperatur  eines  Atomes 
dar,  so  ist  die  Summe,  die  man  durch  Zusammenstellung  aller  dieser 
Mittelwerthe  für  sämmtliche  Atome  erhält,  der  Wärmemenge  eines  Körpers 
oder  einer  Mischung  proportional.  Berechnet  man  nun  aus  Tab«  I  Zeile  1 
die  ursprüngliche  Grösse  dieser  Wärmemenge ,  so  erhält  man 

Der  Mittelwerth  von  mv  ist  für  jedes  Atom  =  4,8  und  für  alle  8  Atome 
ist  also  die  Wärmemenge  ausgedrückt  durch 

JF,  =  38,4, 

woraus  sich  ergiebl,  dass  ein  Wärmeverlust 

W-^  FT,  =  9,6 
stattgefunden  hat«    Wären  die  ursprünglich  gegebenen  Temperaturen  der 
beiden  in  Tabelle  I  vorgeführten  Körper  die  durch  Zeile  9  ausgedrückten 
gewesen,  so  hätte  man  eine  ursprüngliche  Wärmemenge 

TF=  4  .  4  .  0,4  +  4  .  5,6  =  28,8 
gehabt,  das  durch  die  Ausgleichung  sich  ergebende  Quantum  wäre  aber 
kein  anderes  gewesen  als  im  vorigen  Falle,  also  wieder  38,4,  und  es  folgt 
hieraus  ein  Gewinn  von  Wärme,  der  dem  vorigen  Verluste  gleich  ist. 

Diese  beiden  Aenderungen  des  ursprünglichen  Wärmequantums  finden 
statt  ohne  Abgabe  oder  Aufnahme  von  Wärme  von  aussen 
und  ohne  Aenderung  der  ursprünglichen  Summe  der  leben- 
digen Kräfte  und  ich  verkenne  die  wesentliche  Verschiedenheit  der 
hieraus  sich  ergebenden  Consequenzen  gegen  die  Sätze  der  mechanischen 
Wärmetheorie  durchaus  nicht,  allein  meine  Schlüsse  sind  die  nächste  Folge 
der  Ableitung  der  Wärmeerscheinungen  aus  gegenseitigen  Stössen  elastischer 
Körper  und  entweder  muss  die  Aenderung  der  Wärmemenge  ohne  Aende- 
rung der  lebendigen  Kraft  möglich  sein,  oder  die  Wärme  beruht  nicht  auf 
Bewegungen  elastischer  Körper,  die  auf  einander  stössen  können. 

Es  ergiebt  sich  aus  dem  Vorstehenden  ein  Verlust  von  Wärme,  wenn 
ein  Körper  mit  grösserem  Atomgewichte  durch  einen  solchen  mit  kleinerem 
Atomgewichte  abgekühlt  wird;  im  entgegengesetzten  Falle  ergiebt  sich  ein 
Gewinn  an  Wärme.  Auf  dieses  Eesultat  kommt  man  auch  durch  die  Ta- 
bellen II,  III  und  IV.    Man  findet  bei 

die  urspr.  Wärme         Durchscbnittswärme        Verlust 
Tabellen  und  III:  28,0    .  25,6  2,4 

IV:  32,0  27,2  4,8 
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In  beiden  Fällen  verliert  der  schwerere  Körper  an  Wärme.  Es  kommen 
übrigens  im  Nachfolgenden  noch  Umstände  zur  Sprache,  welclie  Modifica- 
tionen  des  vorstehenden  Satzes  bedingen. 

Mit  dem  Verluste  oder  Gewinne  an  Wärme  ist  ohne  Zweifel  eine 
Aenderung  des  Volumens  verbunden  und  hier  könnte  der  Schlüssel  zu  dem 
Satze  von  der  Arbeitsäquivalenz  der  Wärme  zu  suchen  sein ,  für  welchen 
Satz  meines  Wissens  zur  Zeit  der  mathematische  Beweis  fehlt.  Man  bat 
den  Satz  aus  der  Erfahrung  abgeleitet  und  als  Axiom  in  die  mathematischen 
Formeln  eingeführt;  es  muss  jedoch  auch  gelingen,  ihn  mathematisch  abzu- 
leiten, sodass  in  einer  Formel  sich  eine  Ausdehnung  berechnet  und  dafür 
allenfalls  so  wie  im  Vorhergehenden  sich  etwas  vermindert,  was  der  Phy- 
siker als  Repräsentanten  der  Wärme  erklären  kann.  Ich  halte  es  übrigens 
nicht  für  unmöglich ,  dass  der  Satz  von  der  Arbeitsäquivalenz  der  Wärme 
nicht  ganz  strenge  richtig  ist,  und  dass  die  verschiedenen  Resultate,  welche 
die  Versuche  als  Arbeitsä)|uivalent  der  Wärmeeinheit  ergeben  haben,  nicht 
ganz  auf  Rechnung  der  Beobachtungsfehler  zu  setzen  seien.  Es  wäre 
dieses  sicherlich  nicht  der  erste  Fall  in  der  Physik,  dass  man  einen  Satz 
anfangs  für  strenge  richtig  hielt  und  später  kleine  Unregelmässigkeiten 
beobachtete. 

In  der  Natur  sind  die  Massenatome  bekanntlich  mit  Aether  untermischt 
und  diesem  Umstände  soll  im  Nachfolgenden  zunächst  dadurch  Rechnung 
getragen  werden,  dass  ich  annehme,  es  wechseln  die  Massentheilohen  ab 
mit  solchen  Atomen,  deren  Menge  der  materiellen  Substanz  gegen  die 
ersteren  nur  sehr  klein  ist.  Ich  will  nun  setzen,  es  seien  zwei  Körper  ab 
und  AB  gegeben,  bei  denen  die  Massen  der  Atome  a  und  b  sich  zu  denen 
der  Atome  J  und  B  verhalten  wie  100  zu  400,  während  zwischen  je  zwei 
Masseuatomen  »ich  eine  Aetherkugel  von  der  Menge  1  der  materiellen  Sub- 
stanz befindet.  Zu  jedem  Massenatom  gehört  ein  Aetheratom,  das  unmittel- 
bar hinter  ihm  steht,  es  bilden  also  a  und  a,  A  uud  aj,  b  und  /?,  B  und  ßi 
je  eine  Dynamide.  Es  sei  ferner  der  Körper  AB  etwas  wärmer  als  a6,  das 
Product  seines  Atomgewichtes  in  die  Geschwindigkeit  (jnv)  verhalte  sich  zu 
dem  gleichen  Producte  der  Atome  a  und  b  wie  1,1  zu  1,0  und  dasselbe  Ver- 
hältniss  gelte  auch  für  die  jeweilig  zu  den  Atomen  gehörenden  Aetber- 
theilchen.    Wir  bekommen  nun  folgendes  Resultat: 
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In  beiden  vorstehenden  Tabellen  siebt  man  deutlich  die  Fortpflanznng 
der  Wärme  durch  Leitung.  In  der  ersteren  wächst  die  Temperatur  von 
au  und  b^  ganz  allmälig,  während  sie  in  Ao^^  und  B^^  abnimmt.  Äa^  ist 
beiderseits  mit  kälteren  Theilcben  in  Berührung  und  erkaltet  daher  rascher 
als  Bf^^  und  ebenso  erwärmt  sich  h^  schneller  als  aa*.  In  der  zweiten 
Tabelle  findet  man  statt  der  Erwärmung  eine  Abkühlung  und  umgekehrt. 
Das  Leitungsvennögen  ist  in  beiden  Fällen  nur  gering  und  zu  einer  Gleich- 
stellung der  Temperaturen  der  beiden  Körper  würde  noch  eine  bedeutende 
Anzahl  von  Stössen  nothwendig  sein.  Aus  Tabelle  II,  welche  das  Schema 
eines  besseren  Wärmeleiters  darstellt,  ergiebt  sich  auch,  dass  die  Tem- 
peratur eines  Atomes  nicht  fortwährend  wächst  oder  abnimmt,  sondern 
dass  Abnehmen  und  Zunehmen  einander  ablösen.  Alles  dieses  würde  sich 
in  Tabelle  V  und  Tabelle  VI  in  längeren,  übrigens  bei  der  grossen  Anzahl 
Ton  Stössen,  die  in  kurzer  Zeit  sich  folgen,  doch  noch  für  uns  unmessbar 
kleinen  Perioden  wiederholen.  Es  möge  jedoch  die  vorstehende  kleine 
Anzahl  genügen  und  ich  will  daher  annehmen,  die  Temperaturen  seien 
ausgeglichen. 

Die  in  einem  Körper  befindliche  Wärmemenge  ist  gleich  der  Summe 
aller  Producte  mv  seiner  Theile.  Jedes  Atom  bekommt  durch  den  Aus- 
gleich das  nämliche  Produot  (oder  wenn  man  will,  der  mittlere  Werth  des 
Productes  ist  bei  allen  der  gleiche) ,  es  haben  also  bei  gleicher  Temperatur 
alle  Atome  dieselbe  Menge  von  Wärme.  Nennt  man  speci fische 
Wärme  diejenige  Wärmemenge,  welche  in  der  Gewichtseinheit  enthalten 
ist,  so  ist  der  Werth  der  specifischen  Wärme  um  so  grösser,  je  bedeuten- 
der die  Anzahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Atome,  d.  i.  je 
kleiner  das  Atomgewicht  ist.  Man  kommt  so  auf  den  längst  be- 
kannten Satz,  dass  das  Atomgewicht  der  specifischen  Wärme 
eines  Körpers  umgekehrt  proportional  sei.  Dieser  Satz  ist 
jedoch  nicht  strenge,  sondern  nur  annähernd  richtig.  Die  Ursachen  der 
Ungenauigkeit  ergeben  sich  aus  später  anzugebenden  Gründen. 

Der  Zahl  nach  sind  sicherlich  die  Aethertheilchen  in  jedem  Körper 
den  Massentheilchen  überlegen,  und  nach  der  Lehre  vom  Stosse  absolut 
elastischer  Körper  kann,  da  die  absolute  Grösse  des  Productes  aus  Masse 
und  Geschwindigkeit  bei  Berührung  verschiedener  StofPe  sich  so  stellt,  dass 
der  Mittelwerth  desselben  für  jedes  Theilcben  gleich  ist,  der  Enderfolg 
nur  der  sein,  dass  die  mittlere  Geschwindigkeit  der  Aethertheilchen  allent- 
halben die  gleiche  ist,  und  da  auch  die  Temperatur  sich  ausgleicht,  kann 
man  den  Satz  aufstellen,  dass  bei  gleicher  Temperatur  die  mittlere 


*  Die  Columnen  der  Aethertheilchen  eignen  sich  zur  Vergleichtnng  besser 
als  die  der  Massentheilchen,  weil  die  absolute  Grösse  der  Bewegung  verhältniss- 
mässig  geringeren  Schwankungen  unterworfen  ist.  Der  Dorchsebnittswerth  von 
mo  ist  übrigens  für  a  und  a,  A  und  «i  u.  s.  w.   wieder  gleich. 
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Geschwindigkeit  der  Aethertheilchen  in  allen  Körpern  die 
nämliche  ist.  Nehmen  wir  nun  an,  wir  haben  zwei  Körper  von  ver- 
schiedenem Atomgewichte  nnd  gleicher  Temperatur,  so  stossen  die  Massen- 
theilchen  viel  öfter  an  die  Aethertheilchen  als  an  andere  Massentheilchen, 
nnd  wir  können  daher  die  Ergebnisse  der  Stösse  ersterer  Art  am  so  mehr 
als  maassgebend  betrachten ,  je  grösser  das  namerische  Uebergewicht  der 
Aethertheilchen  ist.  Bei  Körpern  gleicher  Temperatur  stossen  die  Massen- 
theilchen an  Aethertheilchen  von  genau  derselben  Geschwindigkeit,  und 
das  nothwendige  Ergebniss  ist,  dass  die  mittlere  Geschwindigkeit  der 
Massentheilchen  sich  zu  der  der  Aethertheilchen  umgekehrt  wie  die 
Mengen  der  materiellen  Substanz  verhalten,  und  bei  Vergleichung  ver- 
schiedener Körper  von  gleicher  Temperatur  kommt  man  wieder  auf  den 
bereits  oben  abgeleiteten  Schluss,  dass  sich  die  mittleren  Geschwindig- 
keiten auch  der  Massentheilchen  zu  einander  umgekehrt  wie  die  Mengen 
der  materiellen  Substanz,  also  umgekehrt  wie  die  Atomgewichte  verhalten 
müssen. 

Wenn  die  Temperatur  der  beiden  zu  mischenden  Körper  bedeutendere 
Verschiedenheiten  zeigt,  als  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen ,  so 
knüpfen  sich  an  den  bisher  betrachteten  Vorgang  noch  andere  Erschei- 
nungen, um  deren  willen  ich  mir  erlauben  muss,  die  nachfolgende  Tabelle 
in  grösserer  Ausdehnung  als  die  bisherigen  vorzuführen.  Die  Verhältnisse 
der  Atomgewichte  sind  wie  im  vorhergehenden  Falle ,  die  Wärmemengen 
dagegen  verhalten  sich  wie  1,0  zu  1,2. 
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Diese  ZasammeDfitellung  ist  bis  zum  Zeittheilchen  0  4en  früheren  ana- 
log, von  hier  an  bis  26  beziehungsweise  24  zeigt  sich  aber  bei  ^  und  B 
nicht  wie  bisher  ein  Zeichenwechsel,  sondern  eine  Zeichenfolge.  Beide 
Theilchen ,  die  in  dßr  Zeit  8  eine  Bewegung  von  rechts  nach  links  bekom- 
men hatten,  setzen  dieselbe,  wenn  auch  langsamer,  fort,  statt  wieder  nach 
rechts  zu  gehen ,  und  in  den  folgenden  Zeittheilchen  findet  auch  nur  ein 
Wechsel  zwischen  grösserer  und  geringerer  Geschwindigkeit,  nicht  aber 
eine  Aenderung  der  Hichtung  statt.  Von  40 — 60  bei  A^  sowie  von  38 — 60 
bei  B  wiederholt  sich  diese  Erscheinung,  und  auch  hier  findet  das  Beharren 
in  der  Richtung  von  rechts  nach  links  statt.  Bei  dem  Theilchen  b  beob- 
achtet man  etwas  anderes,  denn  es  geht  von  9-^15  nach  rechts,  von  26 — 40 
nach  liuksy  von  53 — 57  wieder  nach  rechts.  Betrachten  wir  zuerst  Ä  und  B^ 
80  ist  klar,  dass ,  wenn  diese  Theilchen  ihr  Verhalten  immer  beibehalten 
wtirden,  sie  zuletzt  ganz  aus  Reihe  und  Glied  kommen  müssteui  und  dass 
darum  die  Darstellung,  die  ich  bisher  eingehalten  habe,  eine  totale  Umän- 
derung nöthig  hätte.  Es  muss  daher  im  Verlaufe  der  Zeit  eine  Periode 
kommen,  in  welcher  die  Theilchen  das  dem  eben  besprochenen  entgegen- 
gesetzte Verbalten  in  der  Weise  einschlsgen,  dass  sie,  wenn  nicht  genau, 
doch  nahezu  an  ihren  alten  Platz  zurückkommen;  es  darf  der  JPIatzwechsel 
nicht  grösser  sein ,  als  dass  er  sich  noch  durch  die  bei  dem  Temperatnr- 
wechsel  vorkommenden  Veränderungen  erklären  Hesse.  Das  Theilchen  h 
ist  bis  zum  Schlüsse  von  57  wohl  hin-  und  hergegangen ,  befindet  sich  aber 
doch  erheblich  weit  von  seiner  ursprünglichen  Stelle,  denn  es  ist  viel  zu 
weit  nach  links  gerückt.  Um  nun  hier  etwas  klarer  blicken  zu  können, 
habe  ich  mich  veranlasst  gesehen ,  der  Tabelle  VII  eine  so  grosse  Aus- 
dehnung zu  geben.  Wie  die  zwei  untersten  Zeilen  der  Tabelle  zeigen ,  ist 
der  für  die  Zeiten  64  und  65  berechnete  Werth  von  mv  dem  sich  für  1  und  2 
ergebenden  nahezu  entgegengesetzt,  denn  für  diejenigen  Atome^  welche  in 
den  beiden  ersten  Zeittheilchen  die  durchschnittlichQ  Bewegungsgrösse  40O 
hatten,  haben  wir  bei  64  und  65  nahezu  480  und  diejenigen,  welche  mit  480 
begannen,  bobitzen  nun  nahebei  400,  es  haben  also  die  Werthe  der  Be- 
wegungsgröbsen  gewechselt.  Wie  sich  aus  den  Tabellen  V  und  VI  ergiebt, 
entsprechen  sich  die  Werthe  der  jeweiligen  Bewegungsgrössen  in  der 
Weise,  dass  man  stets  dieselbe  Summe  bekommt,  wenn  man  das  dem  einen 
Glied  einer  Tabelle  zugehörige  Product  zu  dem  Producte  addirt,  welches 
man  von  dem  entsprechenden  Gliede  der  anderen  Tlibelle  erhält.  Wäre 
nun  die  erwähnte  Auswechselung  der  Werthe  von  mv  bei  65  und  66  einer- 
seits, bei  1  und  2  andererseits  eine  vollständige,  so  würde  sich  die  Fortsetzung 
der  Tabelle  VII  von  65  an  zu  dem  Stücke  1 — 64  genau  so  verhalten,  wie  die 
Tabelle  VI  zur  Tabelle  V  und  die  Summe  der  m  v  (bei  den  Zeichenfolgen 
die  Differenz)  müsste  für  die  einander  entsprechenden  Glieder  die  gleiche 
werden ,  in  der  Zeit  120  wäre  wieder  genau  der  Zustand  von  1  hergestellt 
und  sämmtlichc  Theilchen  wären  an  ihrer  ursprünglichen  Stelle.    In  Wirk- 
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lichkeit  geht  die  Auswechselung  der  Werthe  von  mv  in  Tabelle  VII  nicht 
vollständig  vor  sich,  sie  ist  aber  doch  nahe  genug,  um  zu  dem  Schlüsse  zu 
berechtigen,  dass  nach  Verfluss  von  je  128  Zeittheilchen  sich  jedes  Theil- 
eben  wieder  nahezu  an  demselben  Orte  befinde.  Das  Theilchen  6,  das  von 
0  an  eine  Zeit  lang  stetig  nach  rechts  ^ing,  geht  dem  entsprechend  von  70 
an  einige  Zeit  nach  rechts,  und  ebenso  beginnt  für  ^  und  B  in  73  eine  Zeit 
der  stetigen  Wanderung  nach  rechts,  entsprechend  der  Zeit  8—26,  in  der 
sie  nach  links  gingen. 

Bei  65  und  66  sind  die  Differenzen  der  Werth  von  mv  nicht  mehr  so  gross, 
als  sie  bei  1  und  2  waren;  bei  128  und  129  werden  sie  wieder  etwas  kleiner 
sein,  als  bei  65  und  66  und  daraus  ergiebt  sich,  dass  nach  Verlauf  von  eini- 
gen Tausend  Stössen  eine  voUstttndige  Ausgleichung  stattfinden  muss. 

In  der  drittletzten  Zeile  der  Tabelle  habe  ich  den  mittleren  Werth 
von  mv,  wie  er  »ich  für  die  Zeit  1  —  66  entziffert,  angegeben.  Man  findet 
hier,  dass  dieser  Mittelwerth  in  der  dritten,  fünften  und  siebenten  Columne 
ein  anderer  ist,  als  der  in  der  Columne  4,  6  und  8,  welche  Ungleichheit  mit 
dem  oben  ausgesprochenen  Satze,  dass  die  Werthe  in  der  ersten  und  zwei- 
ten, in  der  dritten  und  vierten  u.  s.  w.  Columne  gleich  seien,  wenn  die 
Zahl  der  Stösse  eine  gerade  ist,  nicht  harmonirt.  Es  rührt  dieses  davon 
her,  dass  die  Theilchen  ^,  b  und  B  zeitweise  ihre  Richtung  nicht  ändern; 
denn  würde  man  diejenigen  Glieder,  in  welchen  das  entgegengesetzte  Zei* 
chen  eintreten  sollte,  von  der  Summe  der  übrigen  abziehen,  statt  sie  zu 
addireii,  so  würde  die  besprochene  Gleichheit  sofort  eintreten.  Da  ich  mir  eine 
negative  Bewegungsgrösse  nicht  denken  kann,  so  nehme  ich  Anstand,  diese 
Subtraction  auszuführen,  und  ich  kann  mir  diese  eigentbümliche  Erschei- 
nung nicht  anders  erklären,  als  indem  ich  annehme,  dass  wir  es  hier  mit 
einer  Vergrösserung  der  Wärmemenge  zu  thun  haben.  Ich  bringe  die  Er- 
scheinung mit  der  bekannten  Thatsache  in  Verbindung,  dass  die  speci- 
fische  Wärme  der  Körper  bei  wachsender  Temperatur  zu- 
nimmt. 

Setzt  man 

mv^  +  mi  t;,*  +  wi,  »,'  +  •••  =  ^ 
nnd  für  den  Fall  des  Eintretens  des  Ausgleiches  der  Temperatur 

m  i;  =  »I,  i;,  =  iw,  ^8  .  . . , 
so  wird 


m  m 

V,  = 0,     Vm=  —  i^   u.  s.  w. 


und  daraus  ergiebt  sich 


y/i*»*      m'»*      m'y*  _  . 

m  m.  nu 


mv  = 


/i  +  i  +  i-H 

fr       m       m,      m^ 
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Berechnet  man  nun  L  und  mv  aus  den  in  Tabelle  VII  Zeile  1  vorge- 
führten Daten,  so  erhält  man 

Z  =  785152, 
mt;  =  441,66, 

während  die  ursprüngliche  mittlere  Wärme,  die  sich  aus  der  ersten  Zeile 
durch  einfache  Addition  ergiebt  =440  ist.  Man  findet  als»  hier  eine  Ver- 
grösserung  der  Wärmemenge,  wenn  zwei  Körper  von  sehr  verschiedener 
Temperatur  gemischt  werden,  und  an  diesem  Zuwachse  trägt  die  Anwesen- 
heit der  Aethertheilchen  «j  und  /5,  die  Schuld,  während  die  Theilchen  Ä 
und  B  als  mit  grösserer  Menge  der  materiellen  Substanss  versehen,  im  ent- 
gegengesetzten Sinne  thätig  sein  würden. 

Ueber  die  absolute  Grösse  des  Wärmezuwachses  wage  ich  zur  Zeit 
eine  Entscheidung  nicht  abzugeben.  Wenn  man  nämlich  nach  der  soge- 
nannten Mischungsmethode,  dem  genauesten  Mittel  zur  Bestimmung  der  spe- 
citischen  Wärme,  diese  Grösse  für  einen  Körper  untersucht,  so  ist  der  ge- 
wöhnliche Vorgang  der,  dass  man  eine  kleine  QuRntität  des  erwähnten 
Untersuchungskörpers  in  eine  grössere  Menge  von  Wasser  von  gegebener 
Temperatur  bringt,  und  dann  die  hervorgebrachte  (im  Allgemeinen  ge- 
ringe) Temperaturänderung  mit  dem  Thermometer  bestimmt.  Man  beeilt 
sich  zumeist  dies  zu  thun,  weil  man  W^  arme  Verluste  nach  aussen  vermeiden 
will,  und  knüpft  die  Ablesung  des  Thermometers  in  der  Regel  an  den 
Augenblick,  in  welchem  das  Instrument  seinen  höchsten  Stand  erreicht  hat, 
also  wieder  zn  fallen  beginnt.  Vergleicht  man  nun  das  Ergebniss  der  Ta- 
belle Vir  mit  dem  Resultate  der  Gleichung  7),  so  findet  man,  dass  vor  ge- 
schehener Ausgleichung,  also  bei  Beginn  der  Beobachtung  (dargestellt 
durch  die  Tabelle)  eine  grössere  Wärmemenge  vorhanden  ist,  als  nach  dem 
Ausgleiche,  der  durch  Gleichung  7)  repräsentirt  der  Zustand  ist,  der  nach 
einigen  Tausend  Stössen  eintritt.  Es  ergiebt  sich  nun  die  Frage,  ob  mau 
bei  der  eben  angeführten  Beobachtungsweise  mit  dem  Falle,  der  durch  die 
Tabelle  dargestellt  ist,  zu  thun  hat,  oder  mit  dem  Falle  der  Gleichung  7). 
Man  hat  bei  dT>r  Wärme  in  ein  paar  Secunden  viele  Millionen  von  Stössen, 
und  dieses  spricht  für  die  Gleichung,  während  andererseits  die  W^ärnie  von 
einem  Atom  B  sich  über  viele  Atome  verbreiten  muss  und  dazu  wieder 
viele  Millionen  von  Stössen  braucht,  was  für  den  Fall  der  Tabelle  VII 
spricht.  Eine  Beantwortung  dieser  Frage  wäre  daher  zur  Zeit  noch  als 
verfrüht  zu  erklären. 

Es  dürfte  wohl  selbstverständlich  sein,  dass  alle  die  vorstehenden  Be- 
trachtungen über  Wärmezuuahme  u.  s.  w.  gemacht  werden  können,  ohne 
dass  man  nöthig  hätte,  sich  mit  der  Beantwortung  der  Frage  zu  beschäfti- 
gen, in  welchem  Verhältnisse  die  durch  Thermometergrade  bestimmten  Teni- 
pev4\turen  zu  einander  stehen,  eine  Frage,  welche  ich  zur  Zeit  ganz  unbe- 
rührt lasse. 
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Wie  man  aus  Tabelle  VII  leiclit  sehen  kann,  können,  wenn  einige  Zeit 
hindurch  bei  ein  paar  benachbarten  Massenatomen  der  Zcichenwechsel  aas- 
bleibt, diese  sich  möglicherweise  ziemlich  weit  von  einander  entfernen.  ^Im 
Allgemeinen  wird  die  Entfernung  wohl  keine  allzugrosse  sein,  denn  wir 
haben  die  Zeichenfolge  nur  bei  denjenigen  Theilchen ,  deren  Geschwindig- 
keit ihrer  beträchtlichen  Masse   wegen   an  und   für  sich   nicht  gross   ist. 

Nichtsdestoweniger  sind  bei  festen  Körpern  und  tropfbaren  Flüssig- 
keiten Fälle  denkbar,  wo  die  sonst  so  engen  Grenzen  der  Molecularattrac- 
tion  überschritten  werden.  Aggregatzustandsänderungon  oder 
ehemische   Zerlegungen    werden    die   Folge    davon    sein. 

Ist  die  Atomzahl  in  den  zwei  zusammengebrachten  Körpern  verschie- 
den, so  werden  die  bisherigen  Resultate  nicht  geändert,  wie  dieses  Ta- 
belle VIII  zeigt,  in  welcher  das  Atom  Bßi  der  Tabelle  V  durch  ein  wei- 
teres Atom  cy  von  gleicher  Beschaffenheit  mit  acc  ersetzt  ist. 

Wir  haben  hier  den  Fall,  welcher  in  der  Praxis  bei  der  sogenannten 
Miscbungsmethode  in  Anwendung  kommt.  Man  nimmt  eine  grössere  Quan» 
tität  einer  Flüssigkeit  von  bestimmter  Temperatur  {aabßcy  der  Tabelle) 
mischt  dieselbe  mit  einer  geringeren  Quantität  der  Prüfungssubstanz  (^cti) 
und  bestimmt  deren  specifische  Warme  aus  der  Endtemperatur. 

Wendet  man  die  Gleichung  7)  auf  diesen  Fall  an,  so  bekommt  man 
für  die  erfolgte  Ausgleichung  der  Temperatur 


/       671 


678884 

=  410,31. 


410  +  ^ 


Nach  erfolgter  Ausgleichung  ist  also  die  Temperatur  eines  jeden  Theil- 
chens  ausgedrückt  durch  mr=410,3l  und  die  Gesammtwärme  aller  8  Theil- 
chen ist  daher  ^=3282,48,  während  die  ursprüngliche  Wärmemenge,  wie 
sich  ans  der  ersten  Zeile  der  Tabelle  ergiebt,  H'^  3280,00  beträgt.  Macht 
man  also  das  Experiment,  so  ergiebt  sich  die  specifische  Wärme  etwas 
höher,  als  sie  nach  dem  Satze,  dass  die  specifische  Wärme  dem  Atomge- 
wichte umgekehrt  proportional  sei,  sich  berechnen  würde,  und  wir  haben 
also  hier  eine  der  Ursachen  der  Ungenauigkeit  dieses  Satzes. 

Bisher  habe  ich  stets  solche  Fälle  angenommen,  bei  denen  die  Aether- 
menge  der  verschipdenen  Atome  die  nämliche  war.  Wechselt  die  Aether- 
quantität  von  einer  Substanz  zur  andern,  so  ist  eine  Veränderung  der 
Wärmemenge  die  nächste  Folge.  So  viele  nicht  unmittelbar  mit  den  Mas- 
senatomen zusammenhängende  und  mit  ihnen  sich  bewegende  Aetheratome 
und  so  viele  Massenatome  in  einem  Körper  sind ,  so  oft  wiederholt  sich  das 
Product  mv  und  damit  vergrössert  sich  die  Wärmemenge.  Das  Gewicht 
eines  Körpers,  d.  i.  die  Anziehung,  die  er  gegen  die  Erde  erfährt,  ist,  wie 
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icb  an  einem  andern  Orte  *  gezeigt  habe,  von  der  ihn  begleitenden  Aetber- 
menge  nnabbängig,  and  wenn  bei  gleicbbleibendem  Gewichte  die  Zahl  der 
sich  für  sich' bewegenden  Theilchen  wächst,  ein  Fall,  der  bei  der  Zunahme 
der  Aethermenge  eintritt,  so  mnss  eine  Vergrösserung  der  specifischen 
Wärme  die  nächste  Folge  sein,  denn  die  Wärmemenge  wächst  mit  der  Zahl 
der  freien  Aether-  und  derMassentheilchen,  das  Gewicht  wächst  mit  der  Zahl 
der  Massentheilchen  allein,  und  die  specifische  Wärme  mnss  daher  mit  der^in 
der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Aethermenge  wachsen,  wobei  ich,  um  Missver- 
ständnissen  vorzubeugen,  bemerke,  dass  ich  unter  freien  Aetherthe li- 
ehen sowohl  den  intermolecularen  Aether  als  auch  denjenigen  verstehe, 
welcher  zur  Bildung  der  DjnamidenhüUen  dient,  während  ich  als  gebun- 
denen Aether  nur  diejenigen  Aethertheilchen  betrachte,  welche,  zur 
Sättigung  der  Massentheilchen  dienend,  in  unmittelbarem  Contacte  mit  den- 
selben sind ,  mit  ihnen  sich  bewegen  und  nur  etwas  die  Menge  ihrer  mate* 
riellen  Substanz  ändern,  sonst  aber  für  die  Wärmeerscheinungen  ohne 
Belang  sind. 

Ist  a  die  Zahl  der  in  der  Gewichtseinheit  eines  Körpers  enthaltenen  ' 
freien  Aethertheilchen  und  et  die  Zahl  der  Massentheilchen,   während  a^ 
und  Of  die  gleiche  Bedeutung  für  die  Gewichtseinheit  eines  anderen  Kör- 
pers haben,  so  verhalten  sich  bei  gleicher  Temperatur  die  Wärmemengen 
beider  Körper 

Stellt  m  das  Atomgewicht  des  einen ,  m^  das  des  andern  Körpers  vor 
und  sollen  die  specifischen  Wärmen  sich  umgekehrt  wie  die  Atomgewichte 
verhalten,  so  wird 

m,       a  +  a 

m       a,  +  a,' 

Nun  verhält  sich  die  Zahl  a  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen 
Massenatome  des  einen  Körpers  zu  cci  umgekehrt  wie  die  Grösse  des  Atom- 
gewichts ,  es  ist  also 

—  =  —     und      a  =:  —  a, , 
tt)        m  m 

es  wird  daher 

m, 
«H «1 

8)  —  = ; oder     miat=:ma. 

m         «1  +  «1 

Die  Zahl  der  in  der  Gewichtseinheit  enthaltenen  Aethertheilchen  ver- 
hält sich  umgekehrt  wie  das  Atomgewicht,, direct  wie  die  Zahl  der  Atome 


♦  Dieso  Zeitschrift  XI,  3,  S.  180,  III. 
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tind  jedes  Atom   führt  eine  gleiche  Anzahl  von  Aethertheil- 
chen  mit  sich. 

Die  Beohachtnngen  Regnanlt's  hahen  gezeigt,  dass  bei  den  Körpern 
von  analoger  chemischer  Zusammensetzang  das  Product  aus  der  specifischen 
Wärme  in  die  Atomgewiclitszabl  nahezu  gleich  sei,  dass  dasselbe  aber  ein 
anderes  wird,  wenn  die  Analogie  der  Znsammensetzung  anfhört  nnd  daraus 
ergiebt  sich:  Bei  analog  zusammengesetzten  Körpern  ist  die 
jedem  Atome  zukommende  Aethermenge  nahezu  die  gleiche, 
sie  ist  verschieden  bei  Verbindungen  verschiedener  Art  und 
insoweit  die  Gleichheit  des  genannten  Productes  auch  fttr 
die  sogenannten  einfachen  Körper  gilt,  kann  man  schlies- 
sen,  dass  auch  diese  gleichartige  Verbindungen  seien. 

Kegnault  erhielt  bei  zwei  Vorsuchen  als  die  specifische  Wärme  rei- 
nen schmiedbaren  Kupfers  0,09501  und  0,09455,  und  dasselbe  Kupfer  zeigte, 
nachdem  es  kalt  gehämmert  worden  war,  0,09360  und  0,09332.  Durch  das 
Hämmern  wird  die  Dichtigkeit  des  Kupfers  grösser,  die  Massentheilchen 
rücken  also  näher  zusammen  nnd  dadurch  werden  Aethertheilchen  ansge- 
presst,  woraus  eine  Abnahme  der  specifischen  Wärme  folgt. 

Ich  muss  nun  auf  die  Darstellung  des  Krjstallisationsvorgnnges  ver- 
weisen,  welche  ich  in  dieser  Zeitschrift*  veröffentlicht  habe.  Nach  dieser 
werden  Krystallisatlonen  vorzugsweise  dann  erfolgen,  wenn  die  Aether- 
theilchen erst  wenige  Schichten  um  die  Massenkerne  gebildet  haben,  denn 
nur  in  diesem  Falle  sind  gegenseitige  Einwirkungen  der  Djnamiden  mög- 
lich, die  in  verschiedenen  Richtungen,  d.  h.  je  nach  der  gegenseitigen  Stel- 
lung der  Dynamiden  verschieden  sind,  während  die  ausgebildete  Dynamide 
nach  allen  Richtungen  in  gleicher  Weise  wirkt.  Die  Erscheinungen  der 
Verschiebbarkeit  der  Dynamideu ,  des  Widerstandes ,  den  sie  dem  Bestre- 
ben ,  sie  um  einander  herum  zu  drehen ,  in  den  Weg  setzen  ,  also  die  Härte, 
knüpfen  sich  ganz  besonders  an  den  Umstand,  dass  die  Zahl  der  Aether- 
theilchen eine  möglichst  geringe  wird.  Aus  diesem  Grunde  sehen  vir  denn 
anch  bei  dem  Diamante  die  beiden  Eigenschaften  grosser  Härte  und  star- 
ken Lichtbrechungsvermögens  mit  einander  verbnnden.  Der  geringen 
Menge  der  Aethertheilchen  entsprechend  hat  anch  der  Diamant  nach  Reg- 
nault  unter  allen  verschiedenen  Formen  der  Kohle  weitaus  die  geringste 
specifische  Wärme ,  und  die  Versuche,  durch  Aenderung  der  Annahme  des 
Atomgewichtes  oder  der  Atomgruppirung  eine  Uebereinstimmnng  der  spe- 
cifischen Wärme  des  Diamantes  und  der  übrigen  Kohlenarten  zu  erzielen, 
dürften  daher  wenig  Aussicht  auf  Erfolg  haben.  Bei  dem  Schwefel  haben 
wir,  wenn  auch  in  minder  hohem  Grade,  dieselbe  Erscheinung.  Frisch 
geschmolzener  Schwefel  hat  eine  grössere  specifische  Wärme  als  er  sie  ein 
_   —       # 

♦  Jalirjr.  XI.  Heft  3. 
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piiar  Jahre  später  oder  als  natürlicher  Krystall  besitzt,  weil  der  frisch  ge- 
schmolzene Schwefel  Dach  und  nach  in  einen  krystallinischen  Zastand  über- 
geht, mit  welchem  Vorgänge  eine  Abscheidung  von  Aether  verbunden  ist. 
Ist  ein  fester  Körper  auch  nicht  krystallisirt,  so  ist  doch  die  gegenseitige  Ein- 
wirkung der  Dynamiden  nach  verschiedenen  Richtungen  eine  andere.  Die 
Härte  der  festen  Körper  ist  grösser  als  die  Schwerewirkung  der  Erde ,  denn 
letztere  vermag  es  nicht,  die  Thf'ilchen  des  Körpers  um  einander  zu  drehen, 
während  bei  den  Flüssigkeiten  der  umgekehrte  Fall  eintritt  und  die  Schwere- 
wirkung für  die  Gestalt  derselben  massgebend  ist.  Die  Körper  haben  im 
flüssigen  Zustande  eine  geringere  Härte  als  so  lange  sie  fest  sind ;  dieser 
Umstand  beruht  darauf,  dass  die  Djnamiden  bei  den  Flüssigkeiten  mehr 
Aetherschichteu  um  sich  haben  Und  dieses  hat  wieder  eine  grössere  speci- 
fische  Wärme  der  Flüssigkeiten  zur  Folge,  d.  h.  die  Körper  haben  im  ge- 
schmolzenen Zustande  eine  grössere  specifische  Wärme  als  im  festen. 

Die  Lnftarten  sollten,  da  sie  am  meisten  Aether  enthalten,  eigentlich 
weitaus  die  grüsste  specifische  Wärme  besitzen,  doch  ist  dieses  bekanntlich 
nicht  der  Fall  und  ich  stehe  hier  vor  einem  Widerspruche,  der  ohne  Hy- 
pothese zu  lösen  schwer  ist.  Wenn  man  einem  beliebigen  Quantum  Luft 
gestattet,  "ein  grösseres  Volumen  einzunehmen,  so  hat  man  in  dem  grösse- 
ren Räume  die  nämliche  Luft  und  so  und  so  viele  Aethertheilchen  dazu; 
soll  nun  eine  Erwärmung  stattfinden,  so  braucht  man  Wärme  a)  zur  Er- 
höhung der  Temperatur  der  Stofi'e,  welche  vor  der  Ausdehnung  da  waren 
und  b)  zur  Erhöhung  der  Temperatur  der  Aethertheilchen ,  welche  bei  der 
Volnmänderung  dazu  gekommen  sind.  Man  mag  sich  nun  den  Aether  vor- 
stellen wie  man  will,  ein  materieller  Stofi^  wird  er  immer  bleiben  und  so  lange 
dieses  der  Fall  ist,  wird  er  auch  Kraft  nothwendig  haben,  wenn  er  in  Be- 
wegung gesetzt  werden  soll.  Angenommen,  man  habe  zwei  Gefässe,  deren 
eines  Luft,  deren  anderes  Aether  enthält,  so  muss  der  Aether  ebenso  gut 
als  die  Luft  eine  specifische  Wärme  haben,  und  wenn  bei  Herstellung  der 
Coinmunication  zwischen  beiden  Gefässen  die  Luftsich  über  beide  vertheilt, 
so  ist  der  Aether  neben  ihr  auch  noch  da  und  die  specifische  Wärme  von 
Luft  +  Aether  muss  doch  grösser  sein  als  die  der  Luft  allein.  Ich  habe 
mir  schon  viele  Mühe  gegeben,  die  specifische  Wärme  des  Aethers  aus  den 
vorhandenen  Beobachtungen  abzuleiten ,  doch  war  bisher  alles  umsonst. 
Nach  Regnault  ändert  sich  die  specifische  Wärme  der  Luft  mit  ihrer 
Dichtigkeit  nicht  und  demzufolge  wäre  also  die  specifische  Wärme  des 
Aethers  gleich  Null.  Die  specifische  Wanne  des  Aethers  kann  aber  nicht 
gleich  Null  sein ,  sie  hat  im  Gegentheile  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  einen 
sehr  grossen  Werth ,  denn  es  ist  die  Zahl  der  Aethertheilchen  jedenfalls 
eine  sehr  bedeutende,  die  Menge  der  materiellen  Substanz  eines  Aether- 
theilchen» ist  eine  sehr  geringe  und  der  Umstand ,  dass  di?  Aethertheilchen 
nicht  schwer  sind ,  hat  bei  der  Wärme  nichts  zu  schaffen. 
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Um  nun  diesen  Widerspruch  zwischen  Theorie  und  Erfahrung  zu 
heben ,  will  ich  im  Nachstehenden  einen  Satz  aufstellen ,  den  ich  jedoch  zur 
Zeit  nur  als  Hypothese  geben  kann. 

Bei  der  Bestimmung  der  specifischen  Wärme  der  Luft  nach  der  söge« 
nannten  Mischungsmethode  wird  diese  in  einem  Gefässe  erwilrmt  und  dann 
in  ein  Kühlgefftss  geleitet,  in  welchem  ihr  Gelegenheit  geboten  ist,  ihre 
Wärme  an  Wasser  abzugeben,  aus  dessen  Temperaturerhöhung  die  speci- 
fische  Wärme  der  Luft  berechnet  wird.  Die  dichte  Luft  enthält,  wie  sich 
aus  ihrem  stärkeren  Lichtbrechungsvermögen  ergiebt,  weniger  dichten 
Aether  als  dünne  Luft,  und  da  ausserdem  bei  gleichem  Gewichte  ihr  Volu- 
men kleiner  ist,  so  lässt  sich  mit  aller  Bestimmtheit  behaupten,  dass  neben 
dichter  Luft  weniger  intermolecularer  Aether  sei  als  neben  einem  gleichen 
Gewichte  dünner  Luft.  Comprimirt  man  die  in  einem  luftdichten  Gefässe 
befindliche  Luft  auf  was  immer  für  eine  Weise,  so  enthält  die  Luft  nach 
der  Compression  weniger  Aether  als  vorher ,  und  letzterer  muss  sich  daher 
auf  was  immer  für  eine  Weise  zum  entsprechenden  Theile  durch  die  Poren 
des  Gefässes  entfernt  haben.  Da  man  nun  kein  Blasen  u.  dgl.  wahrnimmt, 
80  lässt  sich  schliessen ,  dass  ihm  das  Gefäss  gar  nicht  einmal  einen  grossen 
Widerstand  leistet,  der  Aether  geht  durch  die  Poren  eines  Gefässes  wie 
die  Luft  durch  die  Maschen  eines  Netzes.  Man  denke  sich  nun  ein  cylin- 
drisches  Netz  in  der  Luft  befindlich  und  mit  Luft  gefüllt,  an  seiner  Grund- 
fläche befinde  sich  ein  grösseres  Loch  und  der  Deckel  sei  durch  einen  ver- 
schiebbaren Kolben  ersetzt.  Drückt  man  nun  den  Kolben  langsam  in  das 
Netz  hinein ,  so  wird  der  Raum  in  letzterem  kleiner  und  die  Luft  muss 
hinaus.  Wird  diese  wohl  durch  das  Loch  des  Bodens  des  Netzes  gehen 
oder  durch  dessen  Maschen  ?  Aller  Wahrscheinlichkeit  nach  wird  fast  aus- 
schliesslich das  letztere  geschehen  und  derselbe  Fall  tritt  mit  dem  inter- 
molecularen  Aether  ein,  wenn  man  die  specifische  Wärme  der  Gasarten 
bestimmt,  er  geht  gar  nicht  oder  nur  zum  geringsten  Theile  durch  das 
Kühlrohr,  denn  er  findet  Wege  genug  in  den  Poren  des  Gefässes  und  darum 
kann  auch  die  Temperatur  des  Kühlgefässes  durch  ihn  nicht  erhöht  werden. 

Wir  befinden  uns  inmitten  eines  Oceans  von  Aether,  der  in  kein  Ge- 
fäss eingeschlossen  werden  kann,  weil  es  kein  solches  ohne  Poren  giebt, 
den  wir  aber  aus  demselben  Grunde  aus  keinem  Gefässe  ausschliessen 
können.  Wo  ein  ätherfreier  Raum  entsteht,  da  sucht  von  aussen  Aether 
hinzudringen,  denn  die  gegenseitige  Abstossung  der  Aethertheilchen  unter 
einander  bewirkt,  wie  ich  schon  früher*  gezeigt  habe«  einen  Druck  des 
äusseren  Aethers  gegen  den  leeren  Raum.  Aetherverdünnungen  können 
jedoch,  wie  ich  an  demselben  Orte  gezeigt  habe,  bleibend  gemacht  werden, 
wenn  die  Massentheilchen  um   sich    herum  eine  andere  Gruppirnng   der 


•  Diese  Zeitschrift  Jahrg.  XI.  lieft  3. 


Von  Prof.  Dr.  W.  C.  WiTTWER.  505 


AethertheilclieD  bedingen  als  diese  nm  ein  im  allgemeinen  Räume  befind- 
liches Tbeilchen  lagern.  In  diesem  Falle  drückt  der  äussere  Aetber  eben 
so  gut  auf  den  verdünnten  Raum,  als  es  die  atmosphärische  Luft  gegen 
einen  luft verdünnten  Raum  thut.  Die  Cohäsion  der  Körper  ist  nichts  an- 
deres als  das  Ergebniss  dieses  Aetherdruckes  und  das  Auseinanderreissen 
eines  Körpers  ist  ganz  analog  dem  Vorgänge,  welcher  stattfindet,  wenn  wir 
den  mehr  oder  weniger  ausgepumpten  Recipienten  einer  Luftpumpe  von 
dem  Teller  abnehmen,  während  analog  der  Luft  der  Aether  einem  ihn  durch- 
schneidenden Körper  einen  nur  äusserst  geringen  Widerstand  leistet. 
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XX.  Eine  geometrische  Eigenschaft  der  techszehn  Kugeln,  welche 
vier  beliebig  gegebene  Kugeln  berühren.  Von  H.  Schubekt,  Stud.  math. 
in  Berlin. 

Dio  Betrachtungen,  welche  der  Herleitung  dieser  Eigenschaft  als  Basis 
dienen,  möchten  wohl  zum  grössten  Theile  bekannt  sein.  Doch  sind  sie 
hier,  namentlich  behufs  Einführung  übersichtlicher  Bezeichnungen,  in  aller 
Kürze  vorangeschickt. 

I.    Die  A  ehnlichkeits-  und  Chordalgebilde  bei  Kugeln. 

1.  Lehrsatz:  Die  drei  äusseren  Aehuliohkeitspunkte  der  drei  Kugel- 
paare, welche  sich  aus  drei  Kugeln  combiniren  lassen,  liegen  in  einer  Ge- 
raden (der  äusseren  Aehnlichkeitsaxe) ,  ebenso  die  beiden  inneren  zweier 
Paare  und  der  äusseren  des  dritten  Paares  (den  drei  inneren  Aehnlich- 
keitsaxen). 

2.  Lehrsatz :  Von  den  sechs  äusseren  und  sechs  inneren  Aehnlichkeits- 
punkten  der  sechs  Kugelpaare,  welche  sich  aus  vier  Kugeln  combiniren 
lassen,  liegen  in  einer  Ebene: 

<i)  die  sechs  äusseren; 

b)  die  drei  äusseren  dreier  Kugeln  und   die  drei  inneren  der  drei 

Kugelpaare,  welche  jede  dieser  Kugeln  mit  der  vierton  bildet; 
^)  der  äusseren   zweier  Kugeln,   der   äusseren  der  beiden  anderen 

und  die  vier  inneren  der  übrigen  vier  Kugelpaare. 

3.  Lehrsatz:  Die  drei  im  Endlichen  gelegenen  Chordalebenen  der  drei 
Kugelpaare,  welche  sich  aus  drei  Kugeln  combiniren  lassen,  schneiden  sich 
in  einer  Geraden  (der  Chordalgeraden). 

4.  Lehrsatz:  Die  sechs  endlichen  Chordalebenen  der  sechs  Kugelpaare, 
Welche  sich  aus  vier  Kugeln  combiniren  lassen,  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  (dem  Chordalpunkte)  *. 

Wir  bezeichnen  nun  immer  die  vier  der  Betrachtung  unterliegenden 
Kugeln  mit  k^,  Ä'j,  Arg,  /r^,   irgend  eine  von  ihnen  mit  Ay,   irgend  eine  von 


*  Da  die  im  Unendlichen  gelegenen  Chordalebenen,  Chordalgeraden  und  Chor- 
dalpiinktc  im  Folgenden  nicht  auftreten,  so  sind  hier  ihre  Eigenschaften  ausser 
Acht  gelassen. 
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ihnen,  die  von  Ar^  verschieden  ist,  mit  Ay ,  demgemäss  die  Chordalebeno 
von  k^  und  k^'  mit  e^^' ,  die  Chordalgerade  der  drei  Kugeln,  zu  welchen  /^ 

nicht  gehört,   mit  r^,  den  Chordalpunkt  der  vier  Kugeln  mit  />5  ferner  den 

äuBsei'en  ^    * 

Aehnlichkeitspunkt  von  Ar«  und  k*  mit     ,*'"  ,    die   äussere  Aehn- 
luneren  v  y  j^^.i 

lichkeitsaxe  der  drei  Kugehi,  zu  welchen  k^  nicht  gehört,  mit  p  ,  dieje^iige 
innere  Aehnlichkeitsaxe  der  drei  Kugeln  ausser  Ar^,  welche  k^  derartig  be- 
vorzugt, dass  der  auf  ihr  liegende  äussere  Aehnlichkeitspunkt  Aehnlich- 
keitspunkt  der  beiden  von  k^»  verschiedenen  Kugeln  ist,  mit  p    ,  also  '/..B, 

die  ^23,  /i2»  «^is  enthaltende  innere  Aehnlichkeitsaxe  mit  /^^^  Nun  lehrt 
der  2.  Lehrsatz,  dass  es  8  Ebenen  giebt,  auf  denen  je  6  Aehnliehkeits- 
punkte  und  je  4  Aehnlichkeitsaxen  liegen  und  liefert  die  unten  folgende 
Tabelle,  in  welcher  für  diese  8  Aehnlichkeitsebenen  geeignete  Bezeich- 
nungen eingeführt  sind. 

1.  Tabelle. 
Es  liegen  in  einer  Ebene: 

^  '  Pi^  P%     Pi^   P4*  und  ^12  ^18  ^14  ^28  ^4  ^31 

^     '  Pl  P2  Ps  Pi  "  ^iS    -^24  -^34  »^l«  -^IS  A4 

^     '  Pl  Pi  P3  P4,  "  ^19    -^14  -^34  "^il    *^2S    ^24 

^  •  Pl  P2  Ps  Pa  »  -^12  ^U   ^24  ^bl    «^32  •^34 

^  •  Pl  P%  Ps  Pa  n  ^12  -^13  ^23  '^41  «^42  •^43 

^    '  Pl     P2     Ps     Pa         1»   ^1«  -^34  «^IS  •^14  »^23  »^24 

^         •  Pl  P2  Ps     Pa        '»   -^13  -^24  «^12  /l4  '^82  »^34 
14 

^    '  Pi     Pi     Ps     Pa         "   -^14  -^23  '^12  «^IS  "^42  •^48' 

Diese  8  Aehnlichkeitsebenen  zerfallen  also  in  drei  Gattungen,   deren 
Unterschiede  vorstehende  Uebersicht  erkennen  lässt. 

Die  Tabelle  zeigt  ferner,  dass  sich  je  zwei  dieser  Ebenen  entweder  in 

LI 

einer  Aehnlichkeitsaxe  schneiden,  z.  B.  c^  und  e^  in  ;>j^,  e^  und  e®*  in  p^^, 
oder  in  der  Verbindungsgeraden  eines  Aehnlichkeitspunktes  zweier  Kugeln 

mit  einem    Aehnlichkeitspunkte   der   beiden   anderen,   z.B.   ß**  und  e^*  in 

^1%  -^34»  ^'  und  ^  i°  -^84  «^121  ^**  und  ^^*  ^n  «^14  •^23*  Unter  den  56  Punkten, 
die  wir  erhalten,  wenn  wir  den  Schnittpunkt  von  je  dreien  der  8  Aehn- 
lichkeitsebenen bestimmen,  sind  48  Punkte  Aehnlichkeitspunkte  und  8 
Punkte  nicht.  Jeder  der  12  Aehnlichkeitspunkte  kommt  viermal  als  Schnitt- 
punkt dreier  der  8  Ebenen  vor  und  zwar  so,  dass  die  vier  zu  einer  solchen 
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Ornppe  gehörigen  Ebenen  sich  in  einem  Punkte  und  zwar  einem  Aehn- 
lichkeitspunkte  schneiden.     Dies  liefert  die 

2.  Tabelle. 
Es  schneiden  sich  in : 


^12 

:e«e»c* 

e*^ 

Ju 

gl  g»  gU  ^ii 

^18 

:  e»  c*  e* 

.4^ 

A» 

:  «>  ..  e*^  .i*- 

^M 

e»  e«  e» 

,il, 

Ju 

:  e.  a*  .'t"  a« 

^ 

:cö  c»  e* 

e*^ 

Jn 

•.^^e^K-i 

^U 

c«>c»  e» 

«'^ 

Ju 

(»  c»  e^t  «»* 

A^: 

e«  e»  e» 

e«; 

Ju 

^  ^  e^^  .i^ 

Es  bleiben  also  noch  8  Gruppen  von  je  drei  sich  nicht  in  einem  Aehn- 
lichkeitspunkte  schneidenden  Ebenen  übrig.  Die  Schnittgerade  je  Kweier 
Ebenen  einer  solchen  Gruppe  ist  aber  die  Verbindungsgerade  eines  Aehn- 
lichkeitspunktes  zweier  der  vier  Kugeln  mit  einem  Aehnlichkeitspunkte  der 
beiden  anderen.  Achtmal  drei  derartige  Verbindungsgeraden  schneiden 
sich  also  in  einem  Punkte.     Dies  verdeutlicht  die 


3. 

Tabelle 

Es  schneiden  sich  in  einem 

Punkte 

i>:.« 

e^i  e^^ 

oder  /u  /„, 

•^18   •^241 

hi.  Jn 

Pi:c« 

c»    e* 

1) 

A^  /j4, 

-^18  •'24» 

-^14    ^^28 

P«:«» 

c*     ei 

1» 

''28   •'41» 

^24  -^ai» 

4.    ^M 

P»:c* 

e»     e» 

>i 

^84    «^12» 

-^81    ^^42» 

^mAi 

P*:e» 

(»    e» 

»> 

^41   •'28» 

-^42  •'18» 

^48   A2 

P«  ..  ^ 

,4f  ,41 

») 

•^12   •^34» 

^14  ^23 » 

^18    ^24 

P«:^ 

e^*  .*« 

1« 

•^U   J%i^ 

^12  ^84» 

-^14  -^28 

P*^:cO 

e**-  e« 

)» 

A4  •'88» 

-^13  ^841 

-^12    -^84 

II.   Berührung  der  Kugeln. 

Der  Bestimmung  der  Berührungskngeln  für  vier  gegebene  Kugeln  lie- 
gen folgende  Sätze  zu  Grunde: 

1.  Lehrsatz: 


Der  Berührungspunkt  zweier  sich 

aussen  .     ..,        ,      ^       ,     . 
von  .  berührenden  Kugeln  ist 

innen  ° 

.,     innerer     .,,.,,. 
iiir  ^  Aebnlichkeitspunkt. 

äusserer  '^ 


Die  Berührungsebene  zweier  sich 
berührender  Kugeln  ist  ihre  Chor- 
dalebene, 
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2.  Lehrsatz: 


^      ,  .  T^       1      .       ,  .       gleichartig,  d.h.  beide  von  an^sen 

Berühren  2wei  Kugeln  eine  dritte        •  .  i^      .        i     i       i. 

nngleichartig,    d.   h.    die   eine    von 


oder  beide  von  innen 

aassen ,  die  andere  tob  inneii' 

so  gebt  die  Verbindungsgerade  der 

Berübrnngspnnkte    —    die    Berüh- 

,     -       äusseren 
roBgssehne  —  durch  den  . 

inneren 

Aehnlichkeitäpunkt       des      Kngel- 

paares. 

3.  Lehrsatz 


so  liegt  die  Schnittgerade  der  Re- 
rührungsebenen,    d.   i.    die   Polare 

der  Bertkhrangssehne  —  die  Beriih- 

»nngspolare    —   auf   der    Chotdal- 
ebene  des  Kugeipaares. 


•«       .  .  ,^       ,       .       1  .       gleichartig 

Berühren  zwei  Kugeln  eine  dritte        ,  .  ,       .    > 
°  ungleichartig 


so  geht  die  Polarebene  ihres . 

inneren 

Aehnlichkeitspunktes  in  Bezug  auf 

die  dritte  Kugel  durch  die  Beruh- 

ruDgspolare. 


so  liegt  der  Pol  ihrer  Chordalebene 

in  Bezug  auf  die  dritte  Kugel  auf 
der  Berühmngssehne. 


4.  Lehrsatz: 

Berührt  jede  von  zwei  Kugeln  zwei  andere  ^     ,  .  ,    ^ ,   ,  so  geht  die 

ungleichartig 

äusseren 
Chordalebene  der  beiden  ersteren  durch  den  .  Aehnlichkeitspunkt 

inneren  '^ 

der  beiden  letzteren. 

Es  sind  nun  16  Combinationen  möglich ,  wie  vier  Kugeln  von  einer  an- 
deren berührt  werden  können,  wenn  wir  die  äussere  und  die  innere  Berüh- 
rung unterscheiden.  Von  diesen  sind  achtmal  zwei  gerade  einander  ent- 
gegengesetzt, d.h.  jede  der  vier  Kugeln  erleidet  in  solchen  zwei  Füllen  un- 
gleichartige Berührung.  Kugeln  nun ,  welche  jede  von  den  vier  Kugeln 
k^^  k^y  ^3,  k^  ungleichartig  berühren,  nennen  wir  in  Bezug  auf  diese  nnr- 
gleichartig  conjugirt  und  verstehen  unter  gleichartig  conjugirten  Kugeln 
solche,  welche  jede  der  vier  Kugeln  gleichartig  berühren.  Dann  ist  klar, 
dass  die  sämmtlichen  Berührungskugeln  in  8  Gruppen  conjugirter  Kugeln 
zerfallen  müssen,  und  erst  später  wird  sich  ergeben,  wie  viel  Kugeln 
eine  solche  Gruppe  enthält.  Alle  einander  conjugirten  Kugeln  bevorzugen 
nun  ,  hinsichtlich  der  äusseren  oder  inneren  Berührung,  entweder  keine  der 
vier  Kugeln,  dies  seien  die  Kugeln  Hfi^  oder  eine  der  vier  Kugeln,  dies 
seien  k\  Ar*,  A*,  A*,  oder  zwei  und  zvei  der  vier  Kugeln,    dies  seien 

k^^ y  k^*  ,  k^^  ;  wobei  also  einander  conjugirte  Kugeln  nur  eine  Bezeich- 

13 

nting  erhalten  haben.     Es  bedeutet  also  z.B.  k^*  sewohl  jede  Kugel,   die 

Zcitsehrin  f.  Malhenialik  u.  Physik  XIV,  6.  34 
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A:^  und  Ar,  von  aussen ,  k^  und  k^  von  innen  berührt ,  wie  auch  jede  Kugel, 

die  k^  und  k^  von  innen,  k^  und  k^  von  aussen  berührt.     Irgend  einen  die- 

,     »    -..  12    13    14      ,.        ,    .  .,.,.,. 

ser  acht  IndicesO,  *i2,3,4,  --,  — ,  --,  die  übrigens  identisch  sind  mit 

den  Indices  der  acht  Aehnlicbkeitsebenen,  wollen  wir  mit  l  beseichnen, 
demgemäss  irgend  einen  der  beiden  Aehnlicbkeitspnnkte  irgend  zweier  der 

conjugirten  Kugeln  k    mit  H    ,  ihre  Chordalebene  mit  /   , 


die  Berührungssehne  irgend  zweier 
eonjugirter  Kugeln  k  in  k^  mit  6^, 
endlich  den  in  Bezug  auf  k  be- 
stimmten Pol  der  Aehnlichkeits- 
ebene  e    mit  El. 


die  Bertihruugspolare  irgend  zweier 
eonjugirter  Kugeln  k  für  k^  mit 
ß  j  endlich  die  in  Bezug  auf  k^  be- 
stimmte Polarebene  des  Chordal« 
punktes  D  mit  d  • 


Nach  Lehrsatz  4 


liegt  dann  H  auf  allen  Chordal- 
ebenen der  vier  Kugeln,  fällt  also 
mit  J)  zusammen. 


geht  dann  f  durch  alle  Aehnlich- 
keitspunkte,  die  auf  «  liegen,  ftllt 
also  mit  e    zusammen. 


liegt  aber  H  ,  d.h.  D  auf  b^ 


N^ch  Lehrsatz  2 

geht  aber  f   ,.d.  h.  e   durch  ß  . 


Nach  Lehrsatz  3 


liegt  auf  b     auch  der  Pol  von  /  , 
d.  h.  e    in  Bezug  auf  k  ,  also  E  • 


geht  durch  ß   auch  die  P^larebene 

von  H   ,  d.  h.  Z)  in  Bezug  auf  k  , 
also  d  . 


Es  ist  daher  für  irgend  zwei  conjugirte  k    in  jeder  der  vier  Kugeln 


die  Berübrungssehne  als  die  Ver- 
bindungsgerade von  B  mit  Ei  ein- 
deutig bestimmt. 


die  Berührungspolare  als  die  Schnitt- 
gerade  von  e  mit  d  eindeutig  be- 
stimmt. 


Daraus  folgt,  dass  die  Anzahl  der  conjugirten  Kageln  k  zwei,  sftmmt- 
licher  Berührungskugeln  also  16  ist.  Nennen  wir  also  die  beiden  conjugir- 
ten Kugeln  vom  Index  k  k  und  x  ,  so  können  k  und  k  nun  gleichartig 
und  ungleichartig  conjugirt  sein,  was  von  der  Lage  von  Afj,  äTj,  Ar,,  k^  zu 

einander  abhängt  und  damit  zusammenfällt,  dass  über  unser  B  keine  Be- 
stimmung getroffen  war  ^  ob  es  äusserer  oder  innerer  Aehnlichkeitspunkt 
aein  sollte.   Die  beiden  conjugirten  Kugeln  vom  Index  k  sind  ferner  imagi- 
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,.  ....         Berfihrangsehnen  ihre  Knt^eln  nicht 

nur  zQ  nennen,  wenn  die  zugehörigen  „    ,.,  ,  .,       ,,       , 

Berührungspolaren  ihre  Kugeln 

schneiden. 

III.  Die  sechszehn  Berührungakugeln. 
Ans  den  Lehrsätzen  Über  die  Berührung,  sowie  aus  den  angegebenen 
Consirnctionen  der  Berührungskngeln  folgt  sofort: 

I.Lehrsatz:   Die  Aehnlichkeitsebene  6     ist    die    Chordalebene    von 

k     und  X  . 

2.  Lehrsatz :  Der  Chordalpunkt  D  ist  der  äussere   oder  innere  Aehn- 

lichkeitspunkt  von  k  and  %  ,  je  nachdem  letztere  gleichartig  oder  un- 
gleichartig conjugirt  «ind. 

3.  Lehrsatz:  Der  Schnittpunkt  dreier  Aehnlichkeitsebenen  ist  der  ge- 
meinsame Chordalpunkt  der  drei  Paare  conjugirter  Berübrungskugeln, 
welche  dieselben  drei  Indices  haben,  wie  jene  drei  Ebenen. 

.  4.  Lehrsatz:  Haben  vier  Aehnlichkeitsebenen  einen  gemeinsamen 
Schnittpunkt,  so  ist  dieser  der  gemeinsame  Chordalpunkt  der  vier  Paare 
conjugirter  Berübrungskugeln,  welche  dieselben  Indices  haben,  wie  jene 
vier  Ebenen. 

Nach  den  beiden  letzten  Sätzen  erbalten  wir  zwei  neue  Tabellen,  wenn 

wir  in  den  Tabellen  2  und  3  des  L  Abschnitts  an  Stelle  jedes  e  die  ent- 
sprechenden k  ,  X  setzen  und  gleichzeitig  statt  „schneiden  sich  in  einem 
Punkte'^  „haben  zum  gemeinsamen  Chordalpunkte*'  sagen.  So  erhalten 
wir  12  Gruppen  von  je  4  Paaren  conjugirter  Kugeln  und  8  Gruppen  von  je 
3  Paaren  conjugirter  Kugeln  von  der  Beschaffenheit,  dass  die  zu  einer 
Gruppe  gehörigen  Kugeln  einen  gemeinsamen  Chordalpunkt  haben. 

Haben  nun  n  Kugeln  einen  gemeinsamen  Cbordalpunkt  und  ausserdem 
eine  gemeinsame  Berührungskugel,  so  giebt  es  immer  eine  der  letzteren 
conjugirte  Berührungskugel  zu  alten  möglichen  vier  Kugeln  >  welche  man 
aus  den  n  Kugeln  combiniren  kann ,  weil  die  zugehörigen  Berührnngssehnen 
durch  Verbindung  des  gemeinsamen  Chordalpunktes  mit  den  bekannten  Be- 
rttbmngspunkten  bestimmt  sind.  Alle  die  so  erhaltenen  Bertihrnngskugetn 
sind  aber  in  der  Tbat  nur  eine,  da  es  sonst  verschiedene  Kugeln  geben 
müsste,  die  zwei  oder  drei  Kugeln  in  denselben  Punkten  berühren«  Daher 
gilt  der 

5.  Lehrsatz:  Haben  n  Kugeln  mit  gemeinsamem  Chordalpnnkte  eine 
gemeinsame  Berübrungskugel ,  so  giebt  es  immer  noch  eine  zweite  Berüh- 
mngskugel ,  welche  jede  der  n  Kugeln  mit  der  ersten  gleichartig  oder  un- 
gleichartig berührt,  ihr  also,  wie  wir  sagen  können,  gleichartig  oder  un- 
gleichartig conjugirt  ist  in  Bezug  auf  die  n  Kugeln. 

Wir  haben  nun  oben  Gruppen  von  Kugeln  mit  gemeinsamem  Chordal- 
punkte   kennen  gelernt.     Alle  Kugeln  einer  solchen  Gruppe  werden  von 

34* 
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jeder  der  vier  Kugeln  A'^,  Ar^,  Afg,  k^  gleichzeitig  berührt.  Es  muss  daher 
nach  dem  5.  Lehrsätze  zu  jeder  dieser  vier  Kugeln  eine  in  Bezug  auf  jede 
Gruppe  conjugirte  Berührungskugel  geben.  Berückbichtigen  wir  nun  noch, 
dass  für  eine  Gruppe  von  Kugeln,  deren  gemeinsamer  Chordalpunkt  ein 
Aehnlichkeitspunkt  der  Kugelu  k^  und  k,  ist,  diese  beiden  Kugeln  selbst 

als  einander  conjugirte  erscheinen  werden,  so  schliessen  wir,  dass  es  für 
jede  der  12  Gruppen  von  vier  Paaren  conjugirter  Kugein  zwei  neue  Berüh- 
rungskugeln  giebt,  welche  den  beiden  der  vier  Kugeln  Ar^,  Ar^,  k^^  k^  conja- 
girtsind,  welche  andere  Indices  haben,  als  der  Aehnlichkeitspunkt,  der 
alH  gemeinsamer  Chordalpunkt  der  Gruppe  auftritt.  Es  giebt  daber  24  sol- 
cher Kugeln.  Dagegen  muss  es  für  jede  der  8  Gruppen  von  je  drei  Paaren 
conjugirter  Kugeln ,  deren  gemeinsamer  Chordalpunkt  kein  Aehnlichkeits- 
punkt, sondern  ein  P  ist,  noch  zu  jeder  der  vier  Kugeln  k^^  Ar^,  Arg,  k^ 
eine  conjugirte  Berührun§^kugel  geben.  Solche  Kugeln  giebt  es  daher  32. 
Es  gilt  also  schliesslich  folgender  Satz: 

„Die  16  Kugelu,  welche  4  Kugeln  berühren,  haben  eine  solche 
Lage,  1)  dass  man  12  Gruppen  von  je  8  Kugeln  aus  ihnen  bilden 
kann,  so  dass  es,  abgesehen  von  den  4  ursprünglichen  Kugeln, 
immer  2  Kugeln  giebt,  von  denen  jede  die  sämmtlichen  8  Kugeln 
einer  solchen  Gruppe  berührt,  und  2)  dass  man  8  in  jenen  Grup- 
pen nicht  sc^fon  enthaltene  Gruppen  von  je  6  Kugeln  bilden 
kann,  so  dass  es,  abgesehen  vou  den  4  ursprünglichen  Kugeln, 
immer  4  Kugejn  giebt,  von  denen  jede  alle  0  Kugeln  einer  solchen 
Gruppe  berührt." 
In  etwas  anderer  Form  lautet  der  Satz: 

„Die  lö  Kugeln,  welche  4  Kugeln  berühren,  liegen  so,  dass 
sich  24  neue  Kugeln  finden  lassen ,   von  denen  jede  8  von  jenen 
16  Kugeln  berührt,  und  32  von  den   24  verschiedene  Kugeln,   von 
denen  jede  6  von  jenen  16  Kugeln  berührt." 
Man  constrnirt  diese  56  Kugeln,  indem  man  durch  Verbindung  des  Chor- 
dalpunktes der  zu  berührenden  6  oder  8  Kugeln  mit  den  zugehörigen  Be* 
rührungspunkten   auf  den  4  ursprünglichen  Kugeln  die  Berührungssehuen 
bestimmt     Eine  andere  von  der  Kenntniss  der  zu  berührenden  Kugelu  un- 
abhängige Construction  liefert  die  Betrachtung,  dass  die  Chordalebene  der 
gesuchten  Kugel  x  und  derjenigen  der  4  ursprünglichen  Kugeln ,  k  ,  wel- 
cher sie  in  Bezug  auf  irgend  eine  Gruppe  conjugirt  sein  soll,  den  Chordal- 
punkt D  enthalten  muss,  und  dass  die  Verbindungsgerade  des  Mittelpunk- 
tes von  k    mit  dem  Chordalpunkte  der  Gruppe^  der  ja  Aehnlichkeitspunkt 

der  conjugirten  Kugeln  k  und  x  ist,  Centrale  der  letzteren  sein  muss. 
Dadurch  ist  ein  Aehnlichkeitspunkt  und  die  Chordalebene  vou  k  und  x  als 
eine  durch  D  zur  Centrale  senkrecht  gelegte  Ebene  bestimmt.     Die  Kugel 
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aber,  welche  mit  einer  gegebenen  einen  gegebenen  Aehnlicbkeitspnnkt  nnd 
eine  gegebene  Chordalebene  haben  soll,  ist  dann  leicht  au  constrairen. 
Diese  Constrnction  sowohl,  wie  auch  der  Umstand,  dass  jede  der  50  Kugeln 
irgend  einer  der  vier  ursprünglichen,  also  einer  reellen  Kugel  conjugirt  ist, 
liefet  den  Beweis,  dass  jene  50  Kugeln  stets  reell  sind,  wenn  auch  meh- 
rere oder  alle  Kugeln,  welche  sie  berühren  sollen,  imaginär  sind. 

Anmerkung:  Zu  dem  Sntze,  welcher  als  das  Bchlnssresultat  der  vor- 
■tehenden  UnterBiichung  erscheint,  giebt  es  natürlich  ein  Analogon  für  die  acht 
Kreise,  welche  drei  Kreise  berühren.  Diese  liegen  nämlich  so,  dass  jede  der 
sechs  Gruppen  von  je  zwei  Paaren  conjugirter  Herührnnjfskreise,  in  welche  die 
acht  Kreise  zerfallen,  einen  neuen  gemeinsamen  Berührungskreis  hat. 


XXL  Metrische  Belationen  swisohen  den  Badien  der  16  Xngeln, 
welche  4  Xngeln  bertthren.     Von  H.  Schubebt,  Stud.  math.  in  Berlin. 

Unter  den  IC  Kugeln,  welche  die  vier  beliebig  gegebenen  Kugeln 
A:,,  Ar,,  A:,, /r«  berührpn,  sind  achtmal  zwei  gleichartig  oder  ungleichartig 
conjugirt,  d.  h.  jede  der  gegebenen  Kugeln  wird  von  solchen  zwei 
Kugeln  entweder  gleichartig  oder  ungleichartig  berührt.  Hinsichtlich 
der  äusseren  oder  inneren  Berührung  bevorzugen  von  diesen  acht 
Panren  conjugirter  Berührungskugoln  1  Paar  /r*  x*   keine  der  4  gegebenen 

Ku-eln,  4  Paare  k^%\  k^x\  A*x«,  k'x*  eine,  3  Paare  ^t'^x'"*,  k**n*^,  Ä"x" 
zwei  und  zwei  der  gegebenen  Kugeln.  Zwischen  den  Radien  dieser  lö  Be- 
rührungskugeln müssen  6  von  einander  unabhängige  Kelationen  bestehen, 
weil  die  Grösse  und  Lage  der  gegebenen  4  Kugeln  zu  einander  durch  10  Be- 
stimmungsstücke ToUständig  gegeben  ist.  5  dieser  sechs  Relationen  aufzu- 
stellen, gestattet  die  folgende  Untersuchung.  Hat  irgend  eine  von  den 
gegebenen  Kugeln,  k  ,  die  Mittelpunktscoordinaten  a  ^  h   ,  c  ^  den  Radius 

r  ,  so  ist  die  Bedingung  dafür,  dass  sie  von  einer  Kugel  mit  den  Mittel- 
punktscoordinaten Xy  y,  z  und  dem  Radius  q  berührt  wird:  fx  —  a  V 
+  (y  -  ^)*+  (*  -  ^^y  =  (Q  ±  %yy  ^o  +  %  ^r  die  äussere,  -r^  für 
die  innere  Berührung  zu  wählen  ist.    Soll  also  jede  der  4  gegebenen  Kugeln 

(«1,  ^»  <?i»  ^i)»  («21  ^2»  <^2'  '•2)»  K»  *3v^3'  ^s)»  («4.  ^4,  <^4,  ^4)  vou  der  Kugel 
(a:,  y,  z,  q)  berührt  werden,  so  müssen  4  Gleichungen  von  jener  Form  er- 
füllt werden  y  aus  denen  man  durch  Elimination  von^o:,  y,  z  eine  Gleichung 
für  Q  erhält,  die  nur  vom  zweiten  Grade  ist,  weil  durch  Subtraction  je 
zweier  der  4  Gleichungen  die  zweiten  Potenzen  der  Unbekannten  x,  y,  z,  ^ 
fortfallen.  Ertheilen  wir  dann  den  4  Radien  v^,  v^,  V3,  V4  das  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen,  was  nichts  anderes  heisst,  als  q  das  entgegen- 
gesetlte  Vorzeichen  geben,  so  erhalten  wir  eine  zweite  Gleichung  zweiten 
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Grades  für  q^  deren  beide  Wurzeln  die  Wurzeln  der  ersten  Gleichung  mit 
entgegengesetztem  Vorzeichen  sind.  Es  ist  danach  deutlich,  dass  die 
beiden  absoluten  Werthe  der  4  Wurzeln  dieser  beiden  Gleichungen  den 
beiden  Radien  zweier  conjugirter  Berührnngskugeln  angehören,  und  zwar 
gleichartig  conjugirter,  wenn  die  Vorzeichen  der  beiden  Wurzeln  jed^r  der 
beiden  Gleichungen  dieselben  sind,  ungleichartig  conjugirter,  wenn  jene 
Vorzeichen  verschieden  sind.  Je  nach  der  Wahl  der  Vorzeichen  der  4  ge- 
gebenen Radien  erhalten  wir  nun  8  solche  Paare  von  Gleichungeo ,  deren 
16  Wurzeln  die  Radien  der  16  Berührungskugeln  sind. 

Die  Radien  r^,  Tg,  Tg,  r^  wählen  wir  nun  zuerst  alle  positiv  und  sub- 
trahiren  je  2  der  4  Gleichungen  von  der  angegebenen  Form.  Dann  resul- 
tiren  drei  von  einander  unabhüngige  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen 
^)  Vi  ^>  P*  Wenn  nun  im  Folgenden  neu  auftretende  Buchstaben  immer 
Grössen  bezeichnen ,  welche  nur  die  Mittelpunktscoordinaten  und  die 
Quadrate,  aber  nicht  die  ersten  Potenzen  der  Radien  der  gegebenen 
Kugeln  enthalten,  Grössen  .also,  die  bei  Veränderung  des  Vorzeichens 
dieser  Radien  unverändert  bleiben,  so  lauten  die  durch  Elimination  aus 
den  3  Gleichungen  ersten  Grades  zwischen  x^  y,  ;,  q  erhaltenen  Ausdrücke 
für  or  —  «1 »  y  —  6| ,  «  —  c, : 

ä+Q  (rfir,  +rf,rj  +  d^r^  +  d^r^). 
Setzt  man  diese  drei  Werthe  in  die  Gleichnng 

(x  -  a,y  +  (y  -  b,y  +  (z  -  c,y  ={q  +  r,y 
ein,  so  erhält  man,  wenn    mit  Fi{r)  und  f^{r)  kiinftig  ein  Ausdruck  von 
der  Foi^m 

e^r^  +  e^r^  +  e^r^  +  c^r^, 
mit  F^{r)  und  f^{r)  ein  Ausdruck  von  der  Form 

912^1^2  + Oisr^rj^  +  g^^r^r^  +  g^r^r^  +  g^r^r^+g^^r^r^ 
bezeichnet  wird,  schliesslich 

Wählt  man  jetzt  r^,  r^,  rg,  r^  negativ  statt  positiv,  so  kommt 

Also  ist  sicher,  wenn  die  Radien  von  k^  und  jt®,  Qq  und  q^  sind,  und  Qq  und 
g^Q  mit  gleichem  Vorzeichen  behaftet  werden,  wenn  l^  und  »^  gleichartig, 
mit  verschiedenem ,  wenn  k9  und  %^  ungleichartig  conjugirt  sind : 

Daraus  folgt 
oder 


(r.+rj'-i'-''"!' 
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FerDer  folgt  aus 

NcnnoD  wir  also  das  Product  der  reciproken  Radien  zweier  conjugirter 

Kugeln  k  and  x  ^j^,  das  Quadrat  ihrer  Summe  c^,  wobei  zu  berücksich- 
tigen, dass  die  Vorzeichen  der  beiden  Radien  bei  gleichartig  conjugirten 
k^  und  %  gleich,  bei  ungleichartig  conjugirten  k^  und  x^  ungleich  zu 
machen  sind,  so  ist  jetzt: 

Daraus  erhält  mau  die  7  übrigen  g  und  die  7  übrigen  t  durch  Verän- 
derung der  Vorzeichen  von  r^,  r^y  ^8>  ''4«  also  z.  B.  g^,  indem  man  in  dem 
Ausdrucke  für  q^  nur  r^  negativ  setzt,  was  damit] zusammenfällt,  dass  man 
nur  r^y  r,,  r^  negativ  setzt.  Schreiben  wir  nun  der  Kürze  halber  für  jedes 
h     ,  r  r  ,  immer  n     , ,  und  für  jedes  i  r     immer  /  ,  so  erhalten   wie  fol- 

gende  zweimal  8  Gleichungen : 

^0  =  +  "la  +  "18  +  "u  +  ''23  +  "24  +  "si  +  '^ » 
S' jt  =  + "12- «13- ''u- ««-««  +  "«+'«'» 

B4 

ä' _is  =  ■"  «12  +  "18  ""  «U  —  «28  +  «24  "~  «84  +  «^ » 
S4 

5'i4  =  ~«12""«18  +  «14  +  «^83  — «24  —  «S4+  «^ » 
SS 

fi'l  =  -«lt— «l3-«14+«i8  +  «24  +  «S4+«'» 
V2  =  -«i2  +  «l8  +  «U-«23-«24  +  «34  +  «'» 
^8  =  +  «12  ■"  «18  +  «14  —  »23  +  W^  —  «34  +  «^ » 
^4  =  +  «12  +  «13  —  «14  +  «28  —  «24  —  «34  +  «^ ; 
^0=(+^l+'2  +  ^3  +  y'i 
^_.=  (-/l-/2  +  '3  +  /J^ 

^li=C-'l+'2-^3  +  /4)*. 

^lJ=C-/l  +  /2  +  ^8-^4)'» 
;;  =  (-/,  +  /,+  /3  +  g2, 
^2  =  (+'l-'2  +  '3  +  '4''. 

Durch  Elimination  der  rechts  stehenden  Grössen  ergeben  sich  aus  den 
ersten  acht  Gleichungen  eine,  aus  den  zweiten  acht  Gleichungen  vier  un- 
abhängige.Relationen  zwischen  den  Radien  der  10  Berührungskugeln.  Diese 
fünf  von  einander  unabhängigen  Relationen  sind  folgende: 
I-  ?o  +  «^  U  +  ^  11  +  ^  M  =  ^1  +  ^2  +  ^3  +  ^4  1 

»4  24  '1» 

II.  ^0+  ^  1.  +^  il  +^  JL4=  ^1  +  ^2  +  ^3  +  ^1 

34  «4  SS 
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III,  IV,  V.  (to  +  T ^. -  t ^,  -  T  ,,y  -  {r,  +  r,  - 1,  -  tJ« 

B4      «4      2B 

=  K  +  ^i»  —  ^M"-^lO*—  (^1  +  ^3-^4-^2)^ 
«4       S3      14 

=  (^0  +  ^.ij|-^lJ»-^L»)*'~  (^1  +  ^-^8-- ^3)* 

äs       S4       34 
__.  34      »4      «8 »4      »3      B4 »8      »4      94 

84      24      SS 

_  (Ti  +  Ta  —  ^3  —  O  (^1  +  ^8  —  ^4  —  ^2)  (^1  +  ^4  —  ^2  —  H) ^ 
^1  +  ^2  +  ^3  +  ^4 

Die  Gleicbungen  III,  IV  lassen  sich  auch  schreibeD: 
{'^0  —  ^ la)  (^  18  —  ^±4)  =  (^  -  ^2)  (h  —  U) » 

84  «4  «S 

K-^^  I»)  (^14-   ^±1)==  (^1-^3)  (^4-  ^2)1 
94  8«  84 

(^0 -  '^14)  (^jLs~  ^  L»)  =^'  (^  ■*  "^A^  (^a  -  ^s)  > 

«8  84  «4 

welche  drei  Gleichuugen  nur  zwei  unabhängige  Relationen  darstellen.  Von 
der  Richtigkeit  jener  fünf  Gleichungen  kann  man  sich  leicht  überzeugen. 
In  I  ist  nämlich  jede  Seite  =4«;,  in  II  =4  (/i^  +  Z^^  +  Zjä  +  Z^a),  in  III,  IV, 
V=256/i/,/5/4. 


XXn.  Constraotion  des  KrümmungskrdteB  fikr  Fatspnnktcurven.  Von 
Emil  Weyr,  Assistenten  bei  der  Lehrkanzel  für  Mathematik  am  Polytech- 
nikum zu  Prag.     (Hierau  Tivfel  VIII,  Fig.  1—5.) 

1.  Wenn  man  von  einem  festen  Punkte  0  auf  die  Tangenten  einer 
Curve  C  Perpendikel  fällt,  so  erfüllen  deren  Fusspunkte  die  Fusspnnkt- 
curve  (podaire)  F  der  Curve  C,  Der  Punkt  0  heisst  der  Pol  und  die  Curve 
C  die  Directrix. 

Das  Entstehungsgesetz  der  Fusspunktcurven  lässt  es  natürlich  ersehe!« 
nen,  die  Directrix  C  als  Enveloppe  einer  Geraden  —  ihrer  Taugente  —  zu 
betrachten. 

Dies  vorausgesetzt,  entspricht  jeder  Tangente  /  von  C  ein  Punkt/?  von 
F^  nämlich  der  Fusspunkt  des  von  0  auf  t  gefällten  Perpendikels. 

Ist  die  Diredtrix  C  von  der  k^^^  Klasse,  so  ist  ihre  Fusspunktcurve  F 
im  Allgemeinen  von  der  2/:^''^  Ordnung  und  besitzt  im  Pole  0  einen  Ar  -  fachen 
Punkt.  Die  k  Tangenten  dieses  Punktes  sind  senkrecht  auf  den  von  0  aas 
an  C  gehenden  k  Tangenten. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  besondere  Natur  der  Directrix 
auch  Eigenthümlichkeiten  der  Fusspunktcurve  bedingen  wird. 

So  entspricht  einer  Doppeltangento  der  Directrix  ein  Doppelpunkt  der 
Fusspunktcurve  und  einer  luflexionstangeute  der  Directrix  eine  Spitze  der 
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Fasftpnnktcnrve.     Die  Inflexionstangenten   der  Ftisspunktcurve  entstehen 
jedoch,  wie  später  gezeigt  werden  boU,  in  ganz  anderer  Art. 

Diese  Eigenthflmlichkeiten  der  FnsHpnnktCQrven  zn  untersuchen,  sol} 
nicht  der  Zweck  des  Folgenden  sein.  Wir  wollen  uns  vielmehr  unter  gana 
allgemeinen  Voraussetzungen  die  Construction  des  Krümmangakreises  der 
Fusspnnktcnryen  in  irgend  einem  ihrer  Punkte  zur  Aufgabe  stellen. 

2.  Wie  schon  in  l)  erwähnt  wurde,  soll  die  Directrix  C  als  Enveloppe 
betrachtet  werden.  Dann  erhält  man  auf  jeder  Tangente  /  von  C  durch  das 
Fällen  der  Senkrechten  aus  0  einen  Punkt  p  der  Fusspunktcurve  F. 

Zwei  auf  einander  folgende  Tangenten  /,  /j  der  Directrix  liefern  zwei 
auf  einander  folgende  Punkte  /?,  /?,  der  Fusspunktcurve  F, 

Kennt  man  also  den  Berührungspunkt  n  der  Tangente  i^  so  kann  man 
leicht  die  Tangente  a  des  Punktes  p  construlren.  Die  betreffende  Construc- 
tion ist  eine  bekannte  Sache  und  mag  nur  des  Zusammenhanges  mit  dem 
Nachfolgenden  wegen  kurz  erwähnt  werden. 

Ist  (Taf.  VIII,  Fig.  1)  C  die  Directrix,  0  der  Pol  und  i  eine  Tangente 
von  C,  so  ist  der  Fusspunkt  p  des  von  0  auf  t  gefällten  Perpendikels  ein 
Funkt  der  Fusspunktcurve  F.  Ist  n  der  Berührungspunkt  der  Tangente, 
80  können  wir  die  Punkte  9e  und  p  als  entsprechende  Punkte  bezeichnen. 

Beschreibt  man  über  On  als  Durchmesser  einen  Kreis  iT,  so  wird  die- 
ser des  rechten  Winkels  bei  p  halber  nothwendig  durch  den  Punkt  p  hin* 
durchgehen.  Die  Tangente  6  dieses  Kreises  im  Punkte  p  ist  nun  zugleich 
die  Tangente  der  Fusspunktcurve  im  Punkte  p.  Die  Normale  N  der  Fuss- 
punktcurve im  Punkte  p,  welche  durch  den  Mittelpunkt  c  &es  Kreises  K 
geben  muss,  schneidet  daher  diesen  Kreis  in  demselben  Punkte,  wie  die 
Normale  v  der  Directrix  im  Punkte  tk* 

3.  Um  den  Krümmungskreis  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
dessen  Mittelpunkt  für  irgend  einen  Punkt  der  Fusspubktcnrve  F  zu  finden, 
betrachte  m«n  drei  auf  einander  folgende  Tangenten /,  ^,,  f,  (Taf.  VIII, 
Fig.  2)  der  Directrix.  Vom  Pole  0  lassen  sich  auf  diese  Tangenten  drei 
Perpendikel  fällen,  deren  Fusspunkte  p,  P|,  p^  drei  auf  einander  folgende 
Punkte  der  Curve  F  sind.  Durch  diese  drei  Punkte  p,  P|,  p,  lässt  sich 
ein  Kreis  R  legen,  welcher,  wenn  die  drei  Punkte  unendlich  nahe  zu  ein- 
ander rücken,  zum  Krümmungskreise  der  Fusspunktcarve  im  Punkte p  wird. 

Das  Zusammenrücken  der  drei  Punkte  p,  Pj ,  P2  wird  man  am  einfach- 
flten  dadurch  bewerkstelligen,  dass  man  die  beiden  Tangenten  f , ,  t^  immer 
mehr  und  mehr  gegen  die  Tangente  /  rücken  lässt,  wodurch  auch  deren 
Berührungspunkte  tcj,  tt«  sich  dem  Berührungspunkte  ts  der  letzteren  nä- 
hern werden. 

Es  handelt  sich  nun  um  die  Grenzlage  des  Kreises  R.  Um  ra.nch  zu 
derselben  zu  gelangen,  mOge  Einiges  über  Kegelschnitte  vorausgeschickt 
werden. 
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4.  Wenn  man  von  einem  Brennpunkte  eiDes  Kegelschoittes  auf  dessen 
Tangenten  Perpendikel  fällt,  so  liegen  deren  Fasspunkte  in  einem  Kreise, 
welcher  über  der,  die  Brennpunkte  enthaltenden  Axe  als  Durchmesser  be- 
schrieben werden  kann.  Dieser  Kreis  is^t  die  Fusspunktcurve  d-es  Kegel- 
schnittes bezüglich  jedes  seiner  Brennpunkte  aU  Pol. 

Fällt  man  also  von  einem  Punkte  0  (Taf.  VIII,  Fig.  3)  auf  die  drei 
Seiten  /,  /, ,  /,  eines  Dreiseits  Perpendikel  und  legt  durch  deren  drei  Fnss- 
punkte  p,  jDj ,  p^  einen  Kreis  i?,  so  ist  dies  der  über  der  Axe  jenes  Kegel- 
schnittes beschriebene  Kreis,  dessen  Brennpunkt  0  ist  und  welcher  die  drei 
Linien  /,  /, ,  /,  zu  Tangenten  hat. 

Dieser  Kreis  R  trifft  die  drei  Seiten  /,  /, ,  /,  in  drei  weiteren  Punkten 
p\  P  \  f  p\-  Wenn  man  in  denselben  auf  die  Dreiecksseiten  Perpendikel  er- 
richtet, so  müssen  sich  diese  in  dem  zweiten  Brennpunkte  0'  de^  besagten 
Kegelschnittes  schneiden. 

Die  Gerade  0  0'  ist  die  Axe  des  Kegelschnittes  (der  Richtung  nach) 
und  der  Halbiruugspunkt  M  der  Strecke  00'  ist  der  Mittelpunkt  desselben 
so  wie  jener  des  Kreises  R. 

5.  Denkt  man  sich  nun  die  drei  Tangenten  der  Directrix  C  ans  Fig.  % 
an  Stelle  der  Dreiecksseiten  in  Fig.  3  gesetzt,  so  wird  der  in  Fig.  2  mit  R 
bezeichnete  Kreis  dieselbe  Rolle  spielen  wie  der  gleichbezeichnete  in  Fig.  3; 
so  dass  wir  also  folgenden  Satz  aufstellen  können : 

„Legt  man  durch  die,   dreien  Tangenten  der  Di- 
rectrix  entsprechenden  drei  Punkte  der  Fusspunkt- 
curve einen  Kreis,  so  ist  dessen  Mittelpunkt  zugleich 
der   Mittelpunkt  jenes   Kegelschnittes,    welcher   die 
drei  Tangenten  berührt  und  den  Pol  der  Fusspunkt- 
curve zum  Brennpunkte  hat.*^ 
Wenn  die  drei  Tangenten  unendlich  nahe  zu  einander  rücken ,  etwa  io 
die  Lage  von  /,  so  werden  die  Punkte  p, ,  p^  nach  p  und  7^, ,  n^  nach  n 
rücken;   der  Kreis  R   wird  zum  Krümnngskreis  der  Fusspunktcurve  ii9 
Punkte  p  und  der  mehrerwähnte  Kegelschnitt  wird  die  Directrix  im  Punkte 
n  osculiren,  weil  er  mit  ihr  daselbst  drei  auf  einanderfolgende  Tangenten 
gemein  hat. 

Wir  gelangen  also  zu  folgendem  Hauptresultate : 

„Ist  (  eine  Tangente  der  Directrix  J,  deren  Be- 
rührungspunkt »  ist,  und  entspricht  dieser  Tangente 
der  Punkt  p  der  Fusspunktcurve  Fy  so  ist  der  Krüm- 
mungsmittelpunkt M  von  F \xi  p  der  Mittelpunkt  jenes 
Kegelschnittes,  welcher  den  Pol  0  zum  Brennpunkte 
hat  und  die  Directrix  C  im  Punkte  »  einfach  oscnlirt.*' 

6.  Zu  demselben  Resultate  hätten  wir  auch  unmittelbar  durch  folgwide 
Betrachtung  gelangen  können. 
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Construirt  ihad  für  eiaen  Pol  0  die  beiden  FuHspaaktearveii  F^  F^ 
der  zwei  Curven  C,  C^ ,  so  liefert  jede  gemeinschaftliche  Tangente  von  C 
und  €x  einen  gemeinschaftlichen  Punict  von  F  und  /",.  Zweien  auf  einan- 
der folgenden  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  C  und  O^  entsprechen 
zwei  auf  einander  folgende  Schnittpunkte  von  /"  nnd  ^,,  d.  fa. 

„Wenn  sich  die  beiden  Directricon  C,  C,  berühren, 

so  berühren  sich  auch  deren  Fusspunktcarven  /*,  /*„ 

und  zwar  an  der  entsprechenden  Stelle/^ 

Haben  die  beiden  Directricen  drei  anf  einander  folgende  Tangenten 

gemein ,  d.  h.  wenn  sich  die  Directricen  einfach  osenliren ,    so  haben  die 

beiden  Fusspnnktcurven  drei   auf  einander  folgende  Punkte  gemein;    sie 

usculiren  einander  ebenfalls. 

y,Weun   die  beiden   Directricen   einander   osculi- 
ren,    so   thun   es   an   der  entsprechenden  ßtelle  aach 
die  Fusspunktcurven/^ 
Wie   man  die  Sache  weiter  fortsetzen  könnte,  ist  klar.     Für  uns  ist 
jedoch  nur  der  letzte  Satz  von  Wichtigkeit. 

Wenn  man  nämlich  annimmt,  dass  die  Directriz  C^  ein  Kegelschnitt 
wird ,  welcher  im  Punkte  0  einen  Bteivnpunkt  besitzt  und  im  Punkte  n  die 
Directrix  C  osculirt,  so  wird  nach  dem  letzten  Satze  dessen  Fusspunkt 
curve  -F,  die  Fusspunktcurve  F  im  entsprechenden  Punkte  p  osculiren. 
Nun  ist  die  Fusspunktcurve  Fx  des  Kegelschnittes  6',  bezüglich  des  Brenne 
punktes  0  der  über  der  Axe  von  C,  beschriebene  Kreis  Ä,  und  somit  ist  F, 
oder  R  der  Osculationskreis  der  Curve  F  im  Punkte  p. 

Da  schliesslich  der  Mittelpunkt  dieses  Kreises  mit  jenem  des  Kegel- 
schnittes C]  zusammenfHIlt,  so  ist  der  am  Ende  von  5)  aufgestellte  Satz 
hier  2um  zweiten  Male  bewiesen. 

7.  Wenn  der  die  Directriz  €  im  Punkte  n  osculirende  Kegelschnitt, 
dessen  Brennpunkt  der  Pol  0  ist,  eine  Parabel  wird,  so  wird  der  Oscula- 
tionskreis der  Fustipnnktcurve  F  im  Punkte  p  die  Scheiteltangente  dieser 
Parabel,  also  eine  gerade  Linie.  In  diesem  Falle  ist  der  Punkt  p  ein  In- 
flexionspunkt  von  F.  Wir  erhalten  also  folgenden,  die  Inflexionstangenten 
der  Fusspunktcarven  betreffenden  Satz :  . 

„Die  Fusspunktcurve  F  einor  Curve  C  bezüglich 
des  Poles  0  besitzt  so  viele  Inflexionstangenten,  als 
es  Parabeln  giebt,  welche  0  zum  Brennpunkte  haben 
und  die  Direotrix  C  osculiren;  die  Inflexionspnnkte 
sind  die  den  Berührungstangenten  dieser  Parabeln 
entsprechenden  Punkte.*^ 

8.  In  dem  in  5.  und  6.  bewiesenen  Satze  liegen  zugleich  die  Mittel  für 
die  Construction  der  Krüiiimungsmittelpunkte  einer  Fusspunktcnrve. 

Diese  Construction  kann  besonders  dann  einfach  ausgeführt  werden, 
wenn  man  den  Krüramungskreis  der  Directrix  zu  bestimmen  weiss,  was 
wir  auch  voraussetzen  wollen. 
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Sei  in  Taf.  VIfl,  Fig.  4,  K  der  KrOmmnngskreis  der  Directriz  C  im 
Punkte  9r,  und  0  der  Pol  der  Fasspnnktcurye  F. 

Der  Fasspankt  p  der  von  0  nnf  die  Tangente  i  xn  n  gefüllten  Senk- 
rechten ist  der  dem  Punkte  n  entsprechende  Pnnkt  von  F,  für  welchen 
wir  nun  den  Krflmmungskreis  B  bestimmen  wollen. 

Der  Kegelschnitt  C, ,  welcher  in  0  einen  Brennpunkt  besitzt  und  C  in 
n  osculirt,  wird  auch  K\n  n  osculiren,  oder  mit  anderen  Worten,  K  ist  der 
Krtimmungskreis  des  Kegelschnittes  C,.  Um  den  Mittelpunkt  M  dieses 
Kegelschnittes  zu  finden^  welcher  der  von  uns  verlangte  Krflmmnngsmittel- 
punkt  der  Fusspunktcurve  im  Punkte  p  ist,  werden  wir  seine  durch  den 
Brennpunkt  0  gehende  Aze  construiren. 

Für  diese  Axe  erhält  mau  durch  Umkehrung  der  bekannten  Con- 
struction  des  Krflmmungsmittelpunktes  bei  Kegelschnitten  folgende  Be- 
Btimmnngsart: 

Man  fälle  vom  Centrnm  c  des  Kreises  K  auf  den  Leitstrahl  on  ein 
Perpendikel,  und  aus  dessen  Fusspunktcurve  a  ein  Perpendikel  auf  c», 
welches  diese  Linie  in  einem  Punkte  b  trifft. 

Der  Punkt  6  mit  0  verbunden  liefert  die  Axe  des  Kegelschnittes  C^,  dessen 
Mittelpunkt  ü/ auf  derselben  liegen  muss.  Nun  muss  dieser  Mittelpunkt  als 
Krümmungscentrum  von  p  auf  der  Normale  JV  der  Curve  F  im  Punkte  p 
liegen,  welche  Normale  man  erhält,  wenn  man  p  mit  dem  Halbirungspunkte 
m  von  OTt  verbindet.  Der  Schnittpunkt  der  Linien  iV  und  ob  ist  das  ge- 
suchte Krümmungscentrnm  M  des  Punktes  p,  und  folglich  der  aus  M  mit 
Mp  beschriebene  Kreis  /{der  Krümmungskreis  der  Fusspunktcurve  im 
Punkte  p. 

9.  Wäre  der  Kreis  K  die  Directrix  selbst,  so  würde  sich  die  Construc- 
tion  der  einzelnen  Krümmungsmittelpunkte  oder  der  Evolute  von  F  da* 
durch  wesentlich  abkürzen ,  dass  die  beiden  Punkte  a,  m  auf  zwei  featen 
Kreisen  bleiben;  nämlich  a  auf  dem  über  oc  als  Durchmesser  beschrieb 
benen  Kreise  und  m  auf  einem  anderen  Kreise,  welcher  mit  K  den  Pnnkt 
0  zum  Aehnlichkeitscentrum  besitzt. 

10.  Die  in  8.  angeführte  Construction  erfährt  eine  Umänderang  für 
die  durch  den  Pol  0  gehenden  Zweige  der  Fusspunktcurve« 

Ist  nämlich  i  (Fig.  5)  eine  von  0  aus  an  die  Directrix  C  gehende  Tan- 
gente, so  ist  die  in  0  auf  i  errichtete  Senkrechte  6  die  Tangente  eines  durch 
0  gehenden  Zweiges  der  Fusspunktcurve  F^  Nun  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  der  Über  ort  als  Durchmesser  beschriebene  Kreis  R  der  Krümmungs- 
Jcreis  der  Fusspunktcurve,  resp.  des  betrachteten  Zweiges  im  Punkte  O  ist. 
Dabei  bedeutet  wie  früher  it  den'Berührnngspunkt  der  Tangente  i. 

Der  freundliche  Leser  wird  dies  sofort  einsehen ,  wenn  er  zwei  Nach- 
bartangenten der  Tangente  i  betrachtet  und  sie  hierauf  unendlich  nahe  zu  / 
rücken  lässt. 
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11.  8chlieafllich  sei  noch  bemerkt,  dass  man  in  umgekehrter  Weise 
den  KrümmuDgskreis  der  Directrix  construiren  könne,  wenn  man  jenen  der 
Fasapunktcurve  sbu  bestimmen  weiss. 

Es  sind  also  in  der  vorhergehenden  IMethode  nicht  allein  die  Constrac- 
tionen  der  KrümmnDgsmittelpunkte  von  Fnsspanktcarven ,  sondern  auch 
jene  fUr  Directricen  enthalten« 

(Ans  den  Sitzungsberichten  der  Wiener  Akademie,  Febr.  1800.) 


ZXm.  Zar  Theorie  des  Potenziales.  (Hierzn  Taf.  VIII,  Fig.  0  nnd  7)« 

Herr  Prof.  Dr.  Clansius  führt  in  seiner  schönen  Abhandlung  über 

„die  Potenzialfunction  nnd  das  Potenzial"  auf  ca.  24  Seiten  einen  streng 

wissenschaftlichen  Beweis  für  den  bekannten  Satz  über  die  Werthe  des 

Green 'sehen  Ausdruckes 

a«r    a>r    ant; 

wenn  der  Potenzialpunkt  (a:,^,  z),  auf  welchen  sich  die  Potenzialfunction 
F  bezieht,  ausserhalb  oder  innerhalb  des  agenserftillten  Raumes,  insbe- 
sondere aber  in  unendlicher  Nähe  an  der  Grenzfläche  des  letzteren 
liegt.  Es  lässt  sich  aber  zeigen,  dass  der  erwähnte  Beweis  bei  gleicher 
wissenschaftlicher  Strenge  bedeutend  kürzer  geführt  werden  kann. 

Dieses  nachzuweisen  ist  der  Gegenstand  der  folgenden  Zeilen. 

I. 

Wir  denken  uns  das  Agens  beliebig  im  Räume  vertheilt  und  setzen 
blos  voraus,  dass  die  Dichtigkeit  desselben  in  jedem  Punkte  endlich  ist; 
ferner  nehmen  wir  an,  die  Dichtigkeit  des  Agens  sei  an  irgend  einer  Stelle 
innerhalb  einer  unendlich  kleinen  mit  dem  Radius  S'  beschriebenen  ^ugel 
gleich  Null  und  ändere  sich  von  der  unendlich  kleinen  Oberfläche  dieser 
Kugel  aus  in  beliebiger  Weise,  ohne  jedoch  (unserer  Voraussetzung  ge- 
mäss) unendlich  gross  zu  werden. 

Innerhalb  dieser  Kugel  (siehe  Fig.  6)  beschreiben  wir  mit  einem  un- 

endlich  kleinen  Radius  ö  <  d\  für  welchen  i  —  tt  eine  beliebig  kleine  aber 

endliche  Grösse  ist,  eine  zweite  concentrische  Kugel  und  setzen  fest,  dass 
der  Potenzialpunkt  Mj  dessen  auf  ein  rechtwinkliges  Axensystem  OÄYZ 
bezogen^ Coordinaten  ix,  y,  z)  sein  mögen,  in  der  zweiten  Kugel  vom  Ra- 
dius d  jede  beliebige  Stelle  einnehmen,  aus  derselben  jedoch  nicht  heraus- 
treten darf. 

Nimmt  man  in. der  Oberfläche  der  grösseren  mit  dem  Radius  ^  be- 
schriebenen Kugel  einen  festen  Punkt  A  an,  legt  durch  denselben  als  neuen 
Ursprung  ein  dem  ursprünglichen  paralleles  Axensystem  AXYZ^  bezeich- 
net ferner  mit  ^  die  Distanz  AN  eines  beliebigen  Punktes  ^  des  agenser- 
füllten Raumes  vom  Punkte  A^  mit  <&  den   Winkel  der  AN  mit  der  Axe 
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der  +x,  mit  co  den  Winkel  der  Ebene  /iNX  des  Winkel«  O  mit  der  Ebene 
der  XF;  mit  Ar  d  ie  blog  von  den  (auf  den  Ursprung  0  bezogenen)  rechtwin- 
keligen Coordinaten  (S,t?,t;  des  Punktes  ^ftbhÄngige  Dichte  des  Agens  im 
Punkte  A;  endlich  mit  r  die  Distnnz  MN  des  Potenz ialpnnk tes  vom  Punkte 
Ny  80  ist  kg^  sin  ^  dg  d^  dto  das  Massenelement  und 


i)  v=s[!^^d,id&d^] 


die  Potenzialfunction  des  Agens  bezüglich  des  Punktes  31. 

Man  übersieht  sofort  (und  bierin  liegt  der  Schwerpunkt  unseres  Be-  • 

weises),  dass  hier  nach  den  gemachten  Bestimmungen  der  Quotient  —für 

r 

jeden  Punkt  N  des  agenserfttllten  Raumes  endlioll  bleibt;  dass  daher  we- 
gen  der  Endlichkeit   von  A:,   q  und   sind^  auch   der  Factor  — vor 

dgdd'dcD  endlich  ist;  und  dass  die  Coordinaten   des  Potenzialpnnktes  M 
(o:»  y,  z)  nur  in  der  Grösse 

r = j/{x  -  D«  +  (y  -  ^r+(iz:^. 

vorkommen,  da  ^,  ^,  g),  |,  ij,  f  und  k  von  x,  y,  z  unabhängig  sind. 

Man  kann  somit  das  Potenzial  Funbedenklich  einmal  partiell  nach 
einer  der  Grössen  a;,  y,  «  dadurch  differentiiren,  dass  man  die  betreffende 
Differentiation  unterhalb  des  Summenzeichens  S^  welches  eine  über  den 
ganzen  agenserfüllten  Kaum  sich  erstreckende  Snmmation  (beziehungsweise 
Integration)  bezeichnet,  ausführt.    Thnt  man  dies,  so  ergiebt  sich 


dV 

d 


=  S   -^ A-o*  sin d  rfp  rf»  rfiö  L 

X        L  ^•^'  J 

.  a(i) 

-  =  S    -^— ^  Ä-^'  jw^  rfp  rfd  rfo>    . 


dV 
d 
Hier  ist  innerhalb  der  Summenzeicben 

d 


^      dx  r'    dx  \r/ 

^      dz  r^     dz  \rj        ^      ' 
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Da  nnn  die  Kichtcosinns  der  Distanz  r  und  der  Quotient  —  endliche 

Grössen  sind,  so  erhellt  augenblicklich,  dass  die  Factoren  vor  d^d^da 
innerhalb  der  Snnimenzeichen  in  den  rechten  Theilen  des  Gleichungs- 
Systems  2)  ebenfalls  endlich  sind,  dass  man  also  die  Gleichungen  des 
letzteren  Systems  noch  einmal  respective  nach  a:,y,  z  differentiiren  kann, 
indem  man  die  betreffenden  Differentiationen  rechts  vom  Gleichheitszeichen 
unterhalb  des  Summenzeichens  S  ausführt. 

Differentiirt  man  solchergestalt  die  erste  Gleichung  des  Systems  2) 
noch  einmal  partiell  nach  x,  die  zweite  partiell  nach  y,  die  dritte  partiell 
nach  z,  und  summirt  mnn  die  so  resultirenden  Gleichungen,  so  erhält  man 


oder  wegen 


,(i)/»-(f).Kf).4:) 


dx'    ^    dy*     ^     dz* 


=.0, 


d.  h.:  yjst  ein  beliebig  begrenzter  Raum  mit  einem  Agens  erfüllt,  dessen 
Dichte  in  jedem  Punkte  endlich,  aber  sonst  beliebig  ist,  so  verschwindet 
der  Green 'sehe  Ausdruck  J  V^  sobald  um  den  Potenzialpunkt  x,  y,  z  eine 
unendlich  kleine  Kugel  gelegt  gedacht  werden  kann,  innerhalb  welcher 
kein  Agens  enthalten  ist,  oder  mit  anderen  Worten,  innerhalb  welcher  die 
Dichte  des  Agens  gleich  Null  ist/* 

IL 

Es  sei  wieder  ein  agenserfüllter  beliebig  begrenzter  Körper  A  gegeben, 
in  welchem  das^  Agens  in  jedem  Punkte  eine  endliche  sonst  beliebige 
Diclrte  hat. 

In  diesem  Körper  denken  wir  uns  an  einer  beliebigen  Stelle  (selbst  in 
unendlicher  Nähe  an  der  Oberfläche)  eine  unendlich  kleine  Kugel  be- 
schrieben, in  welcher  das  Agens  die  constante  Dichte  Ar^  besitzen  soll.  Es 
handelt  sich  nun  darum,  den  Werth  des  Green' sehen  Ausdrucke»  J  V  für 
den  Fall  zu  bestimmen ,  dass  der  Pot^nzialpunkt  ^  (o;,  y,  z)  i  n  n  e  r  h  a  1  b  der 
letzterwähnten  Kugel  frei  beweglich  gedacht  wird*  t 

Um  diesen  Fall  auf  den  unter  I.  behandelten  zurtickzuführen,  nehmen 
wir  in  endlicher  Entfernung  vom  Potenzialpunkte  einen  festen  Punkt  B  (mit 
den  rechtwinkeligen  Coordinaten  (/i,  6,  c)  an  und  beschreiben  um  denselben 
als  Centrum  eine  Kugel,  welche  die  unendlich  kleine  Kugel  (in  der  (»ich 
der  Potenzialpunkt  frei  bewegt)  ganz  umschliesst. 

Diese  Kugel  B  denken  wir  uns  homogen  mit  dem  Agens  von  der  con- 
stanten  Dichte  —  Ar^  erfüllt  und  über  den  Körper  A  gelegt  (siehe  Fig.  7). 
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Unter  dieser  Voraassetznng  erhfilt  das  Ageos  in  dem  aus  den  Körpern 
^  nnd  B  zusammengesetzten  Körper  {A  +  B)  innerhalb  der  nnendlich 
kleinen  den  Potenzialpunkt  einschliessenden  Kugel  die  Dichte  k^  —  ^^=^0^ 
d.  h.  der  Köi-per  (A  +  B)  erhält  hinsichtlich  des  Potenzialpunktea  dieselbe 
Beschaffenheit  wie  der  nnter  I.  betrachtete  agenserfttllte  Raum. 

Ist  nun  V  das  Potenzial  des  Körpers  A^  ü  das  Potenzial  der  Kngel  B 
bezüglich  M  ^  ao  ist  (^ü-^  V)  das  Potenzial  des  Körpers  {A  +  B)  bezüglich 
des  Punktes  (x,  y,  z),  und  es  wird  nach  dem  anter  I.  gefundenen  Satze 

Beachtet  man  hier,  dass  die  Kraftcomponenten  der  homogenen  Kngel 
B  von  der  Dichte  (—  k^  bezüglich  des  Punktes  (x,  y,  z)  bekanntlich 

V  z 

sind  und  differentiirt  man  die  erste  von  diesen  Gleichungen  partiell  nach  or, 
die  zweite  partiell  nach  y,  die  dritte  partiell  nach  z,  so  ergiebt  sich  durch 
Addition  der  so  entstehenden  Gleichungen 

JÜ^4nkQ 
und  [siehe  3)] 

d.  h.:  „Ist  ein  beliebig  begrenzter  Raum  mit  einem  Agens  erfüllt,  dessen 
Dichte  in  jedem  Punkte  endlich,  aber  sonst  beliebig  ist,  so  hat  der  Oreen- 
sche  Ausdruck  JV  den  Werth  — ^nk^^  so  lange  sich  der  Potenzialpunkt 
(Xj  y,  z)  innerhalb  einer  um  ihn  gelegt  gedachten  unendlich  kleinen  Kugel 
bewegt,  innerhalb  welcher  das  Agens  die  constante  Dichtigkeit  k^  besitzt/* 
Der  hier  ausgesprochene  Satz  enthält  offenbar  den  unter  I.  bewiesenen 
Lehrsatz  als  speciellen  Fall  (für  Ar^s^o)  in  sich,  und  lehrt,  dass  sich  der 
Green 'sehe  Ausdruck  bei  einer  beliebigen  Bewegung  des  Potenzialpnnk- 
tes  M  im  Räume  so  lange  stetig  änderl,  so  lange  als  die  Dichte  des  Agens 
im  Potenzialpunkte  bei  der  betreffenden  Bewegung  stetig  bleibt,  jedoch  so- 
fort unbestimmbar  wird,  wie  der  Potenzialpunkt  bei  seiner  Bewegung  durch 
eine  Stelle  hindurchgeht,  in  welcher  die  Dichte  unstetig  wird. 

Prag,  am  1.  Januar  18C9. 

Dr.  A.  K.  GrGnwau). 


^^=^;7,+i[7f+pr:r  =  -4«^oi 
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XXIV.  lieber  die  scheinbare  und  absolute  Grösse  der  Sonne.  Von 
Dr.  LüDWiO  Mätthiessen  in  Husum.     (Hierzu  Tafel  VIII,  Fig.  8.) 

Da  durch  die  Resultate  der  sorgfältigen  Beobachtungen  der  Sonnen- 
flecke während  der  drei  letzten  Jahre  die  Photosphärentheorie  immer  mehr 
an  Haltbarkeit  zu  verlieren  scheint  und  nur  noch  von  Faye  vertreten 
wird,  so  knüpfen  sich  an  die  neuere  Ansicht  der  Schlackentheorie  von 
Zöllner  und  der  Wolkentheorie  von  Kirchhofund  Spörer  auch  Fragen 
mathematischer  Natur.  Wenn  schön  jetzt  entschieden  ist,  dass  unsere 
Sonnenscheibe  ein  in  Weissglühhitze  befindlicher  flüssiger  undurchsichtiger 
Körper  ist,  umgeben  von  einer  gasförmigen  Hülle  {corona)  von  colossalen 
Dimensionen,  aber  geringer  Leuchtkraft  und  niedrigerer  Temperatur,  so 
kann  die  Sonne  den  Durchmesser  von  184000  Meilen,  den  man  ihr  nach  den 
neuesten  Bestimmungen  zuschreibt,  nicht  besitzen  und  es  muss  diese  Ver- 
grösserung  eine  Folge  der  Refraction  der  Sonnenstrahlen  in  der  eigenen 
Atmosphäre  sein.  Dazu  kommt,  dass  man  wenig  geneigt  ist,  der  Sonnen- 
masse die  hieraus  resultirende  geringe  Dichtigkeit  von  nur  ungefähr  1,6  der 
Dichte  des  Wassers  zuzuschreiben,  ein  Umstand,  der  die  Verfechter  der 
Photosphärentheorie  hauptsächlich  bestimmt,  tin  ihrer  Ansicht  festzuhalten. 
Weit  unter  die  Dichtigkeit  des  Fisens  möchte  wohl  kaum  die  Dichte  der 
Sonnenkugel  zu  setzen  sein,  und  dies^  würde  ihr  schon  zugeschrieben  wer- 
den müssen,  wenn  es  sich  durch  Beobachtungen  nachweisen  Hesse,  dass  ihr 
wahrer  Durchmesser  nur  %  des  scheinbaren  betrage.  Es  findet  nun  aber 
unter  jeder  Bedingung  eine  Vergrösserung  statt. 

Um  diese  Ansicht  ausser  allen  Zweifel  zu  setzen  und  zu  begründen, 
gehen  wir  aus  von  einem  physikalischen  Versuche,  den  man  auch  ssu  einer  sehr 
einfachen,  ziemlich  genauen  Messungsmethode  derBrcchuugsexponenten  von 
Flüssigkeiten  einrichten  kann.  Lässtmanin  der  Mitte  eincb  Glases  mit  Wasser 
eine  hölzerne  Kugel  schwimmen,  so  sieht  man  den  im  brechenden  Medium 
befindlichen  Theil  derselben  genau  um  das  1,336 fache  linear  vorgrössert. 
Bei  diesem  Versuche  ist  erforderlich,  dass  man  einen  Becher  von  dünnem 
Glase  wählt,  wozu  sich  am  besten  Kochgläser  eignen,  und  dass  der  Durch- 
messer des  Glases  den  der  Kugel  mindestens  um  den  dritten  Theil  über- 
tre£fe.  Aehnlich  wird  es  sich  auch  mit  der  scheinbaren  und  absoluten 
Grösse  der  Sonnenkugel  verhalten;  ihr  Durchmesser  muss  bis  auf  das 
n- fache  vergrössert  erscheinen,  wenn  n  den  Brechungsexponenten  der 
Corona  bezeichnet.  Ferner  erkennt  man  leicht  bei  demselben  Experimente, 
dass  man  eine  bedeutend  grössere  Fläche  al6  die  Halbkugel  übersieht; 
dasselbe  muss  bei  der  Betrachtung  der  Sonnenscheibe  der  Fall  sein  und 
man  wird  höchst  wahrscheinlich  aus  sorgfältigen  Beobachtungen  über  die 
relative  Geschwindigkeit  der  Bewegung  der  Sonnenflecke  vorzugsweise  am 
Bande  der  Scheibe  zur  Zeit  des  8.  Juni  und  9.  Decembers  hierzu  wichtige 
Belege  sammeln  können.  Die  Flecken  werden  einige  Tage  länger  als  die 
halbe  Rotationsdauer  der  Sonne  sichtbar  sein  müssen. 

Zeitschrift  f.  Matheu.alik  u.  Phy&ik,  XIV,  6.  35 
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Nun  ist  freilich  über  die  lichtbrechende  Kraft  der  Sonnen atmosphftre 
nichts  bekannt,  indessen  wird  hier  als  Ausgangspunkt  für  weitere  Unter- 
suchungen eine  auf  Vergleiche  mit  terrestrischen  VerhftItniBsen  gestützte 
Hypothese  vorläufig  genügen.  Nach  den  übereinstimmenden  Zeugnissen 
verschiedener  Beobachter  hat  die  Sonnenatmosphäre  eine  immense  Höhe. 
Nach  Foucault  ergab  eine  während  der  totalen  Finstemiss  1860  in  Spa- 
nien aufgenommene  Photographie  die  Breite  der  Corona  gleich  der  Grösse 
von  drei  Sonnenhalbmessern,  wogegen  Weyer  direct  dieselbe  gleich  einem 
Sonnenhalbmesser  schätzte.  Strnve  und  Schidlowski  schätsten  1842 
die  Breite  gleich  V4  Sonuendurchmessern.  Secchi  fand  auf  seinen  su 
Dosierte  aufgenommenen  Photographien,  dass  die  Corona  ihre  grösste  Aus- 
dehnung in  der  Richtung  des  Sonnenäquators,  die  kleinste  in  der  Rich- 
tung der  Polaraxe  hatte.  Dies  deutet  offenbar  auf  einen  Gleichgewichts- 
zustand, auf  Niveauflächen  in  der  Corona,  also  auf  ihre  physische  Natur  hin. 

Auf  eine  materielle  Beschaffenheit  weist  auch  die  Beobachtung  des 
Directors  der  Warschauer  Sternwarte  Prazmowski  zu  Briviesca  in  Spa- 
nien (1860)  hin ,  dass  nämlich  das  Licht  der  Corona  überall  stark  polarisirt 
ist  in  einer  Ebene,  welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Sonne  geht.  Folgen 
wir  nun  den  Angaben  von  Prof.  Weyer  und  Struve  und  nehmen  a  priori 
eine  scheinbare  Vergrösserung  des^Sonnendurchmessers  an,  so  würde  die 
Höbe  der  Sonnenatmosphäre  mindestens  150000  Meilen  betrageu.  Dabei 
würde  die  Gravitation  (Fallgeschwindigkeit)  auf  der  Sonne  nicht  mehr 
423  Fuss,  sondern  mindestens  1600  Fuss  betragen;  d.  i.  das  Hundertfache 
von  der  auf  unserer  Erde.  Nun  beträgt  der  Kochpunkt  des  Wassers  auf 
der  Erde  100^  C.  bei  einem  Atmosphärendruck;  bei  100 f acher  Schwerkraft 
würde  der  Kochpunkt  auf  fast  300^  erhöht  werden.  Wenn  man  weiter  an- 
nimmt, dass  bei  mindestens  500^  und  etwa  1000  Atmosphären  die  beiden 
Aggregatzustände  für  das  Wasser  in  einander  übergehen  und  dann,  wie 
sich  auch  aus  Cagniard  de  la  Tour 's  Versuchen  mit  Aether  ergeben  hat, 
bei  constantem  Volumen  die  Spannkräfte  der  Temperaturzunahme  nahezu 
proportional  bleiben,  so  würde  bei  der  Weissglühhitze  von  2000^  die  Spann- 
kraft nicht  den  Druck  von  4000  Atmosphären  übersteigen.  Nun  nimmt  der 
Luftdruck  mit  der  Tiefe  der  Atmosphäre  in  einer  starkwachsenden  Pro- 
portion nach  der  Function 

zu ,  so  dass  auf  der  Erdkugel  in  einer  Tiefe  von  10  Meilen  unter  der  Ober- 
fläche der  Luftdruck  schon  über  8000  Atmosphären  betragen  würde  und 
die  Luft  in  dieser  Tiefe  eine  Dichtigkeit  annehmen  müsste,  welche  die  des 
Wassers  überschreitet.  Dies  entspräche  dem  Drucke  einer  Erdatmo* 
Sphäre  von  nur  der  doppelten  Höhe,  die  man  ihr  zuzuschreiben  pflegt. 

Vergleichen  wir  mit  allen  diesen  terrestrischen  Verhältnissen  die  im- 
mensen Verhältnisse  auf  der  Sonne  und  rechnen  hinzu,  dass  in  Analogie 
der  Versuche  von  Massen  und  Jamin  mit  durchsichtigen  Massen  über- 
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baapt  die  durchsichtigen  Schichten  der  Corona  in  hohem  Grade  diather- 
man  sein  müssen  und  nur  die  untersten  Schichten  der  leitenden  Wärme 
ezponirt  sind ,  welche  auch  noch  durch  den  sphäroidalen  Zustacd  snrück- 
gehalten  wird,  so  ist  kaum  noch  zu  bezweifeln,  dass  die  wei8sgli|hende 
Sonnenkngel  von  einer  glühenden  Wasserschicht  bedeckt  ist,  die  durch  den 
UBgeheuren  Atmosphärendruck  in  flüssigem  Zustande  erhalten  wird  und 
dasB  diese  von  einer  äusserst  comprimirten  Luftschicht  bedeckt  ist,  welche 
gleichfalls  an  Dichtigkeit  die  Dichte  des  Wassers  eher  weit  übertri£Ft ,  als 
ihr  nachsteht.  Aus  der  Ezistenx  einer  Wasserscfaicht  und  ihrer  Zer- 
setzung an  dem  metallreichen  glühenden  Kerne  würden  sich  auch  die  was- 
serstofi'reichen  Protaberanzen  erklären  lassen,  welche  als  durch  die  Was- 
serdecke emporschiessende  Wasserstoffsäulen  vielleicht  die  Flecke  erzeu- 
gen und  durch  Entzündung  mit  dem  freien  Sauerstoff  der  Gasatmospbäre 
helle  Linien  in  ihrem  Spectrum  zeigen.  Das  ganze  Phänomen  erinnert  sehr 
an  die  Tbätigkeit  unserer  Vulkane,  welche  auch  Wasserstoffsäulen  aus- 
hauchen. 

Da  nun  wegen  der  obengedachten  schnellen  Zunahme  des  Luftdrucks 
von  oben  nach  unten  gestattet  sein  wird,  anzunehmen,  dass  jene  Dichtig- 
keit der  Corona  mindestens  bis  zu  einer  Höhe  von  50000  Meilen  sich  erhebt, 
mit  einem  Brecbungsezponenten ,  der  sicherlich  den  des  Flintglases  über- 
steigt und  wohl  fast  an  den  des  Diamanten  reicht,  so  scheint  hierdurch  die 
Annahme  einer  scheinbaren  Vergrösserung  des  Sonnendurchmessers  voll- 
ständig gerechtfertigt. 

Um  vorstehende  Ideen  mathematisch  zu  fixiren,  sei  in  Tafel  VIII,  Fig.  8 
AB  der  wahre,  CD  der  scheinbare  Sonnendurchmesser,  EPFR  die  Peri- 
pherie der  licbtbrechenden  Corona,  mit  einer  anfangs  langsam,  bald  aber 
rapid  wachsenden  Dichtigkeit  und  einem  entsprechend  wachsenden  Bre- 
chungsvermögen. Dabei  kommt  es  nur  auf  den  Brechungsexponenten 
der  unteren  Schichten  and  eine  hinreichende  Dichte  derselben  an.  Es  sei 
also  den  obigen  Auseinandersetzungen  gemäss  ;i=2,25  der  mittlere  Bre- 
chungsexponent, fÜ  einer  der  von  der  Erde  ans  wahrgenommenen  Rand- 
strahlen, welche  auf  dem  Wege  abcdef  zur  Oberfläche  der  Corona  ge- 
langen. '  Dann  ist 

sin  Sfü :  sin  «/"^^  2,25 
und  ferner 

sin  Sf  U  =  sin  NfM  =MN:Mf, 

sin  afM  ^aM  :  Mf^ 
folglich  MN=2,2baM  der  scheinbare  Sonnenhalbmesser. 

Bezeichnet  man  den  wahren  Sonnenhalbmesser  aM  mit  r,  die  wahre 
Dichtigkeit  der  Sonne  mit  d,  die  der  Corona  mit  1  (d.  i.  gleich  der  des 
Wassers),  so  ist  nahezu 

|r>»  .  {d—  1)  +  j(2,25r)»Ä  =  f  (2,25r)«;r  .  1,6. 
Mithin  würde  unter  diesen  Voraussetzungen  d  =  7,7&  betragen. 

35* 
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Nun  schweben  wir  allerdings  in  Betreff  des  Brechnngsexpooenten  toH- 
ständig  im  Dunkeln.  Wir  wollen  aber  noch  kurz  einen  Weg  andeuten,  auf 
welchem  man  möglicherweise  zur  Kenntniss  desselben  gelangen  kann.  Wir 
haben  schon  bei  jenem  physikalischen  Versuche  darauf  aufmerksam  ge* 
macht,  dass  man  unter  allen  Umständen  einegrössere  Fläche  als  die  Halbku- 
gel tibersieht.  Wir  wollen  noch  zeigen,  in  welchem  Abhängigkeitsverhältnisae 
dieser  Ezcess  zum  Brechungsexponenten  steht.  Dieser  Excess  ist  nämlich 
eine  Function  von  dem  scheinbaren  Bonnenhalbmesser,  dem  Halbmesser 
der  Corona  und  dem  Brechungsexponenten  n  derselben. 

Mit  Zugrundelegung  der  obigen  Annahmen,  nämlich :  dem  berechneten 

Sonnenhalbmesser  von  90000  :  2,25  =  40000  Meilen  und  dem  Halbmesser  der 

Corona  zu  90000  Meilen ,  ist 

.       ^„      40000      ^ 
stn  afM  =  -—-  =  0,444 , 
90000 

sin  SfM  =  2,2Ö  .  0,444  =  1,000. 
Mithin  würde  betragen: 

Bogen  BZ  =  r  .  aresin  l  =  90^0', 
Bogen  Zfl  =  r  .  arccos  0,444  =  63^  30' 
and  folglich 

Bogen  Äa=153®30', 

d.  h.  man  würde  vom  Aequator  2  (153^30'—  90^0')  =  127^0'  mehr  als  180^ 
überblicken  können. 

Dies  ist  aber  bei  dem  Brechungsexponenten  n=:2,25  das  Maximum 
des  Excesses.  Dass  man  aber,  wie  bekannt,  einen  solchen  Üeberschuss 
nicht  bemerkt^  rührt  von  der  grösseren  Breite  der  Corona  her,  sie  beträgt 
zufolge  den  mitgetheilten  Beobachtungen  mindestens  150000  geogr.  Meilen 
(Struve).  Setzen  wir  also  ihren  Kugclhalbmesser  gleich  200000  geogr. 
Meilen,  so  ist  jetzt 

40000 

sin  SfM  =  2,25  .  0,2  =  0,450. 

Mithin  würde  betragen: 

Bogen  ßZ  =  r  .  aresin  0,450  =  26®  50', 
Bogen  Za=r.  arccos  0,200  =  78'^  30' 
und  folglich 

Bogen  5a  =  95"  20', 

d.  h.  man  mtisste  vom  Aequator  2  (95®  20'— 90^0')  =  10'*40'  mehr  als  180® 
überblicken  können,  was  wir  für  sehr  möglich  halten.  Das  Minimum  des 
Excesses  ist  Null,  wenn  der  Radius  der  sichtbaren  inneren  Kugel  ver- 
schwindend klein  ist  gegen  den  Halbmesser  der  brechenden  Dunstkugel. 
Man  übersieht  also  nur  die  Halbkugel,  wenn  entweder  die  Dunstkugel 
sehr  gross  ist,  oder  dieselbe  kein  Brechungsvermögen  besitzt. 
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Man  ist  nun  auch  im  Stande,  amgekehrt  aas  der  Vergrösserung  des 
sichtbaren  Theiles  der  Oberfläche  den  Brechungsexponenten  zu  finden. 
Bezeichnet  nftmlicb  u  die  sichtbare  Länge  des  Aequators ,  r  den  wahren, 
p  den  scheinbaren  Halbmesser  der  Sonne,  R  den  Halbmesser  der  Dunst- 
kogel,  so  ist 

M  =  2  r  \  aresin  »  •  -^  +  afccos  — 


folglich 


n=^Q 


w  =  — ^  <  arcstn  -~  +  arccos 
u 


«/?(' 


Da  ti,  q  nnd  R  durch  Beobachtnng  gefunden  werden,  so  lässt  sich 
hieraus  n  berechnen  und  folglich  auch  der  wahre  Durchmesser  r.  Diese  Ent- 
deckungen sind  vielleicht  späteren  Zeiten  vorbehalten ;  so  viel  aber  scheint 
gewiss  zu  sein ,  dass  unter  allen  Umständen  eine  scheinbare  Vergrösserung 
der  Sonnenkugel  stattfindet,  nicht  blos  wegen  der  Irradiation,  sondern  vor- 
zugsweise wegen  der  Refraction  der  Randstrahlen  innerhalb  der  Corona. 

Es  giebt  nun  aber  noch  eine  andere  leichtere  Methode  der  Beobach- 
tung, welche  hoffen  lässt,  eine  Beziehung  zwischen  den  Elementen  n^r^  R 
und  Q  zu  entdecken,  nämlich  die  Beobachtung  und  Messung  der  schein- 
baren heliocentrischen  Winkelgeschwindigkeit  der  Flecke  oder  der  Fackeln 
in  der  Nähe  des  Centrnms  der  Sonnenscheibe.  Ich  führe  hier  die  Sonnen* 
fackeln  an,  weil  laut  brieflicher  Mittheilung  Herr  Hofrath  Schwabe  in 
Dessau  diese  für  feste  Gegenstände  auf  der  Sonnenoberfläcbo  hält.  Sehr 
schöne  Photographien,  die  ihm  vom  Baron  WarrendelaRue  (Kew- Ob- 
servatorium) zugesandt  sind ,  lassen  eine  kreisförmige  Gestalt  der  meisten 
Fackeln  deutlich  erkennen,  wodurch  sie  den  Mondgebirgen  zu  gleichen 
scheinen.  Da  grosse  Züge  von  Sonnenflecken  immer  von  vielen  Sonnen- 
fackeln begleitet  sind,  so  könnte  man  geneigt  sein,  die  Fackeln  für  Krater- 
gebirge, die  Protuberanzen  (Flecke?)  für  Wasserdampf-  oder  Wasserstoff- 
säulen zu  halten.  Nun  folgt  aus  physikalischen  Granden,  dass  die  schein- 
bare heliocentrische  Winkelgeschwindigkeit  der  Flecke 
oder  Fackeln  in  der  Nähe  des  Centrums  der  Sonnenscheibe 
bei  einer  vorhandenen  Refraction  der  Strahlen  in  der  Corona 
geringer  sein  müsse,  als  sie  nach  Zugrundelegung  der  mitt- 
leren Periode  von  25,34  Tagen  eigentlich  sein  würde. 

Ist  nämlich  r  der  wahre  Halbmesser  der  Sonne,  q  der  scheinbare,  q^ 
der  scheinbare  Halbmesser  in  der  Richtung  der  Sehaxe,  R  der  Halbmesser 
der  lichtbrechenden  Corona,  ddie  Dicke  derselben,  n  ihr  Brechungsvermögen, 
a  der  Abstand  des  Bildes  eines  Punktes  der  Sonnenoberfläche  von  der 
Oberfläche  der  lichtbrechenden  Schicht,  so  ist  für  irgend  einen  Punkt  der 
Centrale  der  Sehaxe 
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naRr  —  rd  \(n  —  1)  a  —  R\ 

•  '  —  „  („  —  1)  a  (r  —  Ä)  +  («  —  l)  ff  j  (n  —  IJ  ö  —  Ä  }  —  w  Ar 

Nun  ist  für  den  Mittelpunkt  der  Sonnenscheibe  /'=0,  mithin 
^        -dB 
wÄ  — rf(«  — 1) 
und  wegen  d=  B  —  r 

_ --_rÄ--r)Ä 

Pas  Bild  oder  der  scheinbare  Ort  des  Mittelpunktes  der  Sonnenscbeibe 
befindet  sich  also  innerhalb  der  lichtbrechenden  Schicht  und  sein  schein- 
barer Abstand  Qq  vom  Kugelmittelpunkte  ist  stets  kleiner  als  der  schein, 
bare  Halbmesser  q  des  Sonnenrandes.  Die  Sonne  muss  dem  Beobachter 
daher  stets  als  ein  von  vorne  abgeplattetes  Rotationsellipsoid  erscheinen. 
Um  die  Verhältnisse  zu  veranschaulichen,  gehen  wir  wiederum  von  einem 
concreten  Falle  ans. 

Bezeichnet  Vo  die  beobachtete  heliocentrische  Winkelgeschwindigkeit 
einer  Faekel  zur  Zeit  des  8.  Juni  oder  9.  Decembers,  v  die  berechnete,  so 
ist  offenbar 

Sei  n  =  2,00,  Ä  =  p  =  nr,  also  Ä=!2r,  so  ist  a  =  —  |r,  ^j,  =  |r  und 
wegen  ^  =  2r 

^o:^  =  2:3  =  Vo:v, 

d.  h.  die  scheinbare  heliocentrische  Winkelgeschwindigkeit  würde  nur  f 
der  berechneten  betragen. 

Umgekehrt  lässt  sich  offenbar  n  aus  Vq  und  v  bestimmen.  Dabei  sind 
3  Fälle  zu  berücksichtigen ,  nämlich  R^nr. 

1,  SeiÄ  =  nr,   so  ist  Ä  =  (>  =  nr,  Vq:v=:qq:q^  mithin 


Vn  V, 


^  =  ^-.  =  «r  ^ 


0 


V  ^  r  (»  —  1)  +  Ä  ' 
folglich 


"=-t(^-)+''    ^-i("->+' 


und  ferner 

Rrn  _        yt* 

^'  "^  f^CrT-^)  +  R  ■"''  2«  —  l ' 
V       2;j  —  1  Va 


n 


In  diesem  Falle  erreicht  der  scheinbare  Durchmesser  der  Sonneo- 
Scheibe  sein  Maximum,  nicht  aber  der  scheinbare  Durchmesser  der  Sonne 
in  der  Richtung  ihrer  Centrale  (Sehaxe). 
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2.  Sei  R^nr^  so  ist  ^=tnr^   q^  erhttlt  aber  einen  grösseren  Werih 
als  im  vorerwähnten  Falle ,  was  sich  leicht  aus  der  Relation 

«  .  Arn 

ergiebt,  indem  für  Rbss  qo  ,    Q^^rnss^  wird,  die  Sonne  also  als  voUkora- 
mene  Kngel  erscheint. 

Ist  nun  m^l  und  B^=imnry  also  in=iR:Qy   so  ist 
rmn^  v       mn-^-n  —  1 


^0  = 


m  71  -|-  ^  —  1 '      Vq 


2) 


Vo  —  mCv  — v^y 

3.  Sei  R^nr^  so  ist  p  <^«r  und  =  R.  Auch  nimmt  q^  ab,  so  dass 
an  der  Grenze  R=sr^  auch  p^  =  r,  sowie  ^  =  r  werden.  Ohne  eine  licht- 
brechende Schicht  muss  also  ebenfalls  die  Sonne  in  ihrer  wahren  Gestalt 
und  Grösse  erscheinen.     Nun  sei  ^  =  p/tr,  worin  p  <C  1 ,  dann  ist : 

»  n«'o.        (Ä-r)i? 


3) 


V  ^  r  (n  —  1)  H-  Ä  ' 

R—r  V       R—r . 

«=~7 Ti      — = hl, 

_  Rrn         rpn* 

V       pn  +  n  — 1  Vq 


Vo  »  '  Vo(p  +  l)  — v' 

Für  ms=p=3l  gehen  die  Formeln  2)  und  3)  in  1)  über.  Für  Vo==v 
ergeben  alle  drei  Formeln  natürlich  die  Bedingung  ;i  =  1 ;  für  Vq  <  v  hin- 
gegen n  >  1 ;  für  Vo  >  V  würde  sich  aber  kein  physikalischer  Grund  auf- 
finden lassen,  da  n  unmöglich  <  l  sein  kann.  Wir  schliessen  diese  Theorie 
mit  einer  Zusammenstellung  der  für  Messungen  geeigneten  Relationen 
für  n: 

2  p  (  1   )  ^0 

a)  '  Ä  =  wr;     n=  — ^  l  aresin  1  +  orccos  — }= —  : 

II  (    ,  n  I      2vo  — v' 

b)  Ä>«r;     n  =:-^\  aresin -^  +  arccos  ^{:=' -^ ; 

2  p  (  1   1  w^ 

c)  R<nri     n  =  -^  {  aresin  1  +  orccos  —  >  =  — 7 — r-^^ . 
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XXT.  Znr  Abbildnng  des  Rechtecks  aaf  der  Kreisfläche.    Von  Dr.  B. 

Jochmann  in  Liegnitz. 

Die  Fläche  eines  Rechtecks  kann,  wie  H.Schwarz  (Borchardt's 
Journal  LXX)  gezeigt  hat,  mit  Hilfe, der  elliptischen  Functionen  auf  einer 
Halbebene  oder  anf  der  Kreisfläche  conform  abgebildet  werden.  Es  ist 
vielleicht  nicht  ohne  Interesse,  auf  einige  einfache-  geometrische  Eigen- 
schaften der  orthogonalen  Curvensysteme  vom  vierten  Grade  hinzuweisen, 
zu  welchen  diese  Abbildung  Veranlassung  giebt.  Dieselben  entsprechen 
grösstentheils  den  analogen  Eigenschaften  der  verwandten  von  Sieb  eck 
(Borchardt's  Journal  LVII  und  LIX)  untersuchten  Curvensjsteme. 

Stehen  die  Seiten  des  gegebenen  Becktecks  im  Verhältniss  von  2$:ft\ 
so  wird  nach  Schwarz  die  Abbildung  des  Rechtecks  auf  der  Halbebene 
vermittelt  durch  die  Function 

t=iSinamu,    {modf), 

wenn  der  Modul  f  dem  Perioden  verhältniss   -^    entsprechend    bestimmt 

ov 

wird.   Den  Parallelen  zu  den  Rechteckseiten,  entsprechen    also   in  dieser 
Abbildung  die  von  Siebeck  untersuchten  Curvensysteme  für  sin  am u^  den 
Eckpunkten  des  Rechtecks  die  Brennpunkte  jener  Curvensysteme. 
Durch  die  Substitution 


geht  man  von  der  Abbildung  auf  der  Halbebene  zur  Abbildung  auf  einer 
Kreisfläche  vom  Halbmesser  1  über,  deren  Mittelpunkt  dem  Mittelpunkte 
des  Rechtecks  entspricht.     Setzt  man  für  t  seinen  Werth»  so  wird 


i  -\-i}/{  sin  amu         2y'f  sinatnu        .1— f 

sin*  amu 

t  +  l/fsinamu      l  +  tsin'amu        1+ e 

sin'  amu 

und  es  entsprechen  den  Eckpunkten  des  Rechtecks 

+  ft,                      -«.                  +R  +  R'«, 

-t  +  R'.- 

die  Bildpnnkte 

2^r   .1-t    2j/r    i-f     2/r  .i-f 

2^r     i-f 

i+f  '    i+r 

Diese.  Ausdrücke  vereinfachen  sich.,  wenn  mau  mittelst  der  L  an  den- 
schen Transformation  vom  Modul  f  zum  Modul 


und  zum  Argument 

übergeht.    Es  wird  dann  (Jacobi,  Fundam.  p.  9Ö) : 
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2/!  sin  am  {u^  f) 


l  +  f  sin^  a  m  (tt ,  f ) 
1  —  f  sin*  am{u^  f) 
1  +  f  stn^am  («,  f) 


=  k  sin  am  (»,  /<r), 


=  ^  qw  (»,  Ä) , 


mithin 


f  =  Ar  ^17}  a  m  (& ,  k)  —  iJam(v,  Ar). 

Das  VerhältDiBS  der  Rechteckseiten  wird  darch  das  Periodenver- 
hältniss : 

ir    2Ä 

aoBgedrückt.     Setzt  man  noch: 

v=iw  +  K'iy 
80  wird: 

.\  \"-cosamm  /  1  \      ,      .,  ,x 

1)  5  =  — ; =  lang  (  —  a  iw  w  1 ,    (morf  k) 

'  stnamw  \2  / 

lind  den  Eckpunkten  des  Rechtecks 

2)  üT+J^'i,     K'-K'i,    ~K+K'i,    ^K-^K'i 
entsprechen  die  auf  der  Peripherie  eines  Kreises  vom  Halbmesser  1  liegen- 
den Bildpunkte 

3)  A:  +  Ä'i,        Ä-Ä'i,       -Ä  +  Ä'i,        — Ä-Ä't. 
Ist  nun: 

mithin 

!v  ,  1  —  C05öm(«  +  yf) 

sinam(x^yx) 
.  ^^  1  —  cos  am{ic  —  y  i) 
^  "*"     sinam  {x  —  yi^      * 

und  setzt  man  zur  Abkürzung : 

s  sssinamx^     oi  ssasinamyt^ 

c=j/l  — ^    =cosamx,      y  =  j/l-fo*    =scosamyi^ 
d  ==  f/l  — A:V  =  z^  ama; ,       d  ==  /l+Ä*tf*=  Jamyi, 
so  ergeben  sich  durch  Addition,  Subtraction  und  Multiplication  der  Gleich- 
ungen I*)  die  Ausdrücke: 

sd{y-c)        so 

K\  <  cd{yc)_    ad 

Des  Folgenden  wegen  ist  eine  Bemerkung  in  Betreff  der  Vorzeichen 
Ton  £  und  t^  erforderlich.  Da  stets  /  ^  c',  so  wird  das  Vorzeichen  des 
Factors  (y  —  e)  durch  das  von  y  bestimmt.   Da  ferner  für  beliebige  Werthe 
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des  rein  imaginären  Arguments  yt,  /  und  Ö  gleiches  Vorzeichen  haben ,  so 
ist  ö  iy—c)  stets  positiv,  das  Vorzeichen  der  Coordinate  |  stimmt  also  stets 
mit  dem  von  s  überein ,  während  das  Vorzeichen  von  ij  dnrch  das  des  Pro- 
ductes  ay  bestimmt  wird,  da  d  für  jeden  Werth  des  reellen  Arguments  x 
positiv  bleibt. 

Um  die  Gleichungen  der  orthogonalen  Curvensysteme  zu  erhalten, 
welche  den  Parallelen  zu  den  Rechteckseiten  entsprechen ,  hat  man  zwi- 
schen den  Ausdrücken  für  §  und  i/  entweder  die  nur  von  y  abhängigen 
Grössen  0,  y^  ö  oder  die  nur  von  x  abhängigen  Sy  c,  d  mit  Hilfe  der  Bela- 
tionen  4)  zu  eliminiren.     Bemerkt  man,  dass 

ist ,  so  erhält  man  leicht : 

6)  {  *-«  I 

,     (|.  +  ,._i)t  +  4*_|i_4.i.,.  =  0. 

oder  auch  in  Polarcoordinaten ,  indem 

g  =  ^  cos  q)f     fi=sQ  sin  q) 


gesetzt  wird : 
6*) 


f  _J_Y_      {sin*  y     k'*cos*ip\ 


9 

Die  erste  dieser  Gleichungen  enthält  nur  noch  die  von  dem  Parameter 
w  abhängigen  Grössen  r,  5  und  d^  die  zweite  die  von  y  abhängigen  Grössen 
c  und  d.  Dieselben  sind  also  die  gesuchten  Eliminationsgleichungen.  Da 
X  und  y  reell  sind ,  so  variirt  ^  zwischen  den  Grenzen  0  und  1  >  o*  dagegen 
zwischen  0  und  +  00  .  Da  die  Gleichungen  6)  nur  gerade  Potenzen  von  | 
und  17  enthalten ,  so  sind  die  Gurven  symmetrisch  in  Beziehung  auf  beide 
Coordinatenaxen.  Aus  den  Gleichungen  6*)  ist  leicht  ersichtlich,  dass  jede 
derselben  (abgesehen  von  dem  Grenzfall  5=0  oder  tf=0)  in  zwei  getrennte 
geschlossene  Zweige  zerfällt.  Damit  nämlich  die  erste  dieser  Gleichungen 
reelle  Werthe  für  q  zulasse,  muss  der  auf  der  rechten  Seite  in  der  Klammer 
stehende  Ausdruck  positiv  oder  Null ,  also 

la)  ianftp^j^ 

sein.  So  lange  diese  Ungleichheit  erfüllt  ist,  liefert  die  in  Beziehung  auf 
Q*  quadratische  Gleichung  zwei  reelle  Werthe  von  p',  deren  jedem  zwei 
gleiche  und  entgegengesetzte  Werthe  von  q  entsprechen.  Da  die  Wurzeln 
der  Gleichung  (wenn  5  nicht  gleich  Null  ist)  weder  Null  noch  unendlich 
werden  können,  so  folgt  daraus,  dass  jedem  gegebenen  Werthe  von  ^  swei 
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getrennte  geschlossene  Cnrvenzweige  entsprechen,  welche  in  den  durch 
obige  Ungleichheit  bestimmten  Winkelränmen  liegen.  Es  mag  noch  be- 
merkt werden,  dass  das  Prodnct  der  beiden  Wurzel werthe,  welche  die 
Gleichung  6*)  für  g^  liefert,  jederzeit  der  Einheit  gleich  ist,  oder  dass  die 

Gleichung  ungeftndert  bleibt,  wenn  man  g  mit  —  vertauscht.  Es  folgt  daraus, 

9 
dass,  wenn  das  ganze  Curvensystem  durch  reciproke  Radien 

in  Beziehung  auf  den  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten 

mit  dem  Halbmesser  r=3l   beschriebenen  Grundkreis  trans- 

formirt  wird,  jede  Curve  sieb  selbst  als  Bild  wieder  erzeugt. 

Diese  Eigenschaft  haben  die  Gurven  6)  mit  einem  Theil  der  von  Siebeck 

untersuchten  Curveusysteme  gemein  (yergh  Sieb  eck  a.  a.  0.  §  X).    Für 

den  Grenzwinkel 

g>o  =  arciang(^+—J 

werden  beide  Wurzeln  der  Gleichung  für  g*  der  Einheit  gleich.  Jeder  der 
beiden  Curvenzweige  wird  also  yon  den  unter  dem  Winkel  +  g>Q  gegen  die 
Abscissenaze  geneigten  Geraden  im  Punkte  ^=1  berührt.  Nach  den  obi- 
gen Bemerkungen  über  die  Vorzeichen  entspricht  jedem  gegebenen  Werthe 
des  Parameters  x  nur  einer  der  beiden  in  Beziehung  auf  die  ^-Axe  sym- 
metrisch gelegenen  Curvenzweige,  und  zwar  im  Allgemeinen,  wenn 

4nJr<.r<(4n  +  2)Ä' 
ist,  der  auf  der  Seite  der  positiven  £,  dagegen  wenn 

(4n  — 2)ir<  a:<  4«A^ 
ist,  der  auf  der  Seite  der  negativen  |  gelegene  Curvenzweig. 

Auf  gleiche  Weise  überzeugt  man  sich,  dass  jede  der  durch  die  zweite 
Gleichung  Q*  b)  dargestellten  Curven  in  zwei  getrennte  geschlossene 
Zweige  zerfällt,  welche  in  den  durch  die  Ungleichheit 

bestimmten  entgegengesetzten  Winkelräumen  liegen  und  von  den  Grenz- 
linien dieser  Winkelrftume  in  den  Punkten  ^i=3i  berührt  werden.  Jedem 
Werthe  des  Parameters  y  entspricht  derjenige  der  beiden  gegen  die 
a:-Aze  symmetrisch  gelegenen  Curvenzweige,  welche  durch  das  Vorzeichen 
des  Productes  cy  bestimmt  ist,  also  der  auf  der  Seite  der  positiven  ^  ge- 
legene Zweig,  wenn 

^nr<y<{jin  +  2)K\ 

der  auf  der  negativen  Seite  gelegene  Zweig ,  wenn 

(4«  — 2)ir'<y<4nÄr' 
ist.    Denkt  man  sich  auf  der  zu  einer  Rechteckseite  parallelen  unbegrenz- 
ten Geraden  x^=const.  einen  Punkt  P  beliebig  bewegt,  so  durchläuft  sein 
Bild  p  den  entsprechenden  Zweig  der  Curve  6a)  einmal  im  positiven  Sinne, 


536  Kleinere  Mittheilungen, 


80  oft  der  Punkt  P  im  Sinne  der  wachsenden  y  um  die  Strecke  AK'  fort- 
schreitet. Ebenso  wird  der  der  Geraden  y  =  consL  entsprechende  Zweig 
der  Curve  d&)  einmal  im  positiven  Sinne  durchlaufen,  so  oft  der  auf  jener 
Geraden  bewegte  Punkt  im  Sinne  der  wachsenden  x  um  die  Strecke  AK 
fortschreitet. 

Es  bleibt  noch  tlbrig,  die  Grenzfälle 

«=0,       *=  +  l,       0  =  0,       <f=+;CX) 

zu  betrachten. 

Für  a;=s:0  oder  im  Allgemeinen  für  x==^2nK  wird  ^  =  0.  Die 
Gleichung  da)  reducirt  sich  in  diesem  Falle  auf  1=0,  oder  jeder  dieser  Ge- 
raden entspricht  als  Bild  die  reelle  Abscissenaxe. 

Für  y= +2nÄ"  wird  0=0  und  die  Gleichung  ^b)  reducirt  sich  auf  i;=0. 

Für  a?  =  (4n  +  \) K  wird  s=^±  1,  c  =  0,  d^k\  Die  Gleichuog 
6a)  wird: 

(r+ij»-i)'=o. 

Bemerkt  man  dabei,  dass  die  Ungleichheit  7a)  sich  in  diesem  Gren«- 
fall  auf 

iang'ip^  — 

reducirt,  so  ergiebt  «ich  die  Curve  6a)  in  zwei  getrennte  Theile  der  mit 
dem  Halbmesser  1  um  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  beschriebenen 
Kreislinie  degenerirt,  von  denen  der  eine  durch  die  Punkte  Ar+A:'t,  k  —  k\ 
der  andere  durch  die  Punkte  —  A:  +  Ar'i,  —k  —  k'i  begrenzt  wird,  welche  4 
Punkte  3)  den  Eckpunkten  des  Rechtecks  2)  entsprechen.  Jeder  die- 
ser Kreisbögen  entspricht  einer  der  beiden  parallelen  Bechteckseiten 
x=^  +  K,     x^--K. 

Für  y  s=  (4n  +  l)  K'  werden  a  und  d  unendlich.  Gleichung  66)  redu- 
cirt sich 'ebenfalls  auf: 

(S«  +  i,'~i)*=o, 

stellt  aber  mit  Rücksicht  auf  die  Ungleichheit  76),  da 

nur  die  beiden  Kreisbögen  dar,  für  welche 

=  k'^ 

ist  und  welche  den  beiden  Rechteckseiten  y  =»  +  ^'  entsprechen. 

Bezeichnet  man  nach  dem  Vorgange  von  Siebeck  als  Brennpunkte 
des  durch  die  Gleichung 

dargestellten  Doppelsystems  orthogonaler  Curven  die  Punkte,  in   welchen 

dw 
wird,  so  sind  die  Punkte  3),  welche  den  Eckpunkten  des  Rechtecks  ent- 
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sprechen,  Brennpunkte  des  vorliegenden  Systems.  Dieselben  mögen  der 
obigen  Beihenfolge  nach  mit  P^y  P^y  P^y  P^  und  die  yon  einem  beliebigen 
Pankte  P  nach  denselben  gezogenen  Brennstrahlen  mit  jß|,  ^,,  jß,,  R^  be- 
zeichnet werden.  Sind  |,  t^  die  Goordinaten  des  Punktes  P,  so  hat 
man  z.  B. 

und  wenn  zur  Abkürzung 

2 


C=^ 


8) 


gesetzt  wird,   so  findet  man  leicht  mit  Rücksicht  auf  die  Werthe  5): 

CR.'^Y  +  ksd-k'do, 
CB^*=^y  +  k8d  +  k'da. 

Multiplicirt  man  die  vier  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  der  ersten, 
so  lassen  sich  die  Ausdrücke  auf  der  rechten  Seite  leicht  in  die  Form  von 
vollständigen  Quadraten  setzen  und  man  erhält: 

Analoge  Ausdrücke  ergeben  sich,  wenn  man  die  Gleichungen  8)  der 
Beihe  nach  mit  6?Ä,*,  CA,',  Cüt*  multiplicirt  und  indem  man  die  Quadrat- 
wurzeln auszieht  und  die  Vorzeichen  mit  Rücksicht  darauf  bestimmt,  dass 
die  Brennstrahleu  stets  positiv  gerechnet  werden  müssen,  findet  man  fol- 
gende äquivalente  Proportionen : 

Ä,  :  R, 

=:y^ksö  —  Icdö:        d  —  ksy 
9)   ^   =        d  —  ksy         :y-'ksö+k'da 
=       dy  —  A''<j         :     dd-\'kk'sa 
=     dd—kk'sa  dy  +  k'e 

(Wenn  y  und  ö  positiv  sind,  so  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die 
Glieder  dieser  Verh^iltnisse  stets  positiv;  wenn  y  und  d  negativ  sind,  sind 
sämmtliche  Glieder  negativ.) 

Aus  diesen  Proportionen  leitet  man  ferner  leicht  die  folgenden  Rela- 
tionen ab: 

/?,  +  /?,      /?4-Ä8_l-Ä-5 d 


Ä, 

A4. 

dy-k'a 

da  —  kk'sa, 

d8  +  kk's9 

dy  +  k'a, 

Y+ksd—k'da 

:       ö  +  ksy, 

ö  +  k,y 

.y+ksd+k'da 

10) 


Ji,-Ji, 


1  +  As' 


h. 


'  I{,  -  li,      '  k'i      j-  —  d  ' 
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H) 


Ä4-.Ä,      Ab  — Ä,         ks         1  — rf' 
Äs  +  Ä,      R^—Rt^y  —  k'a  d 


B4+B2     Bb-Üi  ä  y  +  k'ö' 

Da  die  mit  a  bezeichneten  Gleichungen  nur  die  Grössen  d  und  «,  die 
mit  h  bezeichneten  nur  a,  y  und  d  enthalten,  so  können  dieselben  als  Eli- 
minationsgleichungen betrachtet  werden,  welche  den  Curven  angehören, 
die  einerseits  einem  constanten  Werthe  des  Parameters  x^  andererseits  einem 
constanten  Werthe  yon  y  entsprechen.  In  der  That  gelangt  man  wieder 
zu  den  Gleichungen  6),  wenn  man  die  Gleichungen  10),  11)  rational  macht. 
In  letzterer  Form  drücken  dieselben  aber  eine  merkwürdige  geome- 
trische Eigenschaft  der  Curvensysteme  aus:  Die  Curyen  erscheinen 
nämlich  als  geometrische  Oerter  der  Punkte,  für  welche  'die 
Summe  oder  Differenz  der  nach  zwei  »benachbarten  Brenn* 
punkten  gezogenen  Strahlen  zur  Summe  oder  Differenz  der 
nach  den  beiden  anderen  Brennpunkten  gezogenen  Strahlen 
in  einem  constanten  Verhältniss  steht.  Es  ergiebt  sich  daraus 
unmittelbar  eine  Erzeugungsweise  der  Curven  durch  zwei  Schaaren  homo- 
focaler  Kegelschnitte,  welche  um  je  zwei  benachbarte  Brennpunkte  be- 
schrieben und  einander  durch  die  Bestimmung  eines  constanten  Axenver- 
hältnisses  zugeordnet  werden. 

Eliminirt  man  zwischen  der  Gleichung 

und  ihrer  Ableitung 

(£«+t/-l)(|rf|  +  iyrf,,)-2^grf|  +  2-^,,rf„  =  0 

die  von  x  abhängigen  Grössen  —  und  —  mit  Hilfe  der  identischen  Re- 
tation : 

so  erhält  man  die  allen  Curven  des  Systems  Oa)  gemeinschaftliche  Diffe- 
rentialgleichung, welche  nach  einigen  einfachen  Reductionen  in  der  Form 
erscheint : 

"^      I  -rf{rfilK*+V-0rr,»  +  2(Ä'«-Ä«)(|«-i,*)  +  l]=O. 

Zu  derselben  Gleichung  gelangt  man,  indem  man  zwischen  der  Gleich- 
ung 66)  und  ihrer  Ableitung  die  Grössen  0  und  6  eliminirt.  Dieselbe  stellt 
also    die    gemeinschaftliche   Diflerentialgleichung    der    beiden    Curven- 

Systeme  6)  dar.    In  der  That  ist  dieselbe  in  Beziehung  auf  -7^  quadratisch 


6«)  (l  +  »j'-l)'-4;p-?+4^,,*=0 
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und  liefert  für  jeden  Pnnkt  |,  rj  zwei  reelle  Wurzeln,  deren  Product  —1 
ist,  wodurch  die  Eigenftcbaft  der  Oxthogonalität  beider  Curvensysteme  aus- 
gedrückt wird. 

Bezeichnet  t  den  Winkel,  welchen  die  Tangente  im  Punkte  |,  rj  mit 
der  positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  einschliesst,  so  ist: 


mithin 


Umgr^-^, 


tangzx  - ^^  _  ^^.=  ^g_^X)r_^^^xj^  2  (*'•-*•)  (f  - 1/«)  +  1* 

Es  seien  a,  ßiY^  ^  clie  Winkel,  welche  die  vom  Punkte  P  n&th  den 
Brennpunkten  gezogenen  Brennstrahlen  mit  der  positiven  Richtung  der 
x-Axe  einschliessen.  Wird  dabei  in  jedem  Brennstrahl  die  Richtung  vom 
Punkte  P  nach  dem  Brennpunkt  als  positiv  betrachtet  und  werden  die  von 
den  positiven  Richtungen  beider  Schenkel  eingeschlossenen  Winkel  selbst 
als  positiv  oder  negativ  gerechnet,  je  nachdem  sie  oberhalb  oder  unterhalb 
der  Abscissenaxe  liegen,  so  ist 

i]  —  k'  in  —  U 

woraus  folgt: 


(I'-V)'-  4  l*i?'+2  (Ar''  -  A«)  (r-  ij')  +  i  ' 
oder 

iany(a  +  /S  +  y  +  ^)  =  '«"»ff  2t, 
mithin  entweder 

^-  l  ' 

oder 

^""  2  "^  2 

eine  Eigenschaft,  welche  die  Cnrven  mit  den  von  Sieb  eck  untersuchten 
Curven  geroein  haben. 

Im  Fall  eines  Quadrats  wird  E^K'  und  k^U^j/  —,  Die  Gleich- 
ungen 6)  oder  10),  11)  bestimmen  auch  hier  die  Curvensysteme,  welche  den 
Parallelen  zu  den  Seiten  des  Quadrats  entsprechen.  Um  die  Cnrven  zu 
erhalten,  welche  den  Parallelen  zu  den  Diagonalen  des  Quadrats  entspre- 
chen ,  hat  man  die  CooTdinatenazen  in  der  Ebene  der  x  und  y  den  Diago- 
nalen parallel  zu  legen.  Einer  Drehung  des  Coordinatensystems  um 
45^  entspricht  aber  die  Multiplication  des  Arguments  9t;c=a;-|-yt  mit 
^f  =  I  +  f.    Man  hat  demnach 


540  Kleinere  Mitthcilnngen. 

I  — cos  am  {w  — w  i) 
stn  am  (w  —  wt) 
EU  setzen,   woraus  sich  nach  einigen  Reductionen  mit  Rücksicht  auf  den 

Werth  des  Moduls  k^y  —  leicht  ergiebt 

(1  — i)  (J4-wi)  =  — i =y2co5om(Ä'— w). 

Führt  man  also  auch  in  der  Bildebene  der  |  and  r^  ein  Coordinaten- 
System  ein ,  welches  gegen  das  ursprüngliche  um  45^  gedreht  ist ,  so  ist  er- 
sichtlich, dass  die  den  Parallelen  zu  den  Diagonalen  des  Quadrats  ent- 
sprechenden Curveusysteme  mit  den 'von  Sieb  eck  untersuchten  Curven 


identisch  sind,  die  der  Function  cos  am  z  für  den  Modul  k=^y  -^  ent- 
sprechen. Zwischen  den  von  Sieb  eck  untersuchten  und  den  oben  behan- 
delten Curvensystemen  folgt  daraus  für  diesen  Werth  des  Moduls  die  Be- 
ziehung,   dass    beide   einander  unter  dem  constanten   Winkel  von   +  — 

4 

durchschneiden. 
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Recensionen. 

üebangsbaoh  zum  Stadium  der  höheren  Analysis.  Von  Dr.  0.  ScHLÖMiLcn, 
K.  S.  Hofrath  etc.  Erster  Theil:  Aufgaben  ans  der  Differential- 
rechnnng.  Leipzig,  Verlag  von  B.  G.  Teubner. 

Vorrede:  In  einer  zwanzigjährigen  Lebrerpraxis  hat  sich  bei  mir 
eine  reichhaltige  Sammlnng  grösstentheils  neuer  Aufgaben  und  Beispiele 
aus  der  höheren  Analysis  gebildet,  deren  Veröffentlichung  ich  hiermit 
aus  zwei  Gründen  unternehme;  einerseits,  weil  eine  beträchtliche  Menge 
von  neuem  didaktischen  Material  immerhin  willkommen  sein  wird,  an- 
dererseits, weil  selbst  die  bekanntesten  Werke  dieser  Richtung  sehr 
empfindliche  Lücken  zeigen.  Inder  Sohncke'schen  Aufgabensammlung 
z.  B.  fehlen  Untersuchungen  über  die  Convergenz  und  Divergenz  unend- 
licher Reihen  ganz  und  gar,  von  Reihenentwickelungen  findet  man  nur 
die  gewöhnlichen  in  jedem  Lehrbuche  stehenden  Beispiele,  jedoch  ohne 
Angabe  der  Gültigkeitsgrenzen ,  die  Doppelintegrale  sind  durch  ein  ein- 
ziges Beispiel,  dreifache  Integrale  gar  nicht  vertreten,  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  ist  mit  völligem  Stillschweigen  übergangen 
—  kurz,  es  fehlen  gerade  diejenigen  Partieen,  ohne  welche  man  in  der 
Mechanik,  mathematischen  Physik  u.  s.  w.  auch  nicht  einen  Schritt  thun 
kann.  Diesen  Mängeln  dürfte  das  vorliegende  Werkchen  abhelfen,  jedoch 
sind  dabei  die  übrigen  Theile  der  Analysiä  keineswegs  stiefmütterlich  be- 
handelt worden. 

Bei  den  Aufgaben  über  die  Differentiation  entwickelter  Functionen 
einer  Variabelen  (§§.  2  —  6)  schien  es  mir  zweckmässig,  häufig  die  ver- 
schiedenen, zum  Ziele  führenden  Wege  anzudeuten  und  dadurch  dem 
Studirenden  die  Mittel  zur  Controle  seiner  Rechnung  an  die  Hand  zu 
geben,  auch  habe  ich  kleine  Rechnungsvortheile  bei  jeder  sich  darbie- 
tenden Gelegenheit  erwähnt.  In  §.  5  findet  sich  eine  Reihe  von  Fragen, 
welche  den  Studirenden  zur  Uebung  in  der  Transformation  cyclome- 
trischer  Functionen  veranlassen  sollen.  Die  Aufgaben  sind  übrigens 
soweit  als  möglich  stufen  weis ,  von  leichten  zu  schwereren  fortschreitend, 
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geordnet;  bei  der  ersten  Aufgabe  jeder  Art  ist  die  Lösnng  etwas  aus- 
fübrlicber  gezeigt,  bei  den  übrigen  Anfgaben  sind  nnr,  wo  es  nothig 
schien,  Andeutungen  zur  Lösung  gegeben.  Hier  und  da  wird  man  auch 
neue  wissenschaftliche  Kleinigkeiten  finden,  wie  z.  B.  in  den  Abschnitten 
über  isokline  Normalen  und  reciproke  Maxima  und  Minima. 

Dem  vorliegenden  ersten  Theile  hoffe  ich  einen  zweiten,  Anfgaben 
aus  der  Integralrechnung  enthaltenden  Theil  rasch  folgen  zu  lassen. 


Studien  tlber  die  Beaserschen  Functionen.  Von  Dr.  Eugen  Lommel  (gegen- 
wärtig Professor  der  Physik  an  der  Universität  Erlangen).   Leip- 
zig, Druck  und  Verlag  von  B.  G.  Teubneri868. 
Das  vorliegende  9  Druckbogen  umfassende  Werkchen  giebt  weit  mehr, 
als  der  bescheidene  Titel  ^^Studien^'  erwarten  lässt;  es  ist  vielmehr  eine 
vollständige  Monographie  der  B es seT sehen  Functionen,  welche  letztere 
bekanntlich  bei  Störungsrechnungen  und  in  der  Wärmetheorie  eine  her- 
vorragende Rolle  spielen.    'Als  Besser  sehe  Function  der  Variabelen  z 
und  des  Index  v  definirt   der  Verfasser  jede  Function,   welche  den  fol- 
genden drei  Gleichungen  genügt 


2) 

oder 


''i^-^-"^  =  -i.-»^f-^'>A/^..+  .) 


3) 
oder 


von   denen  jede  eine  Folge  der .  beiden  anderen   ist.     Da   femer  diese 
Gleichungen  für  f{^^v)~-y  auf  die  Differentialgleichung 

hinauskommen,   so   kann   es  nur  zwei   Arten  BesseP scher  Functionen 
geben,  welche  durch  J    und  F    unterschieden   werden.     Für   den  Fall, 


'^  dx^ 
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dass  der  Index  v  weder  Null  noch  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
ist,  lautet  das  vollständige  Integral  von  Nr.  4 

(*)  (*) 

ist  dagegen  v  eine  positive  oder  negative  ganze  Zahl  =  /} ,  so  liefert  die 
vorstehende  Formel  wegen 

(*)  (*) 

nur   ein   particuläres  Integral   und    es  findet  sich  dann  als  vollständiges 
Integral 

y^AJ^'  +  BT". 

(*)  (*) 

Hieraus  folgt,  dass  in  den  Functionen  erster  Art  v  jeden  reellen  Werth 
erhalten  darf,  was  der  Verfasser  zuerst  bemerkt  und  im  dritten  Abschnitt 
seiner  Schrift  sehr  geschickt  benutzt  hat,  und  dass  den  Functionen  zweiter 
Art  nur  für  ganze  Indices  eine  Bedeutung  zukommt.  Hinsichtlich  der 
letzteren  Functionen  differirt  übrigens  die  LommeTsche  Definition  von 
der  Neumann* sehen,  was  seinen  Grund  darin  hat,  dass  Neumann 
besonderen  Werth  auf  die  Analogie  zwischen  den  Kugelfunctionen  und 
den  Besser  sehen  Functionen  legt;  die  Lommel'sche  Definition  hat 
ohne  Zweifel  den  Vorzug,  von  anderen  Theorien  ganz  unabhängig  zu 
sein  und  sich  einzig  und  allein  auf  die  Differentialgleichung  4)  zu  stützen, 
sie  dürfte  daher  den  Analytikern  am  besten  zusagen. 

Der  erste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  den  BesseT sehen  Func- 
tionen erster  Art  und  entwickelt  die  vielen  zum  Theil  sehr  merkwür- 
digen Eigenschaften  derselben,  wobei  selbstverständlich  auch  die  Mittel 
zur  numerischen  Berechnung  der  genannten  Functionen  besprochen  wer- 
den. In  gleicher  Weise  giebt  der  zweite  Abschnitt  eine  UntersuchuDg 
der  Besser  sehen  Functionen  zweiter  Art.  Von  besonderem  Interesse 
dürfte  der  dritte  Abschnitt  sein ,  in  welchem  gezeigt  wird ,  wie  sich  ver- 
schiedene lineare  Differentialgleichungen  durch  BesseTsche  Functionen 
integriren  lassen.  Beispielsweise  erwähnen  wir  die  bekannte  Biccati'sche 
Differentialgleichun  g 

ist  hier  eine  gebrochene  Zahl,  so  lautet  das  vollständige  Integral 

der  Differentialgleichung 

(S)         (i) 
worin  zar  Abkürzung 
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gesetzt  ißt;  wenn  dagegen  v  eine  ganze  Zahl  ausmacht,   bo   tritt  an  die 
Stelle  des  vorigen  Werthes  von  y  der  folgende 

(5)  (5) 
-wo  V  und  S  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  vorhin.  Die  Eleganz  dieses 
Resultates  dürfte  in  die  Augen  fallen  und  namentlich  zu  Gunsten  der 
vom  Verfasser  gegebenen  Definition  der  Functionen  zweiter  Art  sprechen. 
Anhangsweis  thcilt  der  Verfasser  die  Hansen 'sehe  Tafel  der  Functionen 
erster  Art  mit  und  giebt  zu  deren  Gebrauche  die  nöthigen  Erläute- 
rungen. 

Das  Mitgetheilte  wird  hinreichen,  um  der  LommeTschen  Schrift, 
welche  sich  überdies  durch  eine  sehr  klare  Darstellung  auszeichnet,  das 
Interesse  der  Mathematiker  zuzuwenden. 

SCHLÖMILCU. 


Die  psychologisolien  Grundlagen  der  Baumwiasensohaft  Von  Dr.  J.  O. 
Fbbsenius,  Lehrer  a.  d.  höheren  Bürgerschule  zu  Frankfurt  a.  M. 
Wiesbaden,  KreideVs  Verl.  1808. 

Auf  empirisch  -  psychologischem  Wege  sucht  der  Verfasser  in  der 
Einleitung  die  Mittel  au  gewinnen,  wodurch  sich  die  Frage,  wie  wir  zu 
den  Grundbegriffen  der  Geometrie  gelangt  sind,  beantworten  lässt;  aa 
die  im  ersten  Abschnitte  gegebene  Discussion  dieser  Frage  knüpft  der 
Verfasser  im  zweiten  Abschnitte  die  Prüfung  der  Bedingungen,  welchen 
die  weitere  Verarbeitung  und  Verbindung  dieser  Begriffe,  namentlich  die 
Gleichsetzung,  unterworfen  ist,  und  untersucht  endlich  im  dritten  Ab- 
schnitte die  Mittel  zur  Ueberzeugung^  d.  h.  die  Beweise  und  deren  Zu- 
sammenfassung zu  einer  naturgemässen  Methode.  Wenn  Referent  auch 
nicht  sagen  kann,  dass  ihm  durch  die  vorliegende  Schrift  alle  hierher 
gehörenden  Räthsel  gelöst  worden  seien,  so  muss  er  dem  Verfasser  doch 
die  Anerkennung  zollen,  dass  derselbe  einen  werthvoUen  Beitrag  zur 
Grundlegung  der  Geometrie  geliefert  hat.  Seine  psychologischen  und 
mathematischen  Erörterungen  sind  durchgängig  klar  und  sogar  mit  viel 
stylistischer  Eleganz  dargestellt-,  sie  verdienen  ohne  Zweifel  eine  weitere 
Discussion,  welche  hier  freilich  zu  weit  führen  würde.  Nur  in  mathe* 
matischer  Beziehung  möge  erinnert  sein,  dass  Gleichungen  wie 

1«  + 2»  + 3» +...  +  00  «=-00» 

3 

keinen  bestimmten  Sinn  «haben  und  immer  durch  Grenzenformeln  wie 
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ersetzt  werden  können  und  auch  ersetzt  werden  müssen,  sobald  es  sich 
um  Anwendungen  derselben  handelt. 

SCULÖMILOU« 


Theorie  der  Bewegung  der  Himmeltkörper  um  die  Sonne  nebst  deren 
Babnbestimmung.  Von  Dr.  Job.  Frischauf,  Professor  an  der 
Universität  Graz.  Graz,  Leusebner  und  Lubensky,  1868. 
Von  den  Kepler' sehen  Gesetzen  ausgehend  entwickelt  der  Ver- 
fasser 1.  die  Formeln  zur  Ortsbestimmung  eines  in  bekannter  Bahn  sich 
bewegenden  Planeten;  2.  die  Relationen  zwischen  mehreren  Orten  einer 
Bahn ;  3.  die  Belationen ,  welche  einen  einzelnen  Ort  im  Räume  betreffen ; 
4.  Relationen  zwischen  mehreren  Orten  im  Räume.  Daran  knüpfen  sich 
'die  Bestimmung  einer  elliptischen  Bahn  aus  drei  geocentrischen  Beobach- 
tungen (nach  Gauss)  und  die  Bestimmung  einer  parabolischen  Bahn  aus  drei 
geocentrischen  Beobachtungen  (nach  01b  ers).  Zufolge  des  im  Vorwort  be- 
zeichneten Zweckes :  „eine  für  Jedermann,  der  sich  die  gewöhnlichsten  Kennt- 
nisse aus  der  Mathematik  angeeignet  hat,  verständliche  Darstellung  der  Bahn- 
bestimmung der  Planeten  und  Kometen  nebst  den  hierzu  nothwendigen 
Sätzen  der  theoretischen  Astronomie  zu  geben^S  ^^^^  ^^^  i^  ^^™  Schrift- 
chen keine  neuen  Forschungen  suchen  und  nur  fragen ,  ob  der  Verfasser 
sein  Ziel  erreicht,  hat.  Diese  Frage  dürfte  unbedingt  zu  bejahen  sein ; 
die  Theorie  ist  sehr  präcis  und  vollkommen  klar  auseinandergesetzt  und 
überall  durch  Zahlenbeispiele  erläuteit.  Namentlich  Studirenden ,  welche 
sich  nicht  speciell  der  Astronomie  widmen ,  aber  doch  die  oben  erwähn- 
ten Hauptprobleme  in  gedrängter  Darstellung  behandelt  sehen  wollen, 
möge  die  vorliegende,  nur  50  Seiten  zählende  Schrift  bestens  empfohlen 
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Freie  Pertpootive  in  ihrer  Begründung  und  Anwendung.  Von  G.  A.  Peschk  a, 
Professor  am  Polytechnikum  zu  Brunn,  und  E.  Koütny,  Privat- 
docent  ebendaselbst.     Hannover,  Rümpler  1868. 
Die  Verfasser  erwähnen  zwar  im  ersten  Capitel  die  sogenannte  Durch- 
schnittsmethode, welche  voraussetzt,  dass  Grundriss  und  Aufriss  des  per- 
spectiviscb  abzubildenden  Gegenstandes  vollständig  gezeichnet  vorliegen, 
gehen  aber  dann  zur  sogenannten  freien  Perspective  über  und  begründen 
dieselbe  .durch  eine  selbständige  Theorie  der  Centralprojection.    Hierbei 
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werden  die  Aufgaben,  welche  die  descriptive  Geometrie  mittelst  zweier 
rechtwinkeligen  Projectionen  zu  lösen  pflegt  (z.  B.  den  Abstand  eines 
Punktes  von  einer  Ebene  zu  finden),  direct  mittelst  der  Centralprojection 
behandelt,  wodurch  in  einer  sehr  grossen  Anzahl  von  Fällen  wesentliche 
Vortheile  für  die  Praxis  des  perspectivischen  Zeichnens  gewonnen  wer- 
den. Anwendungen  hiervon  geben  die  Verfasser  in  sehr  reichem  Maasse, 
namentlich  werden  die  perspectivischen  Darstellungen  ebener  und  räum- 
licher Curven ,  ebener  und  krummer  Flächen  nebst  den  Berührungsebenen 
der  letzteren ,  die  Durchschnitte  zweier  krummen  Flächen  etc.  ausfuhrlich 
durchgesprochen.  Das  letzte  Capitel  beschäftigt  sich  mit  den  Schatten- 
constructionen ;  in  einem  Anhange  ist  die  perspectivische  Darstellung  ar- 
chitektonischer Gegenstände  besonders  erörtert,  was  aus  praktischen  Rück- 
sichten geschehen  sein  mag.  Das  Buch  empfiehlt  sich  durch  klare,  wenn 
auch  hie  und  da  etwas  breite  Darstelluug  ebenso  wie  durch  seine  vor- 
zügliche typographische  Ausstattung,  bei  welcher  namentlich  die  in  den 
Text  gedruckten  336  Holzschnitte  das  höchste  Lob  verdienen.  Referent 
glaubt  nicht  zu  irren,  wenn  er  das  vorliegende  Werk  für  das  beste  neuere 
Lehrbuch  der  Perspective  erklärt. 
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Recensionen. 

Die.  Lehre  von  der  Elattioitftt  und  Festigkeit,  mit  besonderer  Rückeicht 
auf  ihre  Anwendung  in  der  Technik,  von  Dr.  E.  Winkler,  ord. 
Professor    der   Ingenieurbaukunde   am  Polytechnikum   in   Prag. 
Erster  Theil.    Prag,  Dominicas. 
Je    mehr  durch    die   Wirksamkeit  der  polytechnischen   Schulen   die 
Wissenschaftlichkeit  der  Techniker  gehoben  wird,  desto  wichtiger  erscheint 
es,  den  letzteren  Lehrbücher  in  die  Hand  zu  geben,  in  denen  dieselben 
nicht  blos  ein  Receptbuch  für  die  Lösung  der  verschiedenen,  ihnen  am  häu- 
figsten vorkommenden  Aufgaben  erblicken,  sondern  aus  denen  sie  dieUebcr- 
seugnng  schöpfen,  dass  bei  dem  raschen  Entwickelungsgange  der  mathe- 
matischen Ingenieurwissenschaft  nur  eine  gründliche  theoretische  Bildung 
sie  gegen  die  Gefahr  schützen  kann,  mit  dem  Verschwinden  der  alten  Auf- 
lagen jener  Bücher  auch  ihre  in  der  Schule  erworbenen  Kenntnisse  nn 
brauchbar  werden  zu  sehen. 

Der  unglückliche  und  wohl  nie  endigende  Streit  zwischen  den  soge- 
nannten Theoretikern  und  den  sogenannten  Praktikern  hat  seinen  Grund 
gewiss  nicht  blos  in  der  Unkenntniss  oder  dem  vornehmen  Uebers^hen  der 
Bedingungen ,  an  welche  die  wirkliche  Lösung  der  Aufgabe  in  Bezug  auf 
Zweck  und  Mittel  gebunden  ist,  sondern  auch  in  dem,  grösstentheils  durch 
den  Bildungsgang  verschuldeten  Umstände,  dass  die  Praktiker  dem  rein 
theoretischen  Resultate  nicht  genügendes  Vertrauen  zu  schenken  vermögen. 
Man  glaubt  eben  in  der  Wissenschaft  nur  dann  an  Etwas ,  wenn  man  es 
von  Grund  aus  versteht. 

Zur  Schlichtang  dieses  Streites,  zum  Studium  der  Elasticität  und 
Festigkeitslehre,  welche  für  die  Technik  eine  unbestreitbare  Wichtigkeit 
hat,  von  dem  aber  meist  eingebildete  Schwierigkeiten  abzuhalten  pflegen, 
wird  das  eingangserwähnte  ausgezeichnete  Buch  gewiss  in  hohem  Grade 
beitragen«  Dasselbe  setzt  als  mathematische  Bildung  nur  diejenige,  die 
jetat  an  allen  polytechnischen  Schulen  geboten  wird ,  voraus,  und  indem  es 
an  vorhandene  Werke  und  Abhandlungen  anschliesst,  bietet  es  auch  sehr  viel 
Neues  und  Anregende^,   wie   aus  der  folgenden  Inhaltsübersicht   erhellt. 
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Der  wissenschaftlichen  Anlage  entsprechend  behandelt  der  erste 
Abschnitt  die  allgemeine  Theorie  der  Elasticität.  Im  1.  Ca- 
pitel  desselben  werden  die  Gleichgewichtsbedingungen  der  inneren  Kräfte, 
die  an  einem  unendlich  kleinen,  rechtwinkligen  Parallelepiped  angreifen, 
gegeben.  Die  Untersuchung  der  Spannungen,  welche  ein  beliebig  geneig- 
tes Flächenelement  afficiren,  führt  auf  das  sogenannte  Spannungs- 
ellipsoid  und  auf  die  in  Richtung  der  Axen  des  letzteren  wirkenden 
Haupt  Spannungen,  Als  wesentlich  neu  erscheint  die  Bestimmung  der 
Maximalschubspannungen,  die  in  sechs  Ebenen  wirkend  gefunden 
werden,  von  denen  jede  durch  eine  Axe  des  Spannnngsellipsoids  geht  und 
den  von  den  beiden  anderen  Axen  gebildeten  Winkel  halbirt. 

Nachdem  im  2.  Capitel  die  Formänderungen,  d.  h.  die  Längen« 
änderungen,  sowie  die  Gleitungen  und.Volnmänderungen  parallelepip edi- 
scher und  kugelförmiger  Körperelemente  durch  die  Verrückungen  eines 
ihrer  Punkte  nach  Richtung  der  Coordinatenaxen  ausgedrückt  worden,  ent- 
wickelt das  3.  Capitel  die  Beziehungen  zwischen  diesen  Formveränderua- 
gen  und  den  dieselbe  hervorbringenden  Normalspann nngen  und  Schub- 
spannungen, wodurch  man  schliesslich  zu  den  Differentialgleichun- 
gen für  die  Formänderungen  isotroper  Körper  gelangt.  Auch  für  an- 
isotrope Körper  wird  der  Gang  der  Rechnung  kurz  angegeben. 

Im  4.  Capitel  werden  zunächst  vom  Gesichtspunkte  der  Molecular- 
theorie  die  aligemeinen  Beziehungen  zwischen  den  Spannungen  und  den 
Formveränderungen  entwickelt  und  dann  speciell  Körper  mit  3  auf  einander 
senkrechten  Elasticitätsaxen,  mit  einer  Elasticitälsaxe  und  endlich  isotrope 
Körper  untersucht.  Für  den  Werth  tw,  welcher  das  Verhältniss  der  Längen- 
änderung in  Richtung  der  Stabaxe  zu  der  Längenänderung  der  Quer- 
schnittsdimensionen anzeigt,  giebt  die  Moleculartheorie  die  Zahl  4.  Da 
jedoch  derselbe  nicht  vollständig  mit  den  Versuchs werthen  übereinstimmt, 
so  räth^  der  Verfasser,  denselben  gleich  3  oder  4  zu  nehmen ,  je  nachdem 
einer  oder  der  andere  die  grössere  Sicherheit  giebt. 

Im  5.  Capitel  werden  die  Grundbegriffe  der  allgemeinen 
Festigkeitslehre:  ElasHcitätsgrenze ,  Bruch,  Sicherheit,  Grenz-  und 
Festigkeitscoefficient,  gegenüber  der  in  dieser  Beziehung  oft  vorkommen- 
den Unklarheit,  gesichtet  und  festgestellt.  Neu  ist  die  Einführung  der 
Bezeichnung  „Ideale  Ha nptspannnng**  für  diejenige  Hauptspannung, 
welche  die  grösste  Längenänderung  hervorbringen  würde,  wenn  sie  in  der 
Richtung  dieser  Aenderung  wirkte  und  in  anderen  Richtungen  keine  Span- 
nungen wirkten. 

Den  Inhalt  des  zweiten  Abschnittes  bildet  die  Normal-  und 
Schubelasticität'^  Das  5.  Capitel  entwickelt  die  Gesetze  für  die  Nor- 
malelasticität  gerader  Stäbe.  Neu  ist  in  der  Formel  für  die  Zugfestigkeit 
der  Drähte  die  Berücksichtigung  dos  Umstandes,  dass  durch  die  Fabrika- 
tion  der  letzteren   sich  auf  der  Oberfläche  derselben  eine  Kruste  bildet, 
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welche  fester  als  der  Kern  ist.  Auch  findet  sich  hier,  zum  ersten  Male, 
eine  Untersnchung  zweier  sich  drückender  runder  Körper,  welche  im  Eisen- 
bahn- und  Brückenbau  zu  wichtigen  Anwendungen  Veranlassung  giebt. 

Im  7.  Capitel  wird  die  einfache  Schubelasticität  besprochen.  Nach 
der  strengen  Theorie  ergeben  sich  auch  hier  2  Hauptspannungen,  die  in 
einer  auf  die  Treunungsebene  senkrechten  und  zur  Richtung  der  Kräfte 
parallelen  Ebene  unter  einem  Winkel  von  45®  gegen  die  Trennungsebene 
wirken. 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  die  Biegungselasticität  ge- 
rader Stäbe  im  Allgemeinen  und  enthält  viel  Neuerungen  und 
Erweiterungen.  Als  solche  sind  anzuführen :  Ein  Satz  über  die  Trägheits- 
momente proportionaler  Querschnitte,  die  Bedingung  für  das  Verbleiben 
der  neutralen  Axe  in  der  Kraftebene,  die  Untersuchung  über  die  Grösse 
der  Schubspannungen  in  irgend  einer,  zur  Axe  des  Körpers  parallelen 
Ebene,  ganz  besonders  der  Schubspannung  T,,  welche  senkrecht  zur  Kraft- 
ebene wirkt  und  deren  Bestimmung  in  anderen  Lehrbüchern  der  Elastici- 
tät  nicht  zu  finden  ist^  endlich  die  Berechnung  der,  ebenfalls  meist  stief- 
mütterlich behandelten  transversalen  Normalspannung.  Im  0.  Capitel  wird 
bei  der  Behandlung  der  Formänderung  des  Stabes  auch  die  Deformirung 
der  Querschnitte  berücksichtigt.  Interessant  ist  auch  die  Untersuchung 
über  die  Formänderung  der  Axe  bei  schiefer  Belastung. 

Das  10,  Capitel  bespricht  die  Bruchfestigkeit  der  Stäbe.  Die  Festig- 
keitsbedingungen innerhalb  der  Elasticitätsgrenze  werden  mit  grosser 
Strenge  aufgestellt.  Es  wird  aber  auch  der  Versuch  gemacht,  diese  Be- 
dingungen für  den  Bruch  zu  benutzen,  wobei  jedoch  statt  der  Coefticienten 
K  und  St  der  zulässigen  Inanspruchnahme  andere  Coefficienten  (Bruch- 
coefficienten)  einzuführen  sind ,  die  in  der  Weise  von  der  Qnerschnittsform 
und  von  der  Belastung  abhängig  gewählt  werden,  dass  die  innerhalb  der 
Elasticitätsgrenze  geltenden  Gleichungen  auch  hier  noch  ihre  Richtigkeit 
behalten.  Diese  Abhängigkeit  der  Bruchcoefficienten  wird  für  proportio- 
nale, für  symmetrische  und  für  unsymmetrische  Querschnitte  durchgeführt. 

Es  folgen  nun  im  vierten  Abschnitte  die  Untersuchungen 
von  durch  Transversalkräfte  belasteten  Stäben.  Im  11.  Capi- 
tel wird  die  Belastung  als  bestimmt  vorausgesetzt.  Ausser  den  bekann- 
ten Fällen  findet  man  hier  den  gleichförmig  belasteten  Stab  mit  überragen- 
den Enden  (Anwendung  bei  Maassstäben  für  geodätische  Basismessungen), 
sowie  den  mit  einer  ungleichförmig  vertheilten  Last  bedeckten  Stab  über 
einer  Oeffnung. 

Capitel  12  behandelt  bedingte  Belastnngsfälle.  Die  Enden  der 
Stäbe  werden  horizontal  und  schief  eingemauert  vorausgesetzt  und  die 
Untersuchung  wird  auf  Stäbe  mit  variabelem  Querschnitte ,  sowie  auf  Kör- 
per von  constanter  Festigkeit  aasgedehnt. 

2* 
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Die  Capitel  13  bis  18  enthalten  eine  sehr  sorgfältig  durchgearbeitete 
Theorie  der  continuirlichen  Träger  sowohl  mit  gleichen  als  anch  mit 
ungleich  langen  Feldern.  Durch  eine  grosse  Anzahl  von  Tabellen  wird  die 
Anwendung  der  Resultate  sehr  erleichtert.  Sind  auch  manche,  für  den 
Brückenbau  wichtige  Belastungsfälle  .des  Raumes  halber  weggelassen,  so 
findet  man  dafür  einige  ganz  neue  Voraussetzungen  sowohl  in  Bezug  auf 
die  Vertheilung  der  Last,  als  auch  auf  die  Anordnung  der  Querschnitte 
aufgenommen.  Hierher  gehört  z.  B.  die  Belastung  des  continuirlichen  Trä- 
gers durch  eine  isolirte  Last,  die  Untersuchung  des  Einflusses  der  Quer- 
schnittsveränderjichkeit  bei  Trägern  über  2,  3  und  4  Felder,  die  Bespre- 
chung der  continuirlichen  Träger  von  constanter  Festigkeit  und  die  Analyse 
des  Einflusses  der  Stützensenkungen.  Als  überraschendes  Resultat  mag 
hier  nur  die  Thatsache  erwähnt  werden,  dass  bei  continuirlichen  Trägern 
von  constanter  Festigkeit  über  2  Felder  eine  Senkung  der  Mittelstütze  gar 
keinen  und  bei  3  Feldern  nur  einen  sehr  geringen  Vortheil  gewährt. 

In  dem  fünften  Abschnitte,  Capitel  19,  werden  diejenigen  Bela- 
stungsfälle betrachtet,  bei  welchen  auch  centrisch  oder  excentriscb 
wirkende  Axialkräfte  vorkommen.  Die  theoretischen  Formeln  wer- 
den für  Stäbe  von  constantem  und  auch  von  veränderlichem  Querschnitt 
entwickelt,  wonach  eine  Untersuchung  über  Körper  von  constanter  Knick- 
festigkeit folgt.  Da  die  entwickelten,  rein  theoretischen  Formeln  nur  dann 
anwendbar  sind,  wenn  man  die  Lage  des  Angriffspunktes  der  Axialkraft 
genau  kennt,  in  der  Praxis  dies  aber  nicht  immer  der  Fall  ist,  so  giebt  der 
Verfasser  auch  eine,  vom  Angriffspunkte  unabhängige  theoretisch- empiri- 
sche Formel  an,  die  mit  den  bekannten  Versuchen  von  Hodgkinson  gut 
übereinstimmt. 

Hierauf  folgen  in  Capitel  20  diejenigen  Belastungsfalle,  bei  denen 
Axial-  und  Transversalkräfte  zugleich  vorkommen.  Man  findet 
hier  viel  neue  Resultate,  die  sowohl  in  strenger,  als  auch  in  für  die  An- 
wendung genügend  angenäherter  Form  gegeben  werden.  Eine  sehr  interes- 
sante Untersuchung  enthält  §.  195  über  die  Inansprnchnahmegesetze  eines 
auf  einer  horizontalen  elastischen  Unterlage  ruhenden  und  in  einzelnen 
Punkten  durch  isolirte  Gewichte  belasteten  Balkens.  Die  Anwendung  hier- 
von findet  man  z.  B.  beim  Langschwellensystem  der  Eisenbahnen. 

Der  sechste  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  dem  Zusammenhange 
der  Querschnitts  formen  und  den  Elasticitätsbedingungen  der  Stäbe. 
Zunächst  wird  im  Capitel  21  der  rechteekförmige  Querschnitt  unter- 
saoht  und  das  Grössenverhältniss  zwischen  der  Hauptspannnng  und  der 
idealen  Hauptspannnng  festgc^stellt,  sowie  auch  analjsirt,  wann  die  eine 
und  wann  die  andere  als  Maximalspannung  auftritt.  Die  Form  der  Kdrper 
gleichen  Widerstandes  wird  nicht,  wie  man  dies  gewöhnlich  findet,  blos 
speciell  für  die  Normalspannnngen,  sondern,  strenger  and  allgemeiner,  für 
den  jedesmaligen  grössten  VVerth  der  Haoptapannang  bestimmt,  wobei  das 
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M aximam  der  letztereD ,  je  nach  dem  Verhältniss  der  TraDsversalkraft  Q 
zum  BiegUDgamomente  M^  entweder  in  der  neutralen  Faser,  oder  in  der 
von  der  neutralen  Axe  entferntesten  Faser  stattfinden  kann.  Hiernach  wer- 
den die  Formen  gleichen  Widerstandes  cooiplicirter,  aber  richtiger.- 

Die  Untersuchung  über  den  Einfluss  der  geneigten  Lage  des  Quer- 
schnitts führt  auf  das  Resultat,  dass  das  Biegungsraoment  am  kleinsten 
wird,  wenn  die  Diagonale  des  Rechtecks  senkrecht  auf  der  Kraftebene 
steht.  Auch  erhält  die  Biegungsebene  die  geneigteste  Lage,  wenn  die  eine 
Diagonale  vertical  steht;  die  andere  Diagonale  ist  dann  senkrecht  zur  Bie- 
gnngsebene  gerichtet  und  bildet  die  neutrale  Axe. 

Ausserdem  wird  noch  der  Werth  für  die  transversale  Normalspannung 
gegeben ,  der  sich  sehr  klein  herausstellt  und  demnach  vernachlässigt  wer- 
den kann, 

Aehnlicbe  Untersuchungen  für  den  elliptischen  Querschnitt  bil- 
den das  22.  Capitel.  Hier  kann,  im  Gegensatz  zum  vorigen  Fall,  der 
Werth  der  in  einer  Parallelebene  zur  Längsaxe  des  Stabes  senkrecht  zu 
letzterer  gerichteten  Schubspannung  J,  eine  beträchtliche  Grösse  erreichen 
und  darf  daher  nicht  vernachlässigt  werden. 

Hierauf  folgt  die  Analyse  einer  Reihe  von  verschiedenen,  in  der  Pra- 
xis oft  vorkommenden,  theils  von  geraden,  theils  von  krummen  Linien  be- 
grenzten Querscbnittsformen. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Anwendung  und  viel  Neues  ent- 
haltend sind  die  Capitel  24  bis  27,  welche  die  idealen,  d.  h.  blos  aus  zwei 
Gurten  bestehenden,  ferner  die  symmetrischen  und  die  unsymmetrischen  I- 
Querschnitte  behandeln.  Eine  Reihe  von  Resultaten  in  Bezug  auf  die  con- 
stanto  Festigkeit  solcher  Träger  unter  verschiedenen  Belastungsverhält- 
nissen, sowie  bei  verschitdenen  Querschnittsconstructionen,  unter  Zugrunde- 
legung der  in  den  früheren  Abschnitten  entwickelten  strengen  Elasticitäts- 
lehre,  liefern  eine  bedeutende  Erweiterung  der  Theorie  solcher  Träger, 
während  die  Angaben  für  die  ökonomischeste  Construction  der  letzteren  für 
den  Ingenieur  von  grossem  Interesse  sind. 

Indem  im  27.  Capitel  der  untere  Gurt  =0  gesetzt  wird,  geht  ein  Theil 
der  für  I- Träger  gewonnenen  Resultate  in  solche  für  T-Träger  über. 

Der  siebente  Abschnitt  enthält  die  genaue  Biegungstheorie 
gerader  Stäbe.  Eine  ganz  allgemeine,  genaue  Bestimmung  der  Span- 
nungen und  Formänderungen  bei  gegebener  Form  und  Belastungsweise  des 
Körpers  ist  bekanntlich  zur  Zeit  noch  nicht  geglückt.  Es  müssen  daher 
auch  hier  solche  Annahmen  über  die  Form  und  die  Belastungsweise  ge- 
macht werden,  welche  eine  genaue  Theorie  zulnssen. 

Es  wird  daher  zunächst  vorausgesetzt,  dass  die  äusseren  Kräfte  nur 
auf  die  Endqnerschnitte,  nicht  aber  auf  die  Mantelfläche  und  das  Innere 
des  Körpers  wirken  und  dass  die  Mittelkraft  der  auf  eine  Endfläche  wirken- 
den Kräfte  durch  den  Schwerpunkt  derselben  gehe.     Ferner  wird  die  An- 
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nähme  gemacht,  dass  auf  eine  zur  Axe  des  Körpers  parallelen  Ebene  keine 
andere  Spannung  wirke,  als  eine  zur  Axe  des  Körpers  parallele  Schub- 
spannung und  dass  endlich  der  Körper  prismatisch  und  sj-mmetrisch  in  Be- 
ziehung auf  eine  Ebene  sei,  in  welcher  die  Mittelkräfte  der  auf  die  End- 
flächen wirkenden  Kräfte  liegen,  und  aus  einer  isotropen  Masse  bestehe. 
Dieses  sogenannte  „De  Saint-Venant^sche  Problem ^^  wird,  ähnlich  wie 
dies  Clebsch  gezeigt  hat,  gelöst,  wobei  jedoch  die  bei  der  Integration  der 
Differentialgleichnngen  auftretende  und  Ton  der  Form  des  Querschnittes 
abhängige  Function  &  nicht  blos  für  den  elliptischen  Querschnitt  entwickelt 
wird,  sondern  auch  umgekehrt  diejenigen  Querscbnittsformen  discutirt  wer- 
den ,  welche  einer  gegebenen  Form  jener  Function  entsprechen  und  dem- 
nach auch  eine  genaue  Behandlung  zulassen.  Auf  diese  Weise  werden 
einige  theoretische  Normalfölle  geschaffen,  welche  einen  Vergleich  mit  den 
gewöhnlich  vorkommenden  Querschnittsflächen  gestatten.  Ein  solcher 
Vergleich  der  durch  die  genaue  und  die  angenäherte  Theorie  gefundenen 
Formeln  für  die  Normal-  und  Schubspannung,  sowie  für  die  Deformation 
der  Querschnitte  wird  durchgeführt. 

Der  achte  Abschnitt  handelt  über  die  Normalelasticität  ein- 
fach  gekrümmter  Stäbe.  Es  ist  klar,  dass  zur  Beanspruchung  blos 
auf  Normalelasticität  eine  gewisse  Beziehung  zwischen  der  Form  der  Axe 
des  Körpers  und  dem  Belastungsgesetz  existiren  muss.  Daher  findet  man 
hier  Untersuchungen  über  Stützlinie,  Kettenlinie,  Belastungscurven  bei  ge- 
gebener Stützlinie  u.  s.  w. 

Sehr  viel  Neues  sowohl  in  der  Behandlungsweise ,  als  auch  in  den  Re- 
sultaten bringt  der  neunte  Abschnitt,  welcher  von  der  Biegungs- 
elasticität  einfach  gekrümmter  Stäbe  han^lt.  Mit  grosser  Strenge 
werden  zunächst  die  genauen  Formeln  für  die  Spannungen  und  Deformi- 
rungen  entwickelt  und  daraus  die  einfacheren,  gewöhnlich  ausreichenden 
abgeleitet.  Von  Vortheil  erweist  sich  die  Einführung  des  Querschnitt- 
kernes in  die  Untersuchung,  insofern  durch  die  Lage  der  Stützlinie  in 
Bezug  zu  diesem  Kerne  die  Inanspruchnahmen  der  einzelnen  Theile  des 
Querschnittes  bedingt  werden.  Von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Berech- 
nung von  Bogenbrücken  ist  der  §.  205,  in  welchem,  je  nach  der  Lage  der 
Stützlinie  gegen  die  Gurte  eines  idealen  I- formigen  Bogenträgers  (Gitter- 
träger), die  Inanspruchnahmen  der  Gurte  bestimmt  werden,  und  der  §.  206, 
in  welchem  die  Inanspruchnahme  der  Träger  mit  vollem  I- Querschnitt 
(Blechträger)  auf  die  einfacher  zu  berechnende  Inanspruchnahme  der  idea- 
len I-förmigen  Träger  zurückgeführt  wird. 

Als  Anwendungen  für  bestimmte  Belastung  werden  die  Berechnun- 
gen eines  Kettenhakens,  eines  Kolbenringes  und  einer  Spiralfeder  gegeben. 

Eine  genaue  und  ausführliche  Theorie  von  Bogenträgern  hat  es 
in  der  deutschen  Literatur  bis  jetzt  noch  nicht  gegeben,  während  die  Unter* 
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suchangeii  von  Bresse  in  seiner  ^yMecanique  appUquee^^  nicht  erschöpfend 
genag  sind. 

Eine  solche  Theorie  findet  man  in  den  Capiteln  35  bis  38  für  Bögen 
mit  Kämpfer  nnd  Scheitelgelenken,  mit  Kämpfergelenken  allein,  sowie 
aach,  zum  ersten  Male,  für  Bögen  ohne  Gelenk  mit  eingespannten 
Kämpfern  durchgeführt.  Die  Inanspruchnahmen,  sowie  die  Deformationen 
werden  für  flache  parabelförmige,  kreisförmige  und  b*eliebig  gekrümmte 
Bogenträger  mit  constantem  oder  veränderlichem  Qaerschnitte ,  für  isolirte 
sowohl,  als  auch  für  gleichförmig  vertheilte  Belastung  untersucht  und  durch 
zahlreiche  Tabellen,  sowie  graphische  Darstellungen  für  die  Anwendung 
zurechtgelegt.  Wichtige  Dienste  erweisen  hierbei  die  vom  Referenten  zum 
ersten  Male  angewandten  Kämpferdrucklinien,  sowie  die  vom  Ver- 
fasser eingeführten  Kämpferdrnckumhüllungslinien,  welche  beide 
eine  dankbare  Anwendung  der  Construction  zur  Erleichterung  der  Koch- 
nung  gestatten. 

Das  30.  Capitel  behandelt  den  Einfluss  der  Temperatur  auf  Bo- 
genträger. Diese  Untersnuchungen  sied,  ebenso  wie  die  über  ringför- 
mige Körper  im  40.  Capitel,  nach  den  früheren  Aufsätzen  des  Verfassers 
bearbeitet  und  enthalten  die  von  demselben  gefundenen  neuen  Resultate. 

*  Den  Schluss  des  Buches  bildet  ein  Anhang,  in  welchem  einige,  bei  der 
Berechnung  der  gekrümmten  Träger  häufig  vorkommende  Integral-  und 
Reihenformeln;  sowie  eine  kleine  Anzahl  von  goniometrischen  Tabellen  ge- 
geben werden. 

Somit  enthält  dieser  erste  Band  alle  diejenigen  Theile  der  Elasticitäts- 
lehre,  die  hauptsächlich  für  den  Bauingenieur  und  den  Architekten  von 
Wichtigkeit  sind.  Der  zweite  Theil  soll  die  übrigen,  für  die  Technik  wich- 
tigen Theile  der  Elasticitätstheorie  behandeln. 

üebrigens  bildet  der  erste  Band  ein  für  sich  abgeschlossenes  Ganzes 
und  kann  nach  Obigem  sowohl  den  Studirenden  als  auch  den  ausübenden 
Technikern  und  Baumei8tern  aufs  Wärmste  empfohlen  werden. 

In  Bezug  auf  die  Fortsetzung  des  Werkes ,  deren  baldiges  Erscheinen 
lebhaft  zu  wünschen  ist,  mag  hier  noch  schliesslich  der  Wunsch  nach  einer 
strengern  Correctur  des  Drucksalzes  nnd  einer  etwas  eleganteren  Ausfüh- 
rung der  Tafeln  ausgesprochen  werden. 

Dr.  W.  Fbankel, 
Geprüfter  Ingenieur  und  ord.  Lehrer  am  Polytechnikum  zn  Dresden. 


Das  Strablnngsvermögen  der  Atome,  als  Grund  der  physikalischen  und 

•    chemischen  Eigenschaften  der  Körper,  von  Carl  J'dsohl,  Capi- 

tular  des  Benedictinerstiftes  Seitenstetten.  324  S.    Wien,  Gerold. 

Der  Verfasser  giebt  in  diesem  Buche  eine ,  wenn  auch  noch  nicht  in 

allen  Beziehungen  vollendete,  so  doch  sehr  reichhaltige  Ausführung  einer 

neuen,   die  Constitution  der  körperlichen  Materie  betreffende  Hypothese, 
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welche  die  BeachtuDg  der  Physiker  im  höchsten  Orade  verdient,  da  durch 
dieselbe  einerseits  viele  Erscheinungen  einfacher  als  nach  den  berrscheodeii 
Meinungen  erklärt  werden,  andererseits  aber  auch  viele  bisher  gar  nicht 
oder  nur  angenügend  gelöste  Käthsel  hier  eine  klare  Lösung  finden«  Der 
bescbränkte  Kaum  gestattet  nur  einige  Andeutungen  über  die  Orundgedan* 
ken  zu  geben. 

Der  Verfasser  geht  von  dem  Verhältniss  der  Körperatome  zum  Aether 
aus  und  stellt  jene  nicht  als  absolut  untheilbar,  sondern  als  vom  Aether  all- 
seitig umgebene,  ftir  denselben  aber  undurchdringliche  Continua  hin.  Der 
Aether  als  ein  elastisches  Fluidum  muss  auf  jedes  von  ihm  umschlossene 
Atom  von  allen  Seiten  einen  Druck  ausüben ,  und  diese  Wechselwirkung 
der  Atome  und  des  Aethers  ist  das  Fundament,  auf  welches  alle  weiteren 
Entwickelungen  gebaut  sind.  Sie  macht  die  herrschende  Ansicht,  dass  die 
Atome  auch  an  und  für  sich  eine  Wirkung  aufeinander  ausüben,  voll- 
kommenüberflüssig, und  dies  ist  entschieden  als  ein  Hauptvorzug  der  neuen 
Hypothese  anzuerkennen,  da  jene  Ansicht  immer  unbegreiflich  bleiben 
wird.  Die  unleugbaren  Beziehungen ,  welche  zwischen  den  Atomen  eines 
Körpers  bestehen  und  welche  zur  Annahme  von  Anziehungs-  und  Ab- 
stossung'skräften  zwischen  den  Atomen  geführt  haben,  erweisen  sich  viel- 
mehr auf  eine  ungezwungene  Weise  als  Folgen  jener  Wechselwirkung.  Dass 
nun  durch  die  Aufhebung  eines  Theiles  von  der  Grundlage  der  verbreite- 
ten Anschauung  auch  die  Resultate,  zu  denen  der  Verfasser  gelangt,  den  ver- 
breiteten theilweise  widersprechen  müssen,  versteht  sich  von  selbst;  aber  des- 
halb die  neue  Hypothese  als  unhaltbar  zurück  zuweisen,  würdeum  so  weniger 
gerechtfertigt  sein,  als  die  Apnahme  von  den  Atomen  als  solchen  innewoh- 
nenden Kräften  nicht  das  bietet,  was  man  von  ihr  fordern  muss.  Denn 
einerseits  hat  letztere  mit  einer  Reihe  von  neuen  Ergebnissen  der  Experi- 
mentalforschung  nicht  in  Einklang  zu  treten  vermocht,  andererseits  sind 
alle  Versuche,  daraus  den  gasförmigen  Zustand  der  Materie  vollständig  zu 
erklären,  bis  heute  unzulänglich  geblieben« 

Mit  Recht  geht  daher  der  Verfasser  bei  der  Entwickelung  seiner 
Hypothese  von  den  Gasen  aus,  prüft  an  ihnen  die  Richtigkeit  allgemein 
theoretischer  Folgerungen,  und  an  der  Hand  der  erhaltenen  Resultate 
unternimmt  er  dann  eine  Betrachtung  der  das  Volumen  bestimmenden 
Kräfte  in  flüssigen  und  festen  Körpern.  Dass  dabei  aus  mancher  bisher 
als  Ausnahme  behandelten  Erscheinung  ein  allgemeines  Gesetz  hervorgeht, 
und  umgekehrt  Sätze,  denen  man  bisher  eine  allgemeine  Geltung  zuschrieb, 
nur  als  specielle  Fälle  erscheinen ,  kann  denjenigen  nicht  befremden ,  wel* 
eher  mit  der  Geschichte  der  Wissenschaften  vertraut  ist.  Vielmehr  liegt 
eine  wohlthuende  Erweiterung  der  Anschauung  darin ,  wenn  z.  B.  aus  der 
Hypothese  des  Verfassers  folgt,  dass  die  bekannte  Entdeckung  Fizeau's 
am  Jodsilber  keine  vereinzelte  Thatsache  ist,  sondern  dass  es  unter  bestimm- 


Literaturaeitan^.  1 7 


tQu  Bedingungen  Körper  geben  kann,  auf  welche  die  Wärme  susammen* 
liebend  wirkt. 

Gerade  dieses  letztere  ErgebnUs  versehafft  der  neuen  Hypothese  eine 
noch  weitergreifende  Bedeutung,  indem  sie  ein  klärendes  Liobt  auf  die 
Veränderungen  der  Grösse  und  Gestalt  und  den  Lauf  der  Kometen  wirft« 
Die  bereits  von  Arago  als  allgemein  angenommene  und  seitdem  vielfach 
bestätigte  Tbatsache,  dass  die  Kometen  bei  Annäherung  aur  Sonne  sich 
«usammen^i^hen  und  bei  Entfernung  von  derselben  sich  ausdehnen,  erhält 
so  wohl  die  einfachste  aller  denkbaren  Erklärungen. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  die  Darstellung  ein^  klare  und 
tibersichtliche  ist 

Dresden,  den  28.  December  1868. 

Dr.  GuaTAY  Hoppmäün. 

Physik,  für  den  Schulunterricht  bearbeitet  von  Prof.  Dr.  L«  Kambi^y.  171 
Seiten  mit  161  Abbildungen.   Breslau.,  Hirt. 

Der  Verfasser  bat  ebenso,  wie  jeder  Lehrer  der  Physik,  erkannt,  dass 
ein  den  Bedürfnissen  und  Anforderungen  der  Sehule  entsprechender  Leit-* 
faden  der  Physik  fehlt,  trotzdem  dass  sich  eine  Unzahl  von  Machwerken 
neuerdings  diesen  Titel  angemasst  haben,  welche  anstatt  dem  Schüler  zu 
nützen ,  ihm  einen  doppelten  Schaden  zufügen ,  indem  sie  denselben  einer- 
seits denkfaul  machen  und  andererseits  ihm  eine  unnöthig  hohe  Geldaus* 
gäbe  verursachen.  Jenem  Mangel  abzuhelfen ,  ist  das  genai^ite  Werkchen 
des  Verfassers  ganz  geeignet.  Es  zeigt  auf  jeder  Seite  den  erfahrnen 
Pädagogen,  und  als  Hanptvorzüge  heben  wir  besonders  die  Uebersicht- 
lichkeit  und  den  logischen  Znsammenhang  hervor,  beides  Eigenschaften, 
die,  so  nothwendig  sie  sind,  doch  selbst  in  sehr  verbreiteten  Lehrbüchern 
der  Physik  vergebens  gesucht  werden. 

Dabei  wollen  wir  für  eine  zweite  Auflage  des  Werkchens  nicht  uner- 
wähnt lassen,  dass  einige  der  Abbildungen  hätten  durchaus  wegbleiben 
können,  da  sie  Apparate  darstellen,  die  zum  physikalischen  Unterrichte 
unbedingt  vorhanden  sein  müssen.  Dafür  aber  hätten  die  biographischen 
Notizen  wenigstens  insofern  erweitert  werden  können,  dass  bei  den  bedeu- 
tendsten Physikern,  wie  z.  B.  bei  Galilei,  nicht  nur  das  Todesjahr,  son- 
dern auch  Zeit  und  Ort  der  Geburt  und  der  Schauplatz  ihrer  Thätigkeit 
angegeben  wurde. 

Dresden,  den  31.  December  1868. 

Dr.  Gustav  Hoppmann. 


Lehrbuch  der  Physik  für  Realanstalten  und  Gymnasien,  sowie  zum  Selbst- 
unterricht, von  Prof.  Dr.  Greiss.     2.  Aufl.,  Wiesbaden. 
Der  Verfasser  hat  im  Titel  dieses  Buches  entschieden   einen  Missgriff 
gethan.    Ein  Buch,  welches  zum  Selbstunterrichte  bestimmt  ist,  kann  nicht 
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zugleich  ein  Torzüglicbes  Schulbuch  sein  und  umgekehrt.  Ferner  ist 
das  physikalische  Lehrziel  der  Realschulen  so  sehr  von  dem  der  Gym- 
nasien verschieden,  dass^  nicht  ein  und  dasselbe  Buch  beiden  Anstal- 
ten gentigen  kann.  Referent  ist  jedoch  nach  genauer  Durchsicht  des  Wer- 
kes zu  der  Ueberzeugung  gelangt,  dass  dasselbe  zum  Selbstunterrichte  em- 
pfohlen werden  kann.  Freilich  hätte  auch  in  Rücksicht  auf  diesen  Zweck 
Manches  klarer  dargestellt  werden  sollen.  So  wird,  um  nur  ein  Beispiel 
anzuführen,  nach  der  Darstellung  des  Verfassers  jeder  Laie  zu  der 
irrigen  Vorstellung  gelangen,  dass  die  auf  der  Glasscheibe  einer  Elektrisir- 
maschine  erregte  Elektricität  durch  die  Zuleiter  auf  den  Conductor  über- 
geführt werde,  zumal  da  er  durch  das,  was  über 'die  Influenzelektrisir- 
maschine  (höchst  unpassender  Name I)  von  Holtz  gesagt  ist,  darin  be- 
stärkt wird.  Hier  hätte  das  elektrische  Verhalten  von  Spitzen  und  Kan- 
ten vorausgehen  sollen,  um  die  Ladung  des  Conductors  als  das  Resultat 
einer  Influenz  zu  erkennen. 


Dresden,  den  3.  Januar  1869. 


Dr.  Gustav  Hoffmann. 
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Recensionen. 

Itor  Sohall.     Acht  Vorlesungen   gehalten   in    der  Royal -Indtitntion  von 
JoBR   Ttndall.     Antorisirte   deutsche   Ansgabe,   herausgegeben 
durch  H.  Helmholta  und  6.  Wiedemann.   8.   404  Seiten.   Mit 
169  in  den  l'ext  gedruckten  Holzstichen.     Preis  2  Thaler.     Ver- 
lag Ton  Friedrich  Vieweg  und  Sohn  in  Braunschweig. 
Nach  dem  allgemeinen  Beifall  ^  welchen  schon  das  erste  Werk  dieses 
Verfassers  „Die  Wärme,  betrachtet  als  eine  Art  der  Bewegung**  in  seiner 
deutsehen  Uebertragung  gefunden  hat,  durfte  man  dem  Schall  mit  ziem- 
lichen Erwartungen  entgegensehen;  um  so  mehr  ist  es  gewiss   ein  nicht 
zu  unterschätzendes  Zeichen,   dass  man   sagen  kann,   es   wird  ihn  Nie- 
mand ohne  hohe  Befriedigung  aus  der  Hand  legen. 

Wenn  auch  der  Natur  der  Sache  nach  in  der  Akustik  nicht  leichi 
Gedanken  von  so  welterschtttternder  Bedeutung,  wie  in  der  Wärme,  vor- 
geführt werden  können,  Gedanken,  wie  dieselbe  das  Princip  von  der 
Erhaltung  der  Kraft  und  deseen  Consequenzen  enthalten,  so  kann  man 
dafür  vielleicht  dem  „Schall*^  den  Vorzug  vor  der  Wärme  zugestehen,- 
dass  er  pädagogisch  insofern  viel  werth voller  ist,  als  bei  der  geringeren 
Schwierigkeit  des  Gegenstandes  weniger  grosse  Anforderungen  an  die 
Aufmerksamkeit  und  Intensität  der  Vorstellung  der  Leser  gestellt  zu 
werden  brauchten.  Nur  das  erste  Capitel,  in  welchen  davon  gesprochen 
wird,  dasi  man  die  ans  der  Newton'schen  Formel  berechnete  Fortpflan* 
Zungsgeschwindigkeit  des  Schalles  noch  mit  der  Quadratwurzel  aus  dem 
Quotienten  der  specifischen  Wärme  der  Luft  bei  constantem  Volumen 
iBiiltipUcir«a  müsse,  um  die  wahre  Sehallgeschwindigkeit  in  der  Atmo^ 
Sphäre  SU  erhalten,  macht  hiervon  zum  Theil  eine  Ausnahme  und  ist, 
wenigatens  für  ein  Laienpublikum,  sehr  abstrakt.  Vielleicht  hat  aber 
der  Verfasser  geglaubt,  damit  den  Eindruck  der  Einleitung  etwas  ab- 
Bohwädien  zu  müssen,  denn  der  Versuch,  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit des  Schalles  durch  eine  Reihe  von  Molekülen  durch  eine  Reihe 
von  Knaben  zu  versinnlichen,  von  denen  der  hinterste  einen  Stoss  er- 
hält,  den  dieser  auf  den  nächsten  u.  s.  f.  überträgt,  bis  der  erste  endlich 

Litcrikturilff.  d.  ZeiUehr.  f.  Math.  u.  Phys.  XIV,  3.  3 
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infolge  dieses  Stosses  vorn  überfällt,  kann  weder  sebr  scblagend  genannt 
werden,  nocb  wird  man  ibm  den  Charakter  des  Possenbaften  ganz  nebmen 
können.  —  Wo  man  aber  sonst  hinblickt  im  ganzen  Werk,  allerorts  findet 
man  nur  neue  Beweise^  dass  man  es  in  Tyndall  mit  einem  Meister  wissen- 
schaftlicher Darstellung,  mit  einem  der  besten  Lehrer  seines  Faches  zu 
thun  hat.  Die  schwierigsten  und  complicirtesten  Erscheinungen  und 
Theorien  versteht  er  mit  der  ihm  eigenthümlicfaen  Klarheit  auseinander 
zu  setzen  und  auf  das  Vorzüglichste  durch  das  Experiment  anschaulich 
zu  machen. 

In  dem  verhältnissmässig  kleinen  Raum  findet  man  fast  alle  Theile 
der  Akustik  abgehandelt,  welche  auch  für  Nichtfachleute  Interesse  haben. 
Dabei  stützt  sich  der  Verfasser  Überall  auf  die  neuesten  Arbeiten  und 
zeigt  eine  ausserordentliche  Vertrautheit  mit  den  classischen  Untersuchun- 
gen von  Helmholtz^  und  selbst  die  neuen  experimentellen  Unter- 
suchungen Hundt 's  auf  akustischem  Gebiete  findet  man  sehr  vollstän- 
dig vor. 

Nach  dem  Erscheinen  des  Epoche  machenden  Helmholtz' sehen 
Werkes:  „Die  Tonempfindung**  hat  man  bekanntlich  von  vielen  Seiten  die 
Klage  über  dasselbe  gehört,  dass  für  den  Musiker  zu  viel  Physikalisches, 
für  den  Naturforscher  aber  zu  viel  rein  Musiktheoretisches  darin  enthalten 
sei  und  vielleicht  aus  dem  Grunde  hat  das  sonst  durchaus  nicht  schwer 
verständliche  Werk,  selbst  in  den  dabei  interessirten  Kreisen,  nicht  die 
allgemeine  Verbreitung  gefunden,  die  man  seinem  inneren  Werthe  nach 
hätte  erwarten  mtlssen. 

Hier  im  „Schall**  findet  man  den  grössten  Theil  der  Resultate  der 
Helmholtz'schen  Untersuchungen,  soweit  sie  mit  Physik  in  unmittelbarer 
Beziehung  stehen,  und  zwar  in  einer  sehr  leicht  fasslichen  und  höchst 
anziehenden  Darstellungsform.  Alle  diejenigen  aber,  zumal  Naturfor- 
scher im  Allgemeinen ,  praktische  und  theoretische  Musiker,  Instrumenten- 
bauer  etc.,  welche  die  Mühe  bis  jetzt  gescheut  haben,  an  die  „Tonempfin- 
duug^^  selbst  heranzugehen,  mögen  zuerst  einmal  TyndalTs  „Schall*^ 
vornehmen.  Dieser  wird  dem  Geschmacke  eines  Jeden  zusagen,  Jeder 
wird  ihm  mit  gespannter  Aufmerksamkeit  folgen  und  Niemand  wird  ihn 
ohne  Nutzen  gelesen  haben. 

Vielleicht  wird  zumal  Musikern  und  ganz  jungen  Studirenden  der 
„Schall**  eine  willkommene  Einleitung  in  die  Akustik  sein  und  sie  wer* 
den ,  wenn  sie  ihn  gelesen  haben ,  wahrscheinlich  von  selbst  das  Bedürf- 
niss  fühlen,  sich  in  die  bedeutungsvollen  Untersuchungen  zu  vertiefen, 
welche  in  der  „Touempfiudung^*  niedergelegt  sind. 

Aber  nicht  nur  dem  nicht  physikalischen  Theile  des  Publikums  ist 
der  „Schall**  zu  empfehlen,  sondern  auch  den  der  Wissenschaft  Ange- 
hörigen kann  man  ihn  aus  vielen  Gründen  als  eine  höchst  vortheilhafte 
Leetüre  anrathen. 
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Die  Kunst  des  Experimentirens  versteht  Tyudall  in  seltenem  Grade 
und  zwar  die  Kunst  des  Experimentirens  in  der  besten  Bedeutung  des 
Wortes.  Ihm  dient  das  Experiment  überall  nur,  aber  auch  im  voll- 
kommensten Masse,  zur  Versinnlichnng  und  zum  Beweis,  nirgends  findet 
man  den  Versuch  als  eine  unorganische,  neben  dem  Vortrag  liegende 
Zugabe  %u  demselben  oder  in  der  Form  der  kleinlichen  Spielerei.  Viele 
Versuche  sind  dabei  entweder  *ganz  neu  oder  in  neue  Formen  gebracht, 
80  dass  gewiss  jeder  Lehrer  der  Physik  das  Buch  mit  Vortheil  benutzen 
können  wird. 

Erinnern  wir  uns  au  den  kläglichen  Zustand,  in  welchem  sich  der 
experimentelle  Theil  unserer  Wissenschaften  in  Deutschland  nicht  nur 
an  den  Mittelschulen,  sondern  zum  Theil  auch  an  den  Hochschulen  be- 
findet, so  kann  man  gewiss  nicht  angelegentlich  genug  darauf  hinweisen, 
Sioh  diese  Art  Experimentalphysik  vorzutragen   zum  Muster   zu  nehmen. 

Die  Experimente  müssen  beim  physikalischen  Unterricht  die  Säulen 
sein,  auf  denen  sich  die  Hypothesen,  Gedanken  aufbauen,  und  diese 
müssen  den  ersteren  die  richtige  Verbindung  zu  einem  grossen  zusammen« 
gehörigen  Ganzen  verleihen. 

Auch  in  Beziehung  auf  Darstellung  weicht  der  Schall,  vortheilhaft 
von  dem  sonst  bei  naturwissenschaftlichen  Auseinandersetzungen  gebräuch- 
lichen trockenen  Tone  der  Abhandlung  ab ,  wenn  auch  nicht  zu  verkennen 
ist,  dass,  wenigstens  für  unseren  deutschen  Geschmack,  die  Diction  einige- 
mal beinahe  über  die  Grenze  des  erlaubten  Schwunges  hinaus  an  die 
Phrase  heranstreift 

Selbst  die  Eigenthümlichkeit ,  dass  die  Vorlesungen  wirklich  ganz 
solche  geblieben  sind,  verleiht  dem  Ausdrucke  eine  Frische  und  gestattet 
eine  Präcision,  welche  zumal  dem  Nichtfachmann  sehr  anziehend  sein 
wird.  — 

Der  ,,Schall^'  ist  leichfasslich  und  doch  ist  er  sogar  in  höherem  Grade 
als  die  „Wärme^^  wissenschaftlich  streng,  und  zeichnet  sich  in  dieser  Hin- 
sicht von  den  vielen  seichten  Arbeiten  sogenannter  populärer  Schriftsteller 
aus;  es  sind  das  bekanntlich  meist  nicht  den  streng  wissenschaftlichen 
Branchen  Angehörige  oder  gar  Dilettanten,  welche  glauben,  alle  halb- 
verdauten wissenschaftlichen  Studien  sofort  als  populären  Zeitungsartikel 
oder  ,,Vorlesnng  für  gebildetes  Publikum  ^^  wieder  von  sich  geben  zu 
müssen. 

Das  Streben  nach  Verallgemeinerung  und  Verbreitung  zumal  natur- 
wissenschaftlicher Kenntnisse  ist  ein  ganz  richtiges,  nur  sollte  es  Solchen 
überlassen  bleiben,  welche  in  dem  Vorhandenen  die  gehörige  Auswahl 
zu  treffen  wissen,  und  deren  wissenschaftliche  Leistungen  für  die  Soli- 
dität des  Gegebenen  eine  ge\^isse  Garantie  gewähren. 

Nach  den  eben  hervorgehobenen  grossen  Vorzügen  des  besprochenen 
Werkes    ist    es    mit  um  so  grösserem  Danke  anzuerkennen,   dass  eine 
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deatsehe  Uebersetzang  veranstaltet  worden  ist  und  zwar  eine  Uebeisetzung 
Yorzüglichster  Art.  Wer  es  nicht  weiss  y  dass  es  eine  Uebersetxang  ist, 
wird  es  nach  dem  Styl  und  Ausdrucke  gewiss  nicht  erkannt  haben ;  naeh 
Vergleich  mit  dem  Original  können  wir  aber  versichern ,  dass  trotzdem 
die  Uebersetznng  eine  sehr  treue  ist. 

Die  Ausstattung  ist,  dem  Yieweg'schen  Verlag  entsprechend,  in  jeder 
Beziehung  musterhaft.  Um  so  auffälliger  aber  ist  es,  dass  für  die  Dia- 
gramme, welche  die  Dissonanz  der  Intervalle  graphisdb  darstellen,  Fig.  Itt 
und  153,  pag.  367  und  368,  einfach  die  Figuren  52 A  und  B  der  Helm- 
holt zischen  „Tonempfindung^^  wieder  benutzt  sind,  welche  Theile  enthal- 
ten, die  zum  Text  des  „  Schalles  ^^  in  gar  keinen  Beziehungen  stehen, 
während  doch  Tyndall  im  Original:  ,jOn  Sound''  Fig.  152  und  153, 
pag.  305  und  306  ganz  richtig  die  seinen  Auseinandersetzungen  allein 
entsprechenden  Theile  der  Helmholtz^schen  Figuren  gegeben  hat. 

Schon  der  Umstand,  dass  zwei  unserer  grössten  Naturforscher  der 
deutschen  Ausgabe  ihren  Namen  vorgesetzt  und  sich  der  letzten  Oorraetar 
der  Uebersetznng  unterzogen  haben,  kann  dem  deutschen  Publikum  eine 
Sicherheit  für  die  Bedeutendheit  des  Werkes  sein. 

Mögen  auch  diese  Zeilen  dazu  beitragen ,  dem  Werke  die  allgemeine 
Verbreitung  verschaffen  zu  helfen,  die  es  verdient. 

Carlsruhe,  1.  März  1869. 

Dr.   BiCHARD    BÖULMANN. 


Theorie  der  Cylinderlinsen  von  Prof.  F.  £.  Reuscii.  35  Seiten  mit  zwei 
Figurentafeln.  Leipzig,  Teubner  1868. 
Die  kleine  Schrift  des  berühmten  Verfassers  füllt  eine  recht  fühlbare 
Lücke  unserer  physikalischen  Lehrbücher  auf  eine  ausgezeichnete  Weise 
aus,  eine  Lücke,  die  in  neuerer  Zeit  um  so  fühlbarer  geworden  ist,  eine 
je  höhere,  praktische  Bedeutung  die  Cylinderlinsen  erhalten  haben.  Von 
dem  Brechungsgesetze,  den  Linsen  und  der  Brechung  des  Lichtes 
an  paraboloidischen  Flächen  ausgehend^  betrachtet  der  Herr  Verfasser 
vorerst  diejenige  paraboloidische  Linse,  an  welcher  die  Hauptschnitte  der 
Grenzflächen  zusammenfallen,  geht  dann  über  zu  derjenigen ,  an  welcher 
die  Hauptschnitte  der  Grenzflächen  einen  beliebigen  Winkel  bilden  und 
kommt  so  in  naturgemässer  Fortschreitung  zu  den  Cylinderlinsen  selbst, 
deren  Behandlung  das  Ganze  abschliesst.  Die  Darstellung  zeichnet  sich 
durch  schlichte  Einfachheit  aus,  so  dass  auch  für  diejenigen,  welche  nur 
der  elementaren  Mathematik  mächtig  sind,  das  Verständniss  der  Schrift 
nicht  die  geringste  Schwierigkeit  bietet. 
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Der  ElektronagnetitmiiSi  iiiabatoiidere  als  Triebkraft,  sowie  mekrere 
neue  elektromagBetiiohe  Hatohinen,  Wagen  und  LeeomotiTen 
Yon  Prof.  Dr.  J.  F.  Boloff.     102  S.  mit  8  Tafeln.     Berlin  I86& 

Die  grossen,  übereilten  Hoffnungen,  welche  man  anfangs  an  die 
elektromagnetischen  Maschinen  knüpfte,  mnssten  bekanntlich  sehr  bald 
anfgegeben  werden;  als  man  wahrnahm,  dass  die  8peisiing  dieser  Ma* 
ecbinen  viel  kostspieliger  sei,  als  die  der  Dampfmaschinen,  nnd  dass 
dadurch  selbst  der  Vortheil  des  geringeren  Anlagekapitals  mit  verloren 
gehe.  Di&  Techniker  kümmerten  sich  seitdem  wenig  nm  die  praktische 
Verwerthnng  der  elektromagnetischen  Maschinen;  sie  machten  dieselbe 
einzig  nnd  allein  abhängig  von  der  Erfindung  einer  billigeren  Kraft- 
quelle, welche  sie  von  der  Chemie  erwarteten,  und  thaten  wenig  für  die 
Yerbessernng  einzelner  Maschin  entheile,  wodurch  der  Nntzeffect  allerdings 
hatte  gesteigert  werden  können. 

Die  obige  Schrift  nun  sucht  von  Neuem  die  Aufmerksamkeit  der 
Techniker  auf  die  Elektromagneto-Mechanik  zu  lenken ,  und  es  wird  Nie- 
mand leugnen  können,  dass  Roloff 's  Maschinen  den  älteren  gegenüber 
wesentliche  Verbesserungen  aufweisen.  Sehr  wünschenswerth  aber  wäre 
es  gewesen  y  wenn  Herr  Roloff  an  seinen  Maschinen  auf  Beobachtungen 
gegründete  Bechnnngen  angestellt  hätte  über  das  Verhältnass  des  Auf- 
wandes zum  Nutzeffect.  Uebrigens  ist  die  Schrift  populär  gehalten  und 
für  diejenigen,  welchen  die  Eenntniss  der  elektromagnetischen  Erschei- 
nungen und  Gesetze  mangelt,  eine  belehrende  Einleitung  vorausgeschickt. 

Einleitung  in  die  theoretische  Physik  von  Prof.  Viktor  v.  Lang.  400  S. 
Braunschweig,  Vieweg  1868. 
Wir  haben  das  Unternehmen  des  Herrn  Verfassers,  eine  Einleitung 
in  die  theoretische  Physik  zu  schreiben,  mit  Freuden  begrüsst,  weil  damit 
einem  von  Tag  zu  Tag  immer  fühlbareren  Mangel  in  der  physikalischen 
Literatur  abgeholfen  werden  konnte.  Leider  müssen  wir  aber,  nachdem 
wir  das  Buch;  in  alle  Wege  seinen  Zweck  im  Auge  behaltend,  genau 
durchgelesen  haben,  gestehen)  dass  unsere  Erwartungen  nicht  ganz  be- 
friedigt worden  sind.  Einmal  sehen  wir  nicht  ein,  warum  der  Herr  Ver- 
fasser sieh  auf  die  Capitel:  Mechanik,  Schwere,  Magnetismus,  Electri- 
cität  und  Licht  beschränkt  hat;  zum  anderen  will  es  una  an  mehreren 
Stellen  dünken,  als  ob  der  Herr  Verfasser  ganz  vergessen  habe,  für 
wen  er  schreibt.  In  dieser  Hinsicht  durften  mehrere  Figuren  besonders 
in  der  zweiten  Hälfte  des  ersten  Heftes  unbedingt  nicht  fehlen  und  die 
Darstellung  musste  weniger  springend  sein..  Ganz  unverzeihlich  aber  ist 
es,  dass  dem  zweiten  Hefte  k^n  Dmckfehlerverzf^ichniss  beigegeben  ist. 
Denn  als  vor  Jahresfrist  das  erste  Heft  erschien,  worin  dergleichen 
Mängel  mehr  als  billig  zu  finden  waren,  entschuldigten  wir  es  im  Stillen 
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damit,  dass  der  Herr  Verfasser  vielleicht  durch  irgend  welche  VerhiÜt^ 
nisse  an  einer  genauen  Correctur  verhindert  gewesen  sei,  und  dem  war 
auch  80;  wie  aus  der  mit  dem  zweiten  Hefte  erschienenen  Vorrede  her- 
vorgeht. Wir  hofften  indess  sicher,  dass  das  Versäumte  nachgeholt  wer- 
den würde,  und  das  ist  nicht  geschehen,  wodurch  nun  dem  Anftinger 
das  Studium  des  Baches  wesentlich  erschwert  ist,  am  so  mehr,  als  viele 
der  Druckfehler  auf  S.  97,  110, 111,  141,  142,  148,  153,  155,  168,  211  u.  s.  f. 
höchst  störend  sind. 

Ueberhaüpt  scheint  der  Herr  Verfasser  Drackfehlerverzeichnisse  wenig 
zu  heachten;  denn  wie  hätte  er  sich  sonst  auf  S.  105  so  erhehlich  irren 
können?  Dort  heisst  es  nämlich:  „G  (die  Beschleunigung  der  Schwere 
in  einer  gewissen  Tiefe  unter  der  Erdoberfläche)  ist  also  (nämlich  nach 
Airy)  grösser  als  g  (die  Acceleration  an  der  Oberfläche),  und  es  ist 
nicht  G  <  g<i  wie  in  einem  neueren  Lehrbuche  der  Experimentalphysik 
auseinandergesetzt  ist/^ 

Dies  zielt  zweifellos  auf  WüUner^s  bekanntes  Werk,  in  welchem 
sich  wirklich  im  Texte  diese  Verwechslung  der  Buchstaben  G  und  g  vor- 
findet, die  aber  im  Druckfehlerverzeichnisse  berichtigt  ist. 

Schliesslich  wünschen  wir,  dass  es  dem  Herrn  Verfasser  gefallen 
möge  9  in  einem  dritten  Hefte  das  Versäumte  nachzuholen. 

Dresden,  21.  Februar  IBOO. 


Dr.    6.  HOFFUANN. 
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Recensionen. 

C.  A.  Bretschneider,  Beiträge  snr  Oeiobiohte  der  griechiicheii  Geometrie. 

Programm  des  herzoglichen   Gymnasium  Ernestinnm  za  Gotha. 

Ostern  1860. 
Dass  Referent  sich  jedesmal  frent,  wenn  ein  neuer  Beitrag  zu  den- 
jenigen Untersuchungen  in  die  Oeffentlichkeit  gelangt,  welche  ihn  selbst 
mit  Vorliebe  beschäftigen,  ist  leicht  erklärlich;  ein  doppelt  freudiges  Ge- 
fühl erweckt  es  aber,  wenn  wieder  ein  neuer  Anhänger  solcher  Ansichten 
«n  den  Tag  tritt,  welche  noch  immer  theilweise  bestritten  werden,  wenn 
durch  das  Gewicht  neuer  Gründe  und  neuer  Vertreter  derselben  die  wahre 
Anschauung  auc^  an  Wahrscheinlichkeit  gewinnt.  Mit  solcher  doppelten 
Freude  haben  wir  das  uns  vorliegende  Programm  begrüsst,  den  Vorläufer 
einer  ausführlichen  „Geschichte  der  griechischen  Geometrie  und  Geome- 
ter'S  mit  welcher  der  Verfasser  uns  hoffentlich  bald  beschenken  wird. 
In  dem  gegenwärtigen  Programme  sind  fünf  Punkte  aus  jener  Geschichte 
besprochen:  der  angebliche  Geometer  Euphorbos,  welches  als  Beiname  des 
Pythagoras  sich  enthüllt;  die  Isoperimetrie  als  nicht  nachweislich  bei  Py- 
thagoras;  der  Ursprung  der  indirecten  Beweise  vor  der  Zeit  des  Euclid; 
die  Methode  der  Höhenmessung  des  Thaies,  und  als  erster  und  am  aus- 
führlichsten behandelter  Gegenstand:  der  Charakter  der  ägyptischen  Geo- 
metrie. Nur  aus  dieser  ersten  Abhandlung  wollen  wir  kurz  berichten,  um 
unsere  Uebereinstimmung  mit  dem  Verfasser  zu  bestätigen,  um  einen  be- 
vorstehenden Control  beweis  an  zukündigen.  Herr  Bretschneider  macht 
zuerst  darauf  aufmerksam,  dass,  wenn  auch  gauz  zweifellos  die  Geometrie 
ans  Aegypten  herstamme,  die  Meinung,  als  sei  sie  durch  die  infolge  der 
jährlichen  Nilüberschwemmungen  nothwendige  Wiederholung  der  Landes- 
Termessung  entstanden ,  nur  gemäss  einer  Hypothese  des  Herodot  bei  den 
Griechen  sich  verbreitete,  ohne  selbst  ägyptisch  zu  sein.  Er  zeigt  weiter, 
dass  die  ägyptische  Geometrie  im  Wesentlichen  Beisskunst  war,  dass  sie 
praktische  Begeln  zum  Berechnen  von  Längen  und  Flächen  enthielt,  dass 
ihr  die  den  Griechen  vielfach  noch  eigenthttmlichen  Einzelbetrachtungen 
in  80  und  so  vielen  Fällen  entstammt,  dass  endlieh  die  Form  derselben  uns 
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in  den  griechiscben  Elementen  erbalten  ist.  Mit  allen  diesen  Behauptun- 
gen sind  wir  durchaus  einverstanden  und  haben  selbst  zu  wiederholten  Ma- 
len Aehnliches  ausgesprochen.  Herr  Bretschn eider  wünscht  femer,  die 
Auffindung  eines  Papyrus  möge  uns  endlich  schwarz  auf  weiss  mit  der 
ägyptischen  Mathematik  bekannt  machen.  Hier  sind  wir  in  der  Lage,  ihn 
zu  ergänzen.  Dem  gelehrten  Verfasser  scheint  nämlich  entgangen  zu  sein, 
dass  ein  solcher  geometrischer  Papyrus  existirt  und  dass  alle  Hoffnung  vor- 
handen ist,  denselben  bald  in  autographirter  Vervielfl&ltigung  zu  besitzen. 
Wir  verweisen  dafUr  auf  den  Aufsatz:  Geometrie  Papyrus  by  S,  Birch  in 
der  Zeitschrift  für  ägyptische  Sprache  uud  Alterthumskunde  von  Professor 
Lepsius.  1868.  September  und  October.  S.  108— 110.  Dieses  geometrische 
Werk  ist  unter  König  Ra-aa-usr  verfasst  auf  Grundlage  älterer  Unter- 
suchungen ;  die  hieratischen  Schriftzttge  und  die  Qualität  des  Papyrus  wei- 
sen auf  eine  Zeit,  die  nicht  höher  Innaufliegt,  als  die  XX.  Dynastie.  Eine 
untere  Zeitgreuze  giebt  Herr  Birch  nicht  an ,  auch  nicht  in  einem  Briefe 
über  deüselben  Gegenstand,  mit  welchem  er  uns  beehrte;  vielleicht  dürfte 
darnach  die  Yermuthung  begründet  sein,  Herr  Birch  halte  die  XX.  Dy- 
nastie selbst  für  die  Abfassungszeit.  Diese  Könige  regierten  aber  (nach 
Brugsch)  von  1288 — 1110  vor  Chr.  Geb.ül  Der  kurze  Auszug,  welchen 
Herr  Birch  in  der  genannten  Notiz  veröffentlicht,  stimmt  nun  in  seinem 
Wesen  durchaus  mit  der  sogenannten  heronischen  Geometrie  überein,  d.  h. 
also  mit  den  Ansichten,  welche  Herr  Bretschneider  entwickelt  hat« 

Cartor. 


Leibnitz  und  die  Differentiation  mit  beliebigem  Index.  Wenn  es 
das  Kennzeichen  des  wahren  Erfinders  einer  Wissenschaft  ist,  überall  in 
derselben  seine  Spuren  zurückgelassen  zu  haben,  überall  die  Fundgrube 
werthvoller  Dinge  eröffnet  zu  haben,  so  ist  Leibnitz,  abgesehen  von  chro- 
nologischen Streitfragen ,  der  einzige  Urheber  des  Infiuitesimalcalcüls.  Man 
kann  in  der  That  kaum  eine  Frage  besprechen ,  deren  Beantwortung  in  das 
Gebiet  dieser  Wissenschaft  fällt,  ohne  die  Vorarbeiten  bei  Leibnitz  zu 
finden.  So  ist  es  auch  allgemein  anerkannt,  dass  Leibnitz  schon  die  Ver- 
gleicbung  der  Differentiation  mit  der  Fotenzirung  zum  Gegenstande  seiner 
Ueberlegung  gemacht  hat,  dass  er  mit  dem  Briefe  an  Job.  Bernoulli 
vom  Mai  1005  ebenso  den  Grund  zum  gegenwärtigen  Operationscalcttl  legte, 
wie  die  Anfänge  jener  Theorie  schuf,  welche  man  als  Differentiation  mit 
beliebigem  Index  zu  benennen  pflegt.  Zwei  italienische  Gelehrte  haben 
sich  in  der  jüngsten  Zeit  um  die  Geschichte  dieser  Untersuchungen  bemüht, 
die  Herren  T a r d y  und  Genocchi.  Erstercr  veröffentlichte  im  Juniheft» 
1868  des  Büüetmo  dt  Bibliografia  e  di  Storia  delle  scieme  maiemaiiche  e  fisiehe 
des  Prinzen  Boncompagni  einen  Aufsatz  unter  dem  Titel:  j,Iniamo  ad  tma 
formola  di  Leibniz"^  Letzterer  legte  der  Turiner  Akademie  am  10.  Januar  18M 
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eine  Arbeit  vor,  welche  die  Ueberschrift  fährt:  „/>i  nna  formola  del  Leihniz 
e  di  una  leUera  dt  Lagrange  aJ  Conte  Fagnano  *S  Beide  Abhandlungen  lassen 
den  Verdiensten  des  deutschen  Gelehrten  gleiche  Gerechtigkeit  widerfah- 
ren, indem  die  einschlagenden  Stellen  aus  dem  Briefwechsel  Leibnitzens 
mit  Bernonlli  sowohl,  als  mit  L'Hopital  vollständig  abgedrückt  and  er- 
läutert werden;  beide  Abhandlungen  führen  dann  später  zu  Lagrange  über, 
welcher  in  seiner  Erstlingsarbeit  vom  23.  Juli  1754  dieselbe  Formel  nach- 
entdeckte und  dem  Grafen  Fagnano  mittheilte.  Sowohl  Lagrange  als 
Fagnano  waren  damals  mit  der  Le ihn itz* sehen  Untersuchung  un- 
bekannt, so  dass  der  Brief  des  jungen  kaum  18jährigen  Gelehrten  alsbald 
yerGffentlicht  wurde.  Die  Exemplare  dieses  Abdrucks  sind  sehr  selten,  so 
dass  es  nur  dankhar  anzuerkennen  ist,  dass  Herr  Genocchi  der  genann- 
ten Abhandlung  den  Lagrange^ sehen  Brief  im  italienischen  Originaltexte 
beifügte.  Als  der  Brief  bereits  in  die  Oeffentlichkeit  gedrungen  war,  er- 
fuhr Lagrange  erst,  dasa  seine  vermeintliche  Entdeckung  ihm  bereits 
vorweggenommen  war,  und  er  selbst  erkannte  1772  in  den  Memoiren  der 
Berliner  Akademie  dieses  Verdienst  Leibnitzens  in  einer  Beide  ehrenden 
Weise  an.  Aus  der  Abhandlung  des  Herrn  Tardj  ist  noch  hervorzuheben, 
dass  er  die  Richtigkeit  der  Leibnitz*schen  Formel: 

auch  für  gebrochene  und  negative  fi  durch  einen  bisher  noch  nicht  ver- 
öffentlichten Beweis  begründet.  Cantob. 


Dor  Constnieteiir.  Ein  Handbuch  zum  Gebrauche  beim  Maschinenentwer- 
fen  von  F.  Reulbaux.    Dritte  Auflage,  1860,  bei  Vieweg  &  Sohn. 

Die  neue  Auflage  dieses  bekannten  Buches  enthält  in  ihrer  erschiene* 
nen  ersten  Lieferung  manche  Zusätze  und  Bereicherungen,  von  denen  §  11 
ttber  Scheerfestigkeit  in  der  neutralen  Axe,  §  12  Über  Träger  mit  gemein- 
samer Belastung,  §  10  über  Festigkeit  der  Gefässwände,  §  20  über  Federn 
(auch  Kautschuk),  §  63  über  Schraubenschlüssel,  §  04  über  Schraubenver» 
bin  düngen,  §§  68 — 70  über  Keilverbindungen  und  Sicherungen,  and  §  71 
über  Nietformen  zu  erwähnen  sind. 

Besonders  aber  hat  das  Handbuch  durch  die  in  dem  zweiten  Abschnitte 
gegebenen  Hilfslehren  aus  der  Graphostatik  gewonnen.  Dieser  neue 
Wissenszweig  ist  in  kurzer  Zeit  auf  den  meisten  deutschen  polytechnischen 
Schulen  eingeführt  worden.  Seine  Anwendung  auf  viele  Oonstructionsfälle 
des  Maschinenbaues  hat  der  Verfasser  schon  in  der  letzten  Auflage  des 
,,Constructeur^'  durchgeführt  und  wenn  die  grapbostatische  Methode  noch 
nicht  die  ihr  gebührende  Beachtung  bei  den  Praktikern  gefunden  hat,  so 
lag  dies  jedenfalls  an  dem  Mangel  eines  geeigneten  kurzen  Leitfadens  zur 
Erlernung  der  so  einfachen  Elemente  dieser  Methode.   Diesem  Mangel  hei* 
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fen  die  §§  21 — 53  des  „Constracteur*^  ab,  in  welchen  klar  nnd  fasslich  die 
wichtigsten  Sätze  ans  der  graphischen  Arithmetik  und  dann  die  Zusauimen- 
setznng,  Zerlegung,  sowie  das  Gleichgewicht  Ton  Kräften  mit  Hilfe  ron 
Kraft-  und  Seilpolygonen  behandelt  werden.  Zahlreiche  Anwendungen  der 
Methode  auf  einfache  Beispiele  aus  dem  Gebiete  des  Maschinen-  nnd  BaB- 
wesens  zeigen  die  Kärze  nnd  Uebersichtlichkeit  des  Verfahrens. 

Di.  W.  Frankbl. 


Btereotkopiselie  Photographien  des  ModoUoa  einer  Fläeho  dritter  Ordnmig 
mit  27  reellen  Geraden.  Mit  erläuterndem  Texte  von  Dr.  Chr. 
Wiener,  Professor  am  Polytechnikum  zu  Carlsruhe. 

Durch  die  Veröffentlichung  dieser  stereoskopischen  Photographien  sei- 
nes sorgfältig  ausgeführten  Gjpsmodells  wird  Herr  Professor  Wiener  ge- 
wiss sehr  viele  Fachgenossen  angenehm  überraschen ,  welche  das  so  merk- 
würdige System  der  27  Geraden  auf  einer  Fläche  dritter  Ordnung  interen- 
sirt.  Sie  sind  sehr  gut  gelungen  und  zeigen  den  wesentlichsten  Theii  der 
Fläche  mit  seinen  eigenthümlichen  Biegungen  und  Oeffnungen  in  trefflicher 
Plastik;  sie  bringen  das  Modell  in  zwei  etwa  um  einen  Quadraten  verwen- 
deten Stellungen  zur  Abbildung,  so  dass  man  sich  sehr  deutlich  die  6e- 
sammtanschauung  des  Modells  bilden  kann,  welches  aus  einem  Würfel  Ton 
etwa  ^k  Meter  Seite  geschnitten  ist. 

Die  Erläuterungen  sind  kurz  und  zweckentsprechend;  sie  beschreiben 
die  Construction  des  Modells,  zunächst  die  der  27  Geraden;  dann  die  der 
15  in  gleichen  Winkelabständen  gelegenen  Kegelschnitte,  die  als  Schnitte 
der  Fläche  mit  Ebenen  durch  eine  dieser  Geraden  zu  Ei*zeugenden  dersel- 
ben gewählt  wurden ;  endlich  die  von  drei  äquidistanten  Horizontalschnit- 
ten  der  Fläche.  Die  Notiz,  dass  Gypsabgüsse  des  Modells  (Preis  50  Fl.) 
durch  Herrn  Professor  Wiener  übermittelt  werden  können,  ist  sicherlieh 
Vielen  willkommen;  denn  den  Besitz  eines  solchen  Modells  werden  die 
Photographien  sicherlich  mehr  noch  wünschen  lassen,  als  ersetzen.  Das 
System  der  27  Geraden  mit  seinen  135  Schnittpunkten  kann  nicht  wohl  in 
den  gewohnten  Dimensionen  der  stereoskopischen  Photographie  zu  voller 
Deutlichkeit  gebracht  werden. 

Bücksichtlich  der  Construction  eines  Modells  ist  vielleicht  ein  knrser 
Bericht  von  Nutzen  über  Art  und  Entstehung  eines  Drahtmodells  desselben 
Systems  der  27  Geraden  und  der  Fläche,  das  ich  seit  18GÖ  besitze. 

Mein  Streben  nach  einem  solchen  Modell  ward  im  Sommer  1861  durch 
die  mehrseitigen  Mittheilungen  in  den  „ComfUes  rendus*^  der  Pariser  Akade- 
mie lebhaft  erregt  und  ich  unternahm  im  Ferienmonat  zunächst  die  Berech- 
nung des  ganzen  Systems  nach  der  Schläfli 'sehen  Doppelsechs.  leh 
suchte  eine  solche  Anordnung  zu  erlangen,  dass  die  135  Schnittpunkte  des 
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Systems  in  einem  Parallelepiped  von  nicht  zu  ungleichen  Dimensionen  un- 
tergebracht und  zugleich  in  den  einzelnen  Geraden  selbst  so  yertheilt  wä- 
ren ,  dass  die  Abstände  der  zehn  Punkte  unter  einander  nirgends  zu  klein 
ausfielen f  um  bei  der  für  eine  Zeichnung  nöthigen  Reduction  darstellbar  zu 
bleiben;  ich  wollte  sodann  zwei  grosse  stereoskopische  Central prujectionen 
des  Systems  construiren  und  dieselben,  wenn  ich  ihre  Combination  zur 
räumlichen  Anschauung  nicht  zu  schwierig  fände,  vervielßlltigen  lassen; 
ich  hatte  mich  gewöhnt,  ohne  Vermittelung  des  Stereoskopenkästchens  zu 
combiuiren  und  war  durch  grössere  Dimensionen  der  Bilder ,  als  dasselbe 
sie  erlaubt ,  nicht  gestört  gewesen.  Aber  es  glückte  mir  hei  dreimaliger  Be- 
rechnung des  ganzen  Systems  nicht,  jene  Ziele  zu  erreichen  und  ich  rer- 
zichtete  ermüdet.  Aus  dem  laufenden  (X.)  Bande  des  ^.Quarterly  Journal  of 
Mathemalics^*^  (p^*  58—71),  wo  Sir  A.  Cayley  eine  solche  Berechnung 
mittheilt,  ersehe  ich,  dass  auch  ihm  das  nicht  gelangen  ist;  ich  benutze 
den  Anlass ,  auf  seine  Formeln  aufmerksam  zu  machen ,  wer  etwa  die  Be- 
rechnung unternehmen  möchte.  Mit  den  Vorbereitungen  zur  deutschen 
Bearbeitung  von  G.  Salmon's  „Treatinte  on  Ihe  analyiic  geometry  of  three 
dimensions'^^  besonders  mit  der  Ausarbeitung  des  zweiten  Theiles  (Leipzig, 
Teubner  1865),  während  deren  ich  nach  Prag  Übersiedelte,  kam  ich  auf  das 
Vorhaben  zurück,  jedoch  nicht  auf  den  Plan  der  Berechnung,  Construetion 
und  stereoskopischen  Combination  zweier  Centralprojectionen  des  Systems ; 
es  ward  nun  auf  dem  Wege  der  Modellirung  ausgeführt,  freilich  mit  Ver- 
zicht auf  die  yolle  durch  Rechnung  und  Construetion  erreichbare  Genauig- 
keit, doch  aber  mit  sehr  befriedigendem  Erfolg. 

Der  Assistent  der  darstellenden  Geometrie  am  Prager  Polytechnikum, 
Herr  B.Mor Stadt,  als  geschickter  Constructeur  und  Modelleur  durch  seine 
relief - perspectivischen  Modelle  auch  weiter  bekannt,  löthete  nach  meinen 
Angaben  aus  27  geraden  schwachen  Drähten  —  nachdem  es  nach  einigen 
Versuchen  gelungen  war,  eine  genügende  Anordnung  auszuprobiren  —  das 
System  zusammen.  Es  wurden  an  einen  Stab  a^  die  5  Stäbe  6^,  6,,  6^, 
^61  ^6  angelöthet,  die  Lagen  der  zweiten  Transversalen  der  Gruppen  von 
je  einer  derselben,  a^^  a,,  a^,  n^,  a^  und  der  gemeinschaftlichen  Transver- 
sale b^  dieser  letzteren  5  sorgfältig  ermittelt;  dann  war  es  leicht,  die  15 
Geraden  Cik  durch  Einvisiren  zu  bestimmen ,  da  sie  als  Durchschnitte  der 
Paare  von  Ebenen  0,6^,  aj^bi  erhalten  werden.  (Vergl  Analytische  Geome- 
trie des  Raumes  II,  §.  2tt3.)  Nach  der  festen  Verlöthung  wurden  die  Stäbe 
tty  b^  c  roth ,  schwarz  und  weiss  respecti ve  gefimisst  und  mit  Ziffertäfelchen 
versehen.  Sehr  leicht  knüpfte  sich  dann  hieran  die  Darstellung  der  Fläche, 
Durch  eine  der  Geraden  c  ward  ein  ebener  Schnitt  der  Fläche  einvisirt,  die 
16  Punkte  an  den  das  gewählte  c  nicht  schneidenden  Stäben  markirt  und 
durch  einen  schwachen  Messingdraht  der  verbindende  Kegelschnitt  dar- 
gestellt, um  so  die  doppeltberührende  Ebene  zur  Anschauung  zu  bringen. 
Sodann  wurden  parallel  dieser  Ebene  und  annähernd  äqnidistant  in  glei- 
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eher  Weise  0  weitere  Querschuitte  der  Fläche  einmodellirt,  Cunren  dritter 
Ordnung,  die  durch  die  Schnittpunkte  der  Visirebene  mit  den  27  Geraden 
sehr  ausreichend  gegeben  waren.  Sie  zeigen  sehr  schön  den  Uebergang  der 
verschiedenen  Formen  dieser  Curven  in  einander  und  durch  das  System 
von  Kegelschnitt  und  Gerade  hindurch. 

So  giebt  das  Modell  als  Stabmodell  doch  die  vollständige  Anschaaang 
der  Fläche  mit  ihren  höchst  merkwürdigen  Oeffnungen.  Es  ist  circa  0,6  Me- 
ter breit,  lang  und  hoch.  Ich  habe  es  immer  ganz  vortrefflich  brauchbar 
gefunden,  um  die  allgemeinen  Anschauungen  der  Theorie  algebraischer 
Flächen  daran  zu  verdeutlichen;  seine  Genauigkeit  reicht  dafür  völlig  aus. 
Ich  habe  gelegentlich  ein  Paar  der  Stein  er' sehen  conjugirten  Trieder 
markirt,  ich  habe  die  Doppelpunkte  der  Involutioneü  auf  den  Geraden 
einer  dreifach  berührenden  Ebene  bestimmt  und  dadurch  anschaulich  ge- 
macht ,  wie  solche  sechsparabolische  Punkte  der  Fläche  in  derselben  Ebene 
viermal  zu  dreien  in  einer  Geraden  liegen  etc. 

Die  verhähnissmässige  Leichtigkeit  der  Herstellung  macht  eine  Wie- 
derholung derselben  behufs  Bildung  von  Varietäten  und  SpecialflUlea  mög- 
lieh; vielleicht  regt  diese  Mittheilung  mehrfach  dazu  an.  Möge  sie  wenig- 
stens nicht  verfehlen ,  für  die  Modelle  und  Photographien  des  Herrn  Pro- 
fessors Wiener  vielsieitig  Interesse  zu  erwecken. 

Flnntern  bei  Zürich.  W.  Fiedler. 
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Recensionen. 

Chr.  Hu y OEM 8  „Dß  circuli  magnUudine  invenla^',  als  ein  Beitrag  zar  Lehre 
vom  Kreise  elementar  entwickelt  von  H.  Kiessling.  Flens- 
burg, Herzbrueh's  Verlag. 

Da  sowohl  die  erste,  1654  erschienene  Ausgabe  der  in  der  Ueberschrift 
genannten  Abhandlung  als  auch  die  von  Gravesande  im  Jahre  1724  ver- 
anstaltete Gesammtausgabe  der  Hujgens 'sehen  Werke  nicht  eben  häufig 
anzutreffen  ist,  so  werden  es  die  Freunde  der  Geschichte  der  Geometrie 
ohne  Zweifel  dem  Verfasser  danken,  dass  er  einen  unveränderten  Abdruck 
jener  interessanten  Abhandlung  besorgt  hat.  Ausserdem  giebt  der  Ver- 
fasser eine  eigene  kurze  Herleitnng  der  hauptsächlichsten  von  Huygens 
entwickelten  Resultate,  namentlich  der  doppelten  Ungleichung 

worin  I^  die  Kreisfläche,  £„  und  ün  die  Flächen  der  ein-  und  umschriebe- 
nen regelmässigen  Vielecke  von  n  Seiten  bezeichnen.  Vielleicht  darf  Re- 
ferent bei  dieser  Gelegenheit  daran  erinnern,  dass  sich  mittelst  des  bekann- 
ten Satzes  "/ab^C  ^(a  +  b)  sehr  leicht  noch  engere  Grenzen  für  K  finden 
lassen ,  nämlich : 

Für  «  =8  z.  B.  geben  die  Huygens 'sehen  Ungleichungen 
3,10457  <i['<  3,15105, 
die  letzteren  dagegen 

3,13445  <Ä'<  3,14334. 
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Die  Elemente  der  Qeometrie  (Planimetrie,  Xi*ig^>^^>i^®^^^® ;>  Stereometrie). 
Ein  Leitfaden  für  den  geometrischen  Unterricht  an  höheren  Lehr 
anstalten  von  Dr.  Richard  Beez  ,  Oberlehrer  am  K.  Gjmnasiam 
und  der  Realschule  zu  Plauen  i.  V.     Plauen,  Verlag  von  Neu- 
pert.     1869. 

Die  Anzahl  der  Lehrbücher  für  Elementarmathematik  wachst  heut 
zu  Tage  in  so  schreckenerregender  Progression,  dass  es  eine  kaum  lösbare 
und  überdies  ziemlich  undankbare  Aufgabe  sein  würde,  jedes  derselben  be- 
sprechen zu  wollen ;  um  so  mehr  ist  es  aber  Pflicht  der  periodischen  Presse, 
auf  wirklich  bedeutendere  Erscheinungen  aufmerksam  zu  machen  und  sie 
dadurch  vor  dem  Versinken  in  der  Fluth  des  Gewöhnlichen  zu  bewahren. 
Unter  diese  werthvollen  Erscheinungen  dürfte  der  vorgenannte  nur  14  Bo- 
gen zählende  Leitfaden  ohne  Zweifel  gehören,  und  wenn  auch  Referent 
nicht  überall  dem  Verfasser  beipflichten  kann,  so  muss  er  doch  andererseits 
den  strengen  wissenschaftlichen  Geist  und  das  pädagogische  Geschick  des 
Verfassers  anerkennen. 

Nach  einer  Erörterung  der  allgemeinen  Eigenschaften  des  Raumes 
geht  der  Verfasser  zu  den  Definitionen  von  Ebene,  Gerade  und  Winkel 
tiber,  die  er  im  Sinne  von  Leibniz  (Mathem.  Schriften,  herausgegeben 
von  Gerhardt,  I,  p.  106  und  199)  und  Bertrand  {Developpemenl  nBuveau  de 
Ja  parlie  elemenlaire  des  Maihe'maligueSy  11^  p.  3,  4,  6)  sehr  sorgfähig  ausführt. 
Die  Ebene  wird  hierbei  als  diejenige  Fläche  definirt,  „welche  den  Raum  in 
zwei  congrnente  Räume  theilt,  die  einander 'decken,  wie  man  auch  die 
Grenzflächen  auf  einander  legen  möge'^  Dem  entsprechend  bezeichnet 
der  Verfasser  eine  Linie  als  gerade,  „wenn  sie  die  Ebene  in  zwei  con- 
grnente Theile  zerlegt,  die  stets  zur  Deckung  gebracht  werden  können, 
wie  man  auch  ihre  Ränder  aneinander  legen  mag'*.  Den  Winkel  endlich 
betrachtet  der  Verfasser  als  einen  „Ausschnitt  aus  einer  Ebene**,  d.  h.  als 
eine  endliche,  von  zwei  Geraden  begrenzte  Fläche.  —  Dass  sich  diese  An- 
schauungsweise streng  durchführen  lässt,  ist  nicht  zu  bezweifeln,  und  des 
Verfassers  Arbeit  liefert  selber  den  Beweis  dafür;  die  Freiheit  von  logi- 
schen Fehlern  ist  aber  in  den  Augen  des  Referenten  doch  nur  das  Mini- 
mum der  Forderungen,  die  er  an  einen  mathematischen  Gedankengang 
stellt,. und  namentlich  bei  den  ersten  Anfängen  der  Geometrie  dürfte  wohl 
das  Verlangen  berechtigt  sein,  dass  schwerbogreifliche  Hypothesen  vermie- 
den werden  und  dass  die  wissenschaftliche  Entwickelung  parallel  gehe  zur 
psychologischen  Entwickelung.  Nach  diesen  Gesichtspunkten  lassen  sich 
gegen  des  Verfassers  Gedankengang  ein  paar  wesentliche  Bedenken  er- 
heben. Die  Definition  der  Ebene  läuft  auf  das  Postulat  hinaus,  den  gan- 
zen unendlichen  Raum  in  zwei  gleiche  Theile  zu  zerlegen,  d.h.  zu  halbiren, 
und  ebenso  beruht  die  Definition  der  Geraden  auf  der  Möglichkeit,  die  un- 
endliche Ebene  zu  halbiren.  Nun  hat  zwar  Jedermann  eine  klare  Voratcl- 
luDg-  von  dor  Hhlfte  einer  endliclien  Grösse,  dass  aber  auch  ein  Unend- 
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liches  in  scwei  gloiche  and  sogar  in  jeder  Lage  congruente  Theile  zerlegt 
werden  könne,  iijt  gar  nicht  beweisbar,  sondern  eine,  wenigstens  dem  ju- 
gendlichen Verstände  ziemlich  fern  liegende  Hypothese.  Das  Missliche 
derselben  tritt  gleich  hervor,  wenn  man  die  Consequenz  jenes  Gedanken- 
ganges verfolgt;  ist  man  nämlich  durch  Halbirung  des  Raumes  auf  die 
Ebene  und  durch  Halbirung  der  Ebene  auf  die  Gerade  gekommen,  so 
milsste  man  folgerichtig  durch  Halbirung  der  Geraden  zum  Punkte  gelan- 
gen, d,  h.  letzteren  als  Das  definiren,  was  die  unendliche  Gerade  in 
zwei  congruente  Theile  zerlegt;  diese  Definition  hat  der  Verfasser  selber 
nicht  riskirt.  ^-  Ohne  Zweifel  bedarf  die  Geometrie  gewisser,  nicht  weiter 
definirbarer  Grundanschauungen  oder,  wenn  man  will,  gewisser  Postulate, 
Voraussetzungen  u.  dergh,  die  hier  dieselbe  Rolle  spielen,  wie  in  der 
Chemie  die  Elementarstoffe;  welche  Grundanschauungen  aber  die  natür- 
lichsten sind,  das  wird  sich  doch  nur  durch  psychologische  Beobachtungen 
entscheiden  lassen,  und  zwar  müssen  diese  Beobachtungen  an  Kindern  ge- 
.  macht  werden,  denn  bei  dem  fertigen  Mathematiker  sind  die  Grundan- 
schauungen und  die  hieraus  durch  Aftstraction  gewonnenen  Begriffe  so  innig 
mit  einander  verwachsen ,  dass  er  beide  nicht  mehr  zu  trennen  weiss.  Bei 
dem  Worte  „Richtung**  z.  B.  denken  wir  sofort  und  unwillkürlich  an  eine 
unendlich  lange  Gerade,  welche  nach  einer  bestimmten  Richtung  verläuft, 
und  umgekehrt  bei  dem  Worte  „Gerade"  denken  wir  an  eine  durch  die 
Gerade  bestimmte  Richtung.  Sind  nun  diese  Vorstelluigen  gleichzeitig 
uns  zum  Bewusstsein  gelangt,  oder,  wenn  nicht,  welche  war  früher  da? 
Theoretisch  lässt  sich  das  gar  nicht  entscheiden,  wohl  aber  praktisch 
durch  ein  experimenium  crucis  mit  dem  ersten  besten  kleinen  Dorfjungen. 
Man  sage  ihm:  ,,geh'  einmal  gerade  auf  den  Baum  dort  los*'  und  er  weiss 
recht  gut,  was  das  heissen  will;  er  behält  den  Baum  im  Auge  (er  visirt 
ihn  an),  um  während  desGehens  nicht  aus  der  Richtung  zu  kommen. 
Man  wird  ferner  bemerken,  dass  er  keine  grössere  Entfernung  kennt,  als 
die,  welche  er  selber  zurückgelegt  hat;  er  besitzt  also  eine  sichere  Vor- 
stellung von  einer  bestimmten  Richtung,  er  kennt  auch  die  begrenzte 
Gerade,  aber  von  einer  unendlichen  Geraden  weiss  er  noch  nichts.  Nach 
der  scharfen  Kau  tischen  Terminologie  ist  also  „Richtung**  eine  frühzeitig 
auftretende  Anschauung,  dagegen  „Gerade**  ein  später  durch  Abstrac- 
tion  erworbener  Begriff.  Ebendeswegen  hält  es  Referent  für  psycholo- 
gisch, mithin  auch  pädagogisch  und  wissenschaftlich  für  gerechtfertigt,  von 
der  Richtnng  aus  zur  Geraden  überzugehen.  —  Was  ferner  die  vom  Ver- 
fasser benutzte  Definition  des  Winkels  betrifft,  so  leidet  sie  an  dem  Uebel- 
Stande,  dass  in  allen  übrigen  Theilen  der  Wissenschaft  von  ihr  gar 
keine  Rede  ist;  die  analytische  Geometrie,  die  Geodäsie,  Astronomie, 
Physik  etc.  betrachten  den  Winkel  nie  anders  als  das  Mliass  für  Rieh-  ' 
tnngsdifferenzen ;  dies  ist  eine  nicht  zu  verachtende  Garantie  für  die  Na- 
türlichkeit der  gewöhnlichen   und  daher  ein  Grund  zur  Vermeidung  der 
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vom  Verfasser  benutzten  Definition.  Man  wende  nicht  ein,  daBS  aach 
sonst  (z.  B.  für  die  Kegelschnitte)  verschiedene  Definitionen  neben  einan- 
der existiren;  bei  complicirten  Gebilden,  welche  der  Betrachtung  viele 
verschiedene  Seiten  darbieten,  lässt  sich  das  ertragen,  bei  fundamentalen 
Begriffsbestimmungeu   aber  nicht. 

Die  Congruenzlehre  behandelt  der  Verfasser  in  der  gewöhnlichen 
Weise  und  knüpft  daran  mehrere,  die  Vielecke  und  den  Kreis  betreffende 
Sätze.  Das  folgende  (zweite)  Buch  enthält  die  Aehnlicbkeitslehre  nnd 
scheint  mit  einer  besonderen  Vorliebe  behandelt  worden  zu  sein;  in  dem* 
selben  wird  mehrfach  auf  die  neuere  Geometrie  (Transversalen,  harmo- 
nische Verhältnisse ,  Kreisverwandtschaft)  Rücksicht  genommen,  was  ge- 
wiss  nur  gebilligt  werden  kann.  Zugleich  sind  darin  die  Berührnngsanf- 
gaben  kurz  und  elegant  behandelt.  Den  Inhalt  des  dritten  Buches  bildet 
die  Vergleichung  der  Flächenräume  ebener  Figuren;  unter  dieser  Rubrik 
sind  auch  die  Quadratur  und  die  Rectification  des  Kreises  subsummirt,  wo- 
mit die  Planimetrie  schliesst. 

Referent  möchte  hier  eine  allg^eine  Bemerkung  anreihen.  In  der 
Planimetrie  gehen  offenbar  zwei  Eintheilungsgründe  neben  einander,  der 
eine  ist  das  Princip  der  geometrischen  Verwandtschaften  (Congruenz,  FlÄ- 
chengleichheit,  Aehnlichkeit,  Collineation),  der  andere  entspringt  aus  der 
Unterscheidung  von  geradlinigen  und  krummlinigen  Gebilden.  Offenbar 
steht  jenes  Princip  höher  als  diese  Unterscheidung,  denn  in  der  höheren 
Geometrie  verliert  letztere  gewaltig  an  Bedeutung,  trotzdem  bleibt  aber 
immer  noch  die  Frage,  ob  man  jenes  Princip,  so  zu  sagen,  rücksichtalos 
durchführen  und  demgemäss  die  Sätze  vom  Kreise  in  die  einzelnen  Capitel 
Congruenz,  Aehnlichkeit  etc.  vertheilen,  oder  ob  man  die  Theorie  der  Ver- 
wandtschaften erst  an  den  geradlinigen  Gebilden  zu  einem  gewissen  Ab* 
Schlüsse  bringen  und  sie  dann  auf  den  Kreis  anwenden  soll.  Das  Erste 
scheint  jetzt  Mode  geworden  zu  sein,  und  dieser  Mode  huldigt  auch  der 
Verfasser;  dagegen  hat  sich  Referent  von  jeher  für  den  zweiten  Modus 
entschieden  und  zwar  aus  dem  einfachen  Grunde,  weil  dann  die  elementare 
Geometrie  dieselbe  Gliederung  erhält  wie  die  analytische  Geometrie,  in 
welcher  sich  doch  Niemand  einfallen  lassen  würde,  irgend  eine  für  ge- 
rade Linien  entwickelte  Formel  sofort  auf  die  Sehnen  der  Ellipse,  die  Tan- 
genten der  Lemniscate  anzuwenden,  nach  diesem  Excurse  eine  zweite 
Formel  für  gerade  Linien  abzuleiten,  daran  eine  ähnliche  Digression  zn 
knüpfen  u.  s.  w. 

Die  Trigonometrie  und  Stereometrie,  hat  der  Verfasser  zwar  ziemlich 
knapp,  für  einen  „Leitfaden**  aber  wohl  ausreichend  dargestellt.  Zahl- 
reiche gut  gewählte  Uebungsaufgaben  (ohne  Angabe  der  Auflösung)  sind 
überall  eingestreut  und  werden  den  Lehrern  jedenfalls  willkommen  sein. 
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Literaturzeitung.  49 

Lehrbuch  der  Physik  fltr  höhere  Schulen  von  Dr.  Wilhelm  Krumme, 
Oberlehrer  an  der  Realschule  I.  Ordnung  zu  Duisburg.     Mit  144 
in  den  Text  gedruckten  Abbildungen.   Berlin,  G.  Grote*sche  Ver- 
lagshandlnng  1860.     X  und  245  Seiten  8^ 
Für  die  Zwecke,  Welche  der  Verfasser  im  Auge  hatte,  kann  dieses 
Buch  musterhaft  genannt  werden.    Ein  Unterricht,  welcher  den  Inhalt  de»^ 
selben  den  Schülern  im  Wesentlichen  zu  eigen  machte,  würde  wohl  Alles 
geleistet  haben ,  was  man  in  diesem  Fach  von  den  besten  Realschulen  ver- 
langen könnte.     Namentlich  ist  die  didactische  Seite  durchaus  getroffen. 
Dnrcb  die  Eintheilnng  in  den  Text,  welcher  das  Faktische  der  Erscheinungen 
kurz  und  präcis  darlegt,  die  darauf  abgesondert  folgende  Begründung  und 
endlich  das  überall  zugefügte  Uebungsmaterial  ist  sowohl  der  Uebersicht- 
lichkeit    als   auch   der    Gründlichkeit   Rechnung  getragen.     Andererseits 
knüpft  sich  an  die  ersteren  Theile  der  Vortrag  und  seine  Verarbeitung  wäh- 
rend des  Unterrichts,  an  letzterem  findet  Repetition  und  Priyatfleiss  ein 
reiches  Feld. 

Die  Behandlung  ist  knapp  und  oft  nur  andeutend.  Breite  ist  mit  einer 
gewissen  Knust  vermieden,  so  dass  auf  Dinge,  welche  als  aus  der  Erfah- 
rung bekannt  vorausgesetzt  werden  können,  meist  nur  mit  einem  Wort  hin- 
gewiesen ist  und  jede  Beschreibung  der  Maschinen,  die  der  Schüler  an- 
derswo leicht  finden  kann,  ganz  weggeblieben  ist.*  So  sucht  man  die 
Dampfmaschine,  welcher  andere  solche  Bücher  mehrere  Seiten  zu  widmen 
pflegen,  im  Register  und  Text  vergeblich.  Dagegen  sind  die  Vorgänge  und 
Gesetze,  auf  welchen  sie  beruht,  an  den  betreffenden  Orten  genügend  dar- 
gelegt. Dieses  Beispiel  zeigt  schon,  dass  dem  Verfasser  daran  lag,  den 
Sch-vrerpunkt  des  Buches  auf  die  Gedankenarbeit,  auf  das  eigentlich  Wis- 
senschaftliche in  der  Physik  zu  legen.  Natürlich  wird  dabei  vorausgesetzt, 
dass  es  der  Lehrer  an  den  Hinweisungen  auf  jene  äusseren  Beispiele  und 
Anwendungen,  wo  es  nöthig  ist,  auch  an  Veranschaulichnngen  durch  Bild, 
Modell ,  Experiment  nirgends  fehlen  lasse.  Das  Buch  braucht  deshalb 
solchen  Bedürfnissen  nicht  auch  noch  abzuhelfen.  An  eine  Benutzung  des- 
selben zum  Selbstunterricht,  ohne  Lehrer,  ist  daher  auch  nicht  gedacht. 
Der  Lehrer  muss  beständig  zur  Hand  sein  und  namentlich  scheint  uns  auch 
für  die  Lösung  vieler  Uebungsaufgaben  —  in  welchen  sich  oft  noch  ein 
schöner  Theil  eigentlichen  Lernstoffes  enthalten  findet  —  eine  vorherige 
Besprechung  unerlässlich.  Besonders  unter  den  späteren  sind  welche,  die 
ohnehin  sehr  reife  Schüler  voraussetzen.  Die  Anleitung  zur  gelegentlichen 
schriftlichen  Ausführung  geeigneter  Capitel  an  der  Hand  der  Stuart  Mill- 
schen  inductiven  Methode  ist  hier  recht  am  Platz  und  wird  den  Schüler 
mehr  fördern  als  noch  so  viel  Gedächtnis&werk. 

Die  gegebenen  Beweise  nehmen  keine  Vorbereitung  in  Anspruch, 
welche  über  die  Trigonometrie  und  etwa  die  Anfangsgründe  der  analyti- 
schen Geometrie  hinausgingen.  Dass  die  Methode  derselben  bisweilen  noch 
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eine  mehr  künstliche  als  anschauliche  geblieben  iut,   kann  dem  Verfasser 
nicht  zur  Last  gelegt  werden,  so  lange  man  die  besseren  nicht  hat. 

Die  Anordnung  des  Stoffes  ist  sacbgemäss.  Dass  der  schwierige  Tbeil 
der  Optik  vom  elementareren  getrennt  wurde,  ist  didactisch  langst  gerecht- 
fertigt. Vielleicht  hätten  solcher  Trennungen  im  Interesse  des  Unterrichts 
noch  mehrere  stattfinden  dürfen. 

Von  Einzelheiten  vermissten  wir  kaum  etwas.  Die  Hydrodynamik 
scheint  noch  einer  Erweiterung  zu  bedürfen.  So  fehlen  die  Erscheinungen, 
welche  auf  der  sogenannten  Reaction  des  ausfliessenden  Wassers  beruhen. 
Vielleicht  hätte  auch  bei  Gelegenheit  der  Rotation  noch  der  FesseVschen 
Versuche  über  freie  Axen,  sowie  der  Ursache  der  Präcesstun  etc.  Erwfth- 
nung  geschehen  können. 

Die  Ausstattung  ist  gut.  Doch  ist  jeder  Luxus,  z.  B.  bei  den  Figuren, 
mit  Recht  vermieden;  der  Schüler  lerne  bei  Zeiten  schematisch  zeichnen 
und  das  Unwesentliche  vom  Wesentlichen  sondern. 

Eins  würde  noch  das  Buch  geziert  und  nicht  belastet  haben :  etwas 
mehr  Historisches.  Wenn  der  Verfasser  sein  Talent  für  prägnante  Kürze 
auch  einmal  darauf  gewendet  hätte,  würde  es  ihm  leicht  geworden  sein, 
eine  Anzahl  Entdeckernamen  und  Jahreszahlen  (etwa  im  Text  nnr  durch 
Hinweisung  auf  eine  im  Anhang  folgende  tabellarische  Zusammenstellung) 
einzufügen.  Dieselben  unterstützen  unser  Gedächtniss  und  wir  sind  ge- 
wohnt, sie  im  Zusammenhang  mit  gewissen  Gesetzen  im  Kopf  zu  haben. 
Auch  ist  ja  das  Gebäude  dieser  Naturwissenschaft  ebenso  wesentlich  ein 
Pantheon  des  menschlichen  Genius.  Dies  vielleicht  für  eine  folgende  Auf- 
lage, an  welcher  es  nicht  fehlen  wird. 

F.  C.  F, 
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Recensionen, 

Noiice  sur  la  vie  ei  les  ouvrages  du  genial  /.  V.  Poncelei  par  M.  le  generdl 
Didion  lue  ä  VAcademie  imperiale  de  Metz  dans  la  seance  du  18  mars 
1860.    Part«  1860. 

Am  22.  December  1867  starb  General  Poncelet,  einer  der  erfindungs- 
reichsten Techniker,  der  geistvollsten  Mathematiker,  welche  Frankreich  in 
diesen  Jahrhunderte  besass,  ein  Mann,  dessen  Lebensgeschichte  zugleich  mit 
den  wechselnden  Geschicken  seines  Vaterlandes  von  spannendem  Interesse  ist, 
da  er  die  vielen  politischen  Umwälzungen ,  deren  Zeuge  er  war,  zum  Theii 
wenigstens  nicht  blos  als  stummer  Zuschauer  an  sich  vorübergehen  Hess. 
Die  gelehrte  Gesellschaft  seiner  Heimath  Metz,  welche  seit  ihrer  ersten 
Sitzung  am  14.  März  1810  sich  seiner  Theilnahme  rühmen  durfte,  deren 
Sitzungsprotokolle  sogar  durch  eine  Arbeit  von  Poncelet  eröffnet  worden 
sind ,  hat  einer  Ehrenpflicht  wie  einem  Ehrenrechte  genügt,  indem  sie  eine 
Oedächtnissrede  auf  ihr  ältestes  Mitglied  durch  eine  dazu  befähigte  Feder 
ausarbeiten  Hess ,  und  diese  Gedächtnissrede  haben  wir  augenblicklich  in 
Gestalt  einer  Brochüre  von  50  Octavseiten  vor  uns  liegen.  Wir  selbst  be- 
durften deren  kaum,  um  in  uns  die  Erinnerung  an  die  körperlich  und  geistig 
gleich  hohe,  gleich  kräftige  Gestalt  aufzufrischen,  in  welcher  uns  Pon. 
celet  1856  in  Paris  bei  einmaligem  Zusammentreffen  persönlich  bekannt 
wurde.  Der  Wuchs  stattlich;  die  Haare  graugemischt;  die  Sprache  etwas 
rauh,  wie  zum  Commandorufe  geschaffen;  die  Ausdrucks  weise  gerade  und 
offen,  der  Schmeichelei  oder  auch  nur  einer  ihr  nahe  stehenden  den 
Franzosen  nicht  ungewohnten  übermässigen  Höflichkeit  unfähig;  die  Ge- 
danken tief,  die  Darstellung  lichtvoll ,  wenn  er  mitten  unter  nichtmathema- 
tischen Tischgenossen  auf  einen  Augenblick  von  dem  gewöhnlichen  Ge- 
spräche zu  einem  gelehrten  Thema  abbog:  so  steht  Poncelet  heute  noch  vor 
uns,  und  so  muss  ihn  auch  der  Leser  des  genannten  Nekrologes  vor  sich 
sehen.     Oder  kann  man  sich  ein  anderes  Bild  von  dem  Manne  machen 
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dessen  Entwickelnngsgang  vom  General  Didion  in  folgende  wonige  Sätze 
zusammengefasst  werden  durfte:  „In  seiner  Kindheit  und  bis  zum  Alter 
von  16  Jahren  ohne  Lehrer  oder  Lehrbücher  fühlt  er  das  Bedürfniss  nach 
Ausbildung.  Die  Hilfsmittel  sind  ihm  spärlich  zugemessen,  aber  Arbeitskraft 
und  Willensstärke  übersteigen  die  Schwierigkeiten.  In  drei  Jahren  erlernt 
er,  was  für  Andere  sechs  oder  acht  Jahre  in  Anspruch  nimmt,  er  öffnet 
sich  den  Eingang  zur  polytechnischen  Schule.  Ein  Jahr  geht  ihm  durch 
Krankheit  verloren.  In  den  beiden  folgenden  Jahren  durchläuft  er  die 
Anwendungsschule,  leitet  Befestigungsarbeiten  in  Holland ,  nimmt  an  dem 
russischen  Feldzuge  Theil.  Auf  dem  Rückzüge  gefangen,  siebt  er  sich  nach 
Saratoff  an  die  äusserste  Grenze  Europas  nach  Asien  zu  geschleppt.  Dort 
muss  er  ohne  geistige  Unterstützung,  ohne  Geldmittel,  ohne  Bücher  seine 
Kenntnisse  selbstständig  wieder  auffrischen ,  seinen  Bildungsgang  so  zu 
sagen  wiederholen."  Und  dort  schreibt  er,  der  noch  nicht  26jährige  Ge- 
fangene ,  jene  Hefte  nieder ,  in  welchen  bereits  die  Keime  seines  Meister- 
werkes, des  ,,Traile  des  proprieles projeclives  des  figures^\  zu  finden  sind,  wie 
die  1862  und  1864  erfolgte  Herausgabe  derselben  unter  dem  Namen  „  Appli- 
cations d* Analyse  et  de  GSometrie*^  beweist.  Er  findet  die  geistige  und  kör- 
perliche Kraft  zu  dieser  Thätigkeit  fast  noch  auf  dem  Krankenlager,  auf 
welches  ihn  die  Anstrengung  der  viermonatlichen  Fusswanderung  von 
Smolensk  nach  Saratoff  ohne  Mantel  bei  26  Centigraden  iinter  dem  Null* 
punkte  des  Thermometers  geworfen  hatte!  Wir  könnten  einen  weiteren 
Beweis  dieser  fast  unerhörten  Zähigkeit  seiner  Natur  in  dem  Umstände  an- 
führen, welcher  sonst  uns  beinahe  ein  Lächeln  abzwingen  mtisste,  dass  er 
aus  Russenhass  verschmähte,  ihm  angebotene  Unterrichtsstunden  zu  er- 
theilen,  durch  deren  Erlös  er  seine  Lage  doch  jedenfalls  beträchtlich  hätte 
verbessern  können.  Nach  geschlossenem  Frieden  kehrte  Poncelet  nach 
Metz  zurück,  wo  er  etwa  20  Jahre  verweilte  und  seinen  Namen  den  wich- 
tigsten Entdeckungen  and  Erfindungen  aufdrückte.  Von  dort  aus  hat  er 
1822  das  schon  genannte  geometrische  Meisterwerk  veröffentlicht;  dort 
schrieb  er  die  drei  grossen  Abhandlungen:  „Memoire  sur  les  cenires  de 
moyennes  harmoniques^%  Memoire  sur  la  iheorie  generale  des  polaires  re'ci- 
proques^\,  „Analyse  des  transversales  appliquee  ä  la  recherche  des  proprieles  pro- 
jeclives des  lignes  et  surfaces  geometriqites^^  welche  1829 — 1832  in  Grelle 's 
Journal  erschienen;  dort  erfand  er  1824  das  unter  seinem  Namen  bekannte 
Wasserrad  mit  gekrümmten  Schaufeln;  dort  erbaute  er  1820  die  erste  Pon- 
cele tische  Zugbrücke,  bei  welcher  die  aufgerollte  Kette  das  Gegengewicht 
gegen  die  Brücke  in  allen  Stellungen  bildet;  dort  endlich  verfasste  er  1826 
bis  1832  seine  angewandte  Mechanik.  Poncelet  war  verschiedentlich  auf- 
gefordert worden,  nach  Paris  zu  kommen  und  als  Candidat  für  die  Stelle 
eines  Mitgliedes  der  Akademie  aufzutreten.  Er  hatte  sich  dessen  geweigert, 
so  lange  seine  Mutter  in  Metz  lobte.  Erst  durch  ihren  Tod  lösten  sich  die 
Bande,   welche  ihn  an   den  langjährigen  Aufenthalt  fesselten.     Er  begab 
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sich  1835  auf  neues  Andringen  nach  Paris ,  um  den  Sitz  in  der  Akademie 
einzunehmen,  zu  welchem  er  als  Nachfolger  von  Hachette  mit  allen  gegen 
eine  Stimme  erwählt  worden  war.  1838  gründete  er  in  der  für  ihn  neuer- 
richteten Professur  die  Vorlesungen  üher  physikalische  und  experimentelle 
Mechanik,  welche  zahlreiche  Schüler  versammelten.  Zu  seinen  engsten 
Freunden  zählte  Arago.  Als  daher  die  Februarrevolution  diesen  zum 
Kriegsminister  erhob,  wurde  Foncelet  Commandant  der  polytechnischen 
Schule  und  fast  gleichzeitig  gewählter  Abgeordneter  von  Metz  zur  consti- 
tuirenden  Versammlung.  „In  der  constituirenden  Versammlung  (hier  las. 
sen  wir  General  Didion  reden)  zeigte  sich  Poncelet  als  das,  was  er  im- 
merwar: geraden  Geistes,  gewissenhaft,  klar,  voll  Liebe  zum  Volke,  ohne  ihm 
zu  schmeicheln,  voll  Ehrerbietung  gegen  die  Regierung,  ohne  ihr  Weihrauch 
zu  streuen,  Anhänger  des  Fortschrittes,  aber  nicht  derZügellosigkeit.  Wenn 
er,  wegen 'seiner  Unabhängigkeit,  der  Mann  keiner  Partei  war,  so  genoss 
er  dafür  die  Achtung  aller  seiner  Mitabgeordneten,  und  ihre  Hochschätzung 
seiner  edeln  Persönlichkeit  zeigte  sich  in  den  Wahlen,  durch  die  man  ihn 
ehrte.'*  Die  Doppelstellung  als  Abgeordneter  und  als  Commandant  des 
Polytechnikums  benutzte  er  in  den  stürmischen  Mai  -  und  Junitagen  des 
Jahres  1848  im  Interesse  der  öffentlichen  Ordnung.  Unter  seiner  Leitung 
eilten  die  Schüler  der  polytechnischen  Schule  zum  Schutze  der  constituiren- 
den Versammlung,  dieselbe  rasch  entflammte  Jugend ,  welche  man  bei  frü- 
heren Aufständen  als  Befehlshaber  der  schnell  sich  erhebenden  Barrikaden 
zu  sehen  gewohnt  war.  General  Poncelet  zog  sich  am  4.  NoTember  1850 
von  der  Commandantur  des  Polytechnikums  zurück,  seine  militärische  Lauf- 
bahn ist  damit  abgeschlossen.  Die  nächste  anstrengende  Thätigkeit,  welche 
er  entwickelte,  hatte  eine  friedliche  Veranlassung,  die  allgemeine^Industrie- 
ausstellung  in  London  von  1851 ,  bei  welcher  er  Vorsitzender  der  Jury  für 
die  Classe  der  Maschinen  und  Werkzeuge  war.  Als  solcher  widmete  er 
7  Jahre  voll  Arbeit  und  Mühen  der  Herstellung  seines  „Bapperl  fait  au 
jurymiernaiional  de  f  Exposition  universelle  de  Londres  sur  les  machines  et  outils 
employes  dans  les  manufaciures^^  welcher  1857  in  zwei  starken  Octavhänden 
von  zt^sammen  über  1100  Seiten  erschien.  Diese  Riesenarbeit  hatte  den 
fast  70jährigen  Körper  nahezu  erschöpft.  Poncelet  erkrankte  und  genas 
zu  neuer  Thätigkeit  nur  unter  der  Pflege  und  Beihilfe  der  Gefährtin  seiner 
20  letzten  Lebensjahre,  der  vortrefflichen  Frau,  welche,  wie  Baron  Ch,  Du- 
pin  am  Grabe  des  Entschlafenen  sagte,  für  seine  Arbeiten  der  auf* 
opferndste,  verständigste  Secretär  und  fast  ein  Mitarbeiter  war.  Frau  Pon- 
celet und  die  Herren  Moutard  und  Mannheim  dürfen  nicht  ungenannt 
bleiben,  wenn  man  von  der  Herausgabe  der  früher  erwähnten  „  Applications 
(C Analyse  et  de  GSometrie"  und  von  der  neuen  zweibändigen  Ausgabe  des 
^^TraitS  des  propriMs  projectives  des  figures^^  (1865 — 1866)  spricht.  Mit  der- 
selben Unterstützung  hoffte  er  noch  seine  Mechanik  zu  veröffentlichen,  da 
rief  der  unerbittliche  Tod  ihm  das  letzte  Halt  zu.     Aber  auch  ohne  diese 
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letzte  Leistung,  so  wünschenswerth  ihre  ErfttllnDg  gewesen  wäre,  war  Pon- 
celet  ein  grosser  Meister,  und  nicht  hlos  um  ihretwillen  können  wir  in  die 
Worte  einstimmen,  welche  Herr  Dumas,  der  Secretär  der  Akademie  der 
Wissenschaften  ihm  nachrief:  „Er  hat  eine  grosse  Lücke  in  der  französi- 
schen Wissenschaft  zurückgelassen*^ 

Cantob. 


Intorno  alla  viia  ed  alle  opere  di  Luigi  Lagrange,  discorso  letlo  nel 
R.  Liceo  Galilei  di  Pisa  per  la  fesia  leiteraria  commemoraliva  dal 
Gay,  Anqelo  Forti.  Seconda  edizione  accresciula  di  nuove  noiizie. 
Roma  1869. 
Wenn  sieben  Städte  sich  um  die  Ehre  stritten,  der  Geburtsort  Homer^s 
zu  sein ,  so  können  drei  Städte  fast  mit  gleichem  Anrechte  den  grossen  Ma- 
thematiker den  ihren  nennen ,  dessen  Biographie  das  uns  vorliegende  Pro- 
gramm gewidmet  ist.  Turin  sah  ihn  zur  Welt  kommen ,  Berlin  besass  die 
Blüthe  seiner  Manneskraft,  Paris  birgt  seine  Asche.  Gönnen  wir  es  den 
Italienern,  ihren  Landsmann  ganz  vorzugsweise  zu  beanspruchen  und  sich  sei- 
ner als  einer  Zierde  ihrer  Nation  zu  rühmen;  L a g r a n g e 's  Unsterblichkeit 
mag  ihnen  gehören,  seine  Werke  gehören  der  ganzen  Welt.  Die  Lebens- 
geschichte von  Ludwig  Lagrange  ist  mehrfach  dargestellt  worden.  De- 
lambre  und  Menabrea  sind  die  beiden  Vorgänger,  an  welche  Hr.  Forti 
nach  eignem  Eingeständnisse  sich  hauptsächlich  anlehnt.  Die  Würdigung 
der  mathematischen  Leistungen  Lagrange *s  dagegen  dürfen  wir  wohl  dem 
neuesten  Schriftsteller  selbst  beimessen ,  nnd  in  ihrer  Benrtheilung  wie  in 
der  Werthschätzung  der  ganzen  3%  Bogen  starken  Brochüre  dürfen  wir  den 
Zweck  nicht  ausser  Augen  lassen,  zu  welchem  sie  entstanden  ist.  Aach 
Deutschland  besitzt  eine  reiche  Programmliteratur,  und  doch  dürfen  wir  die 
deutschen  Festschriften  nicht  mit  den  uns  in  italienischer  Sprache  vorlie- 
genden vergleichen.  Der  Unterschied  lässt  sich  in  zwei  Worte  fassen: 
die  deutschen  Schulprogramme  wenden  sich,  wenigstens  ihrem  Inhalte  nach, 
sammt  und  sonders  an  die  Lehrer,  das  Programm  des  Hrn.  Forti  ist  eine 
Bede  an  und  für  die  Schüler.  Wie  er  sich  in  der  Ansprache  direct  an  diese 
wendet,  wie  er  an  die  Kenntnisse  anknüpft,  welche  sie  aus  seinen  eigenen 
Vorträgen  geschöpft  haben  können,  wie  er  in  den  Schlussworten  sie  zu  im- 
mer neuem  Studium  der  Werke  Lagrange 's  auffordert,  so  lässt  er  nie- 
mals ausser  Augen ,  dass  Schüler  ihn  hören , .  dass  sie  ihn  verstehen  sollen. 
Damit  ist  aber  auch  der  ganzen  Darstellung  ihr  noth wendiges  Gepräge  auf- 
gedrückt. Wir  haben  es  nicht  mit  einem  Giesel'schen  Programme  zu 
thun,  jedes  Wort  quellenmässig  belegt,  jeder  Satz  fest  begründet,  jede  An- 
schauung die  Frucht  langer  Untersuchung,  dagegen  kaum  ein  Wort,  wel- 
ches dem  Satzbau  zu  Liebe  eingeschaltet  wäre.    Hier  haben  wir  vor  allem 
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eine  Rede  und  zwar  eine  schöne  Rede.  Der  äussere  Prunk  mannichfachcr 
Wiederholung  fehlt  nicht;  Citate  dagegen  sind  nur  dann  vorhanden ^  wenn 
sie  von  der  Natur  sind,  einer  Rede  eingefügt  werden  zu  können,  d.  h.  wenn 
sie  schon  heim  Anhören  leicht  verständlich  sind  und  zugleich  seihst  für 
den  Laien  ein  gewisses  Interesse  bieten.  Tiefgehende  Erörterungen  über 
die  Einzelleistungen  Lagrange *s,  über  seine  Methoden,  sein  wissen- 
schaftliches System,  wie  es  namentlich  in  seiner  ^^  Theorie  des  fonciions'^ 
und  in  seinen  „Lefons  sur  le  calcül  des  fonctions^*  niedergelegt  ist,  ver- 
missen wir  vielleicht  beim  Lesen,  aber  die  Zuhörer  dürften  mit  diesen 
Weglassnngen  zufrieden  gewesen  sein,  und  auf  die  Zuhörer  ist  Alles 
berechnet. .  Wir  müssen  also  unser  Bedauern  über  das ,  was  wir  als 
Lücke  empfinden ,  unterdrücken  und  in  der  kleinen ,  angenehm  geschriebe- 
nen Abhandlung  das  loben,  was  wirklich  gut  darin  ist:  die  schwungvolle 
Anpreisung  der  Werke  Lag  ränge 's,  deren  allgemeinster  Inhalt  fasslich 
genug  dargestellt  ist,  und  die  gewandte  Vermischung  dieses  mehr  mathe- 
matischen Theiles  mit  dem  biographischen.  Der  Leser  dürfte  die  Brochüre. 
zwar  ungesättigt,  aber  nicht  unbefriedigt  aus  der  Hand  legen. 

Cantob. 
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